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Das  vom  Geh.  SchtUrat  O.  SCHLUEMnXH  im  Jahre  1879-  1881  heraus- 
gegebene Handbuch  der  Mathematik  <  bildete  ursprünglich  einen  Teil  der 
>£nc}rldopädie  der  NaturwissenschaCten«.  Bald  nach  dem  Übergange  des 
Verlags  der  »Encyklopädie«  in  meinen  Besitz  waren  die  mitttbemommenen 
geringen  Vorräte  der  ersten  Auflage  des  Handbuches  vergriffen,  und  es 
erschien  mir  daher  bei  dem  nicht  zu  unterschätzenden  didaktischen  Werte 
des  Werkes  angezeigt,  eine  neue  Auflage  zu  veranstalten.  Leider  war  in> 
zwischen  sowohl  O.  Schloemilch,  wie  F.  Reidt,  der  Veiiasser  der  Ab- 
teilung über  niedere  Mathematik,  gestorben;  ich  legte  daher  die  Bearbeitung 
dieser  Abteilung  in  die  Hände  des  Herrn  Professor  Dr.  R.  Henke  in  Dresden, 
während  die  Bearbeitung  der  höheren  Mathematik  wieder,  wie  bei  der  ersten 
Aufläget  Herr  Professor  Dr.  R.  HEGER  in  Dresden  zu  besorgen  die  Güte 
hatte. 

Die  Ausdehnung,  die  die  Mathematik  in  den  letzten  Jahren  erl'ahrcn 
h;it,  iii.irhte  es  notwendig,  das  bisher  m  zwei  Bäiulcn  eischieneiiC  Werk  in 
drei  Runde  zu  zerlegen  und  mehrere  neue  Absctinitic  cja/.utügen;  es  enthält 
nunmehr  Band  1  <He  Elenicnlannatheni.itik  (Arithmetik  imd  Algebra,  Plani- 
metrie, TrigoiioineLric  und  Stereometrie i .  Bant!  II  und  III  die  höhere 
Mathematik,  unii  zwar  Band  II  die  Harsfellemle  Geometrie,  die  analvtischc 
ijcumetrie  der  Ebene  und  des  Raumes  untl  die  Differeniialreehnung,  B.uid  III 
die  Integralrechnung,  einen  Abriß  der  Aiisgleichunysrecinumg  (auf  HenkEs 
GnnKlIa^c),  die  mathematischen  Grunillagea  der  Lebens-  und  Invaliden- 
versirhcrunf^r  (mit  versichertmgstechnischen  Tabellen)  und  eme  kurzi^'^etalite 
Darstelluin^'^  der  mathematischen  Kartenentwurfsiehre  sowie  ein  Sachregister 
zu  allen  drei  Händen. 

D.igegen  ist  die  Art  der  Bearbeitung  im  wesentlichen  die  gleiche  ge- 
blieben wie  bei  der  ersten  Autlage,  und  so  dürften  auch  heute  noch  die  Worte 
Geltung  haben,  die  Schloexulch  der  ersten  Auflage  voranstellte;  ?Was  die 
vorliegende  Darstellung  der  Mathematik  betrifft,  so  kann  sie,  gegenüber 
der  kolossalen  Ausdehnung  der  Wissenschaft,  selbstverständlich  keine  er- 
schöpfende sein,  wohl  aber  soll  sie  den  Leser  so  weit  führen,  daß  er  eine 
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ganze  Reihe  von  HaupUirerken  über  Astronomie,  Mechanik,  Physik  und 
Ingenteurwissenschaften  lesen  und  sich  nötigenfalls  weiter  helfen  kann.  Das 
Ganze  zerfällt  in  zwei  HauptteÜe,  deren  erster  die  niedere  Mathematik  und 
deren  zweiter  die  höhere  Mathematik  umfaßt.  Der  erste  Teil  ist  gewisser- 
maflen  die  Formenlehre,  der  zweite  die  Syntax  der  mathematischen  Sprache; 
der  erste  bindet  allerdings  den  Studierenden  an  gewisse  Formen,  die  nun 
einmal  gelernt  werden  müssen,  der  zweite  gewährt  die  freie  Beweglichkeit^ 
welche  auf  eigene  Entdeckungen  ausgehen  kann.  IJeße  sich  jener  elementare 
Teil  in  demselben  jugendlichen  Alter  absolvieren,  in  welchem  man  das 
Deklinieren  und  Konjugieren  lernt,  so  würde  das  Vorurteil,  daß  die  Mathematik 
eine  trockene  Wissenschaft  sei,  sehr  bald  in  das  Gegenteil  umschlagen. 
Vielleicht  dient  aber  die  vorliegende  Darstellung  dazu,  um  in  weitern  Kreisen 
das  Interesse  für  eine  Wissenschaft  zu  verbreiten,  die  sich  rühmen  darf, 
nicht  nur  absolute  Wahrheit  zu  liefern,  sondern  auch  die  Sprache  zu  ver« 
stehen,  welche  die  Natur  zu  uns  redet,  t 

Leipzig,  im  Oktober  100^). 

Die  Verlagsbuchhandlung  von  Johann  Ambrosius  Barth. 
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Im  Auür<i.L,^i.'  <lcr  \'t'rl;ii^sl)ii(-lili.iii(ilung  habe  ich  für  die  zweite  Antlaj:j;-e 
des  S<  HT.oF.Mii.i  n  scheu  Handbuchs  die  Rearbeitiinir  «ic;  ersten  Hainies,  der 
die  Klementarmathematik  enthält,  übernommen    '/.n  einer  \  oll.sländig"en  Neu- 
bearbeitung, wie  sie  meinem  Wimsche  mehr  entsj)rochen  hätte,  würde  die 
zur  Verfügung  gestellte  Zeit  nicht  ausj^^ereicht  haben.    Die  erste  Auflag^e 
hatte  ein  anerkannter  Meister  der  Lehrkunst,  der  verstorbene  Dr.  Reidt  in 
Hamm,  verfaßt,  und  sdn  Werk  hat  sich,  wie  der  Erfolg  zeigt,  so  gut 
bewährt,  daß  der  Plan  und  Charakter  des  Buches  im  ganzen  unbedenk- 
lich  beibehalten  werden  konnte.    Das  Buch  soll,  hanTtciielilirh  für  den 
Selbstunterricht   bestimmt,    tlic  Lehren   in   solcher   Ausführlichkeit  und 
Faßlichkeit  vortragen,  daß  die  Unterstützung  eines  Lehrers  nicht  unbedingt 
notwendig  erscheint.    Außerdem  soll  es  dem  angehenden  Lehrer  fiir  die 
Behandlung  des  Stoffes  im  Unterricht  einen  Anhalt  geben.   Dazu  mußte 
das  praktisch  pädagogische  Bedürfnis  in  den  Vordergrund  gerückt  werden, 
selbst  auf  Kosten  der  strengen  und  subtilen  Vertiefung  der  GnindbegrifTe 
der  Elementarmathematik,  wie  sie  von  der  Warte  der  höheren  MaÜiematik 
aus  gesehen,  manchem  notwendig  ersi^einen  möchte. 

Bei  einer  Überarbeitung  war  es  jedoch  nicht  ausgeschlossen,  daß  aufier 
einer  durchgangigen  Revision  des  Textes  und  vielfacher  Umgestaltung 
einzelner  Abschnitte,  manche  Kapitel  neu  eingefügt  werden  mußten ,  die 
Reidt  als  nicht  mehr  zur  Elementarmathematik  gehörig,  nicht  aufgenommen 
hatte,  die  man  jetzt  wohl  ohne  Bedenken  dazu  rechnen  kann.  Dafür  mußten, 
um  den  Umfang  des  Buches  nicht  wesentlich  größer  zu  machen,  an  allen 
Stellen,  wo  es  irgend  zulässig  erschien,  Kürzungen  eintreten.  Auch  habe 
ich  versucht,  durch  eine  straffere,  übersichtlichere  Einteilung  des  umfang- 
reichen Stoffes  das  Buch  handlicher  zu  gestalten. 

VoUstän  li-  neu  bearbeitet  ist  die  Trigotumetrie.  Ich  war  bestrebt, 
ihre  Grundbegriffe  und  Sätze  möglichst  rein  geometrisch  abzuleiten,  um 
den  Anfänger  darauf  hinzuweisen,  daß  auch  Trigonometrie  in  erster  Linie 
Geometrie  sein  soll.  Um  die  Trigonometrie  auf  räumliche  Gebilde  anwenden 
zu  können,  ist  sie  der  Stereometrie  vorangestellt  worden.    Die  spliarischc 
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Trigonometrie,  die  im  Kähmen  der  Elementarmathematik  nichts  weiter  sein 
kann,  als  die  Anwendung  der  Trigonometrie  auf  die  Ecke  uad  das  sphärische 
Dreieck,  habe  ich  in  den  betreffenden  Abschnitt  der  Stereometrie  ver\vicsen. 

In  der  Arithinetik  und  Algebra  wurden  neu  eingefügt:  die  diophantischen 
Gleichungen;  die  Gleichungen  höheren  Grades,  die  sich  auf  quadratische 
zurückführen  lassen;  die  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen  höheren  Grades  im  Anschlufi  an  die  Betrachtung  der  ganzen 
rationalen  Funktionen  einer  Variabein  und  die  Maxima  und  Minima  dieser 
Funktionen;  die  Kettenbrüche;  die  einfachsten  unendlichen  Reihen.  Wesent» 
lieh  ausführlicher  wurden  behandelt  die  quadratischen  Systeme  und  die 
Zinseszins-  und  Rentenrechnung. 

In  der  Plammetrie  wurde  namentlich  der  Abschnitt  Uber  die  merk- 
würdigen Punkte,  Geraden  und  Kreise  des  Dreiecks  umgearbeitet  und  wesent- 
lich erweitert.  Diese  interessanten  Beziehungen,  die  das  Material  zu  der 
neueren  nDreieck^eemetr^  abgeben «  bieten  Gelegenheit  zu  eingehenden 
Betrachtungen  und  zur  Lösung  einer  Fülle  von  organisch  sich  anschliefien-  e 
den  Aufgaben,  die  für  die  Förderung  des  Verständnisses  der  Geometrie 
und  zur  Anregung  der  Selbsttätigkeit  sich  ganz  besonders  nützlich  erweisen.  , 

Die  Siereometrie  hat  aufier  der  Anwendung  der  Trigonometrie  eine  ^ 
wesentliche  Erweiterung  erfahren,  namentlich  durch  den  Abschnitt  über  die 
Beziehungen  der  Kugel  zu  den  Polyedern  und  zum  Cylinder  und  Kegel,  i< 
in  dem  auch  die  elementare  Betrachtung  der  Cylinder-  und  Kegelschnitte  ' 
aufgenommen  wurde.  Die  Volumetrie  habe  ich  auf  den  Satz  von  CavauERI 
gegründet. 

Dresden,  im  Oktober  190».  R.  Henke.  ^ 
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Einleitung. 

Durch  wiederholtes  Setzen  der  Einheit,  d.  i.  durch  Zählen,  erhält  man 
die  Reihe  der  natfirlichen  Zahlen: 

1,    2,    ri,    1,5...  , 

die  ohne  Ende  fortschreitet.  Der  Begriff  der  natürlichen  Zahl  ist  aus  Erfahrung 
bekannt  als  Anxabl  von  Dingen  oder  Individuen,  z.  B.  3  Äpfel,  5  Bäume,  10  Per- 
sonen. Jede  folgende  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  ist  am  die  Einheit  grSfier 

als  die  vorhergehende. 

Zunächst  soll  Hie  natürliche  Zahl  knrzwep  als  Zahl  bezeichnet  werden. 

Durch  Verbindung  zweier  oder  mehrerer  Zahlen  nach  bestimmten  Gesetzen, 
d.  i.  durch  Rechnen,  lassen  sich  aus  ihnen  andre  Zahlen  ableiten,  die  zu  ihnen 
in  einer  vorgeschriebenen  Bexiehung  stehen. 

Neben  den  als  bekannt  vorausgesetzten  htstimmten  Zahlzeichen  (Ziffern) 
bedient  man  sich  zur  Bezeichnung  von  Zahlen  der  Buchstaben.  Es  geschieht 
dies,  wenn  von  einem  bestiraratcn  Wert  der  Zahl  abgesehen  werden,  es  also 
gestattet  sein  soll,  sich  unter  dem  gebrauchten  Zeichen  jede  beliebige  bestimmte 
Zahl  vorzustellen.  Dieser  Gebrauch  der  Buchstaben  findet  namentlich  zu  dem 
Zwecke  statt,  die  allgemeinen  Keeeln  und  Ces^-tze  des  Rechnens  darzustellen, 
die  für  alle  Zahlen,  ohne  Rücksicht  auf  besondere  Werte,  Geltung  haben.  Inner- 
balb derselben  Rechnung  ist  dabei  unter  demselben  Buchstaben  dieselbe  Zahl  sa 
denken,  wenngleich,  wie  bemerkt,  unbestimmt  gelassen  wird,  welches  ihr  Wert  ist. 

Die  mit  Ziffern  geschrielunen  Zahlen  heißen  gemeine,  die  mit  Buchstaben 
besejchneten  nl Icemeine  Zaiilen.  So  unterscheidet  man  die  gemeine  Arith- 
metik (Rechnen,  bürgerliches  Rechnen)  von  der  allgemeinen  Arithmetik 
(Bnchstabenrechnen). 

Die  Zahl  17,  deren  Wert  bestimmt  ist.  ist  eine  gemeine  ZahL  Eine  Zahl  a 
l.fdeutel  irgend  eine  Zahl:  n  und  d  bedeuten  zwei  Zahlen,  deren  Werte  beliebig, 
aber  im  allgemeinen  verschieden  anzunehmen  sind. 

Die  allgemeine  Arithmetik  handelt  zunächst  von  den  Gesetzen  der  ein- 
fachsten Verbindtmgsweisen  von  Zahlen,  der  Grundrechnungsarten. 

Daß  zwei  Zahlen  a,  b  einander  gleich  sind,  d.  h.  dieselbe  Anzahl  von  Ein- 
heiten haben,  wird  durch  a  =  l>  bezeichnet.  Diese  Verbindune  zweier  Zahlen 
heiüt  eine  Gleichung;  die  Zahlen  b  heißen  die  Seiten  der  Gleichung  und 
das  Zeichen  ~  wird  gelesen  »gleich«.  Dagegen  bedeutet  a  y  b,  daß  a  größer 
als  ^,  a  <  ö,  daß  a  Ueiner  als  ^  ist 
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L  TeiL 


Die  Operationen  der  allgemeinen  Arithmetik. 

Erster  AbschtiiU. 
Die  Operationen  erster  und  zweiter  Stufe. 

§  1.    Die  Operationen  der  ersten  Stufe. 

1.  Um  aus  nrei  Zahlen  a,  b  eine  dritte  c  abzuleiten,  kann  man  sich  die 
Einheiten  von  h  zu  den  Einheiten  von  m  hinsugeffigt,  oder  mit  andern  Worten, 
die  Zahl  a  tun  b  Einheiten  wachsend  denken.    Man  sagt  in  diesem  Fall,  es  solle 

3  zn  0  addiert  werden,  nennt  diese  Rechnungsart  (Operation)  Addition,  schreibt 

und  liest  dies  ph»  h  gleich  r«.  Die  Berechnung  der  neuen  Zahl  c  geschieht 
Hndiirch,  daß  man  von  d<*r  Zahl  a  ans  so  lange  weiter  zählt,  hi-^  b  Kinheiten 
hinzugefügt  sind.  Beim  Rechnen  mit  gemeinen  Zahlen,  das  durch  die  Hilfe  des 
sehnteiligen  Zahlensjrstems  alle  Additionen  auf  solche  von  einziSrigen  Zahlen 
suräckführt,  wird  dieses  Weiterzahlen  durch  die  sehr  bald  emcorbene  gedächtnis- 
mäßige  Kenntnis  aller  vorkommenden  Summenwerte  ersetzL  Entsprechendes  gilt 
bei  den  spätem  Rechnungsarten.  Der  Ausdruck  a -\- b  heißt  die  Summe  der 
Zahlen  a  und  b  und  die  ueue  Zahl  c  als  Resultat  der  Wert  dieser  Summe. 

Die  Aufgabe,  den  Wert  von  a-\-b  vx  linden,  ist  hiemach  verschieden  von 
der  Aufgabe,  b  a  zw  beredinen.  In  der  Aufgabe  3  -f  ^  z.  B.  soll  mit  der 
gegebenen  Zahl  3  angefangen  nnd  um  vier  Fiiituitfii  wcitrr  gezählt  morden;  in 

4  -{-  3  dagegen  geht  man  von  der  Zahl  4  aus  und  zählt  um  drei  Einheiten  weiter. 
Der  Wert  der  Summe  aber  ist  in  beiden  Rechnungen  nur  von  den  Anzahlen  der 
Einheiten  und  nicht  von  der  Rethenfolge  abhängig,  in  der  sie  vereinigt  wurden, 
abo  in  beiden  F&nen-  derselbe.  Dieses  Grundgesets  der  Addition  kann  durch 
folgende  Gleichung  ausgedruckt  werden: 

1)  Ä-f^  —  ^H*<»  • 

Da  also  die  beiden  Zahlen,  aus  denen  die  Summe  gebildet  ist,  miteinander 
vertauscht  w<  r(irn  dürfen,  ohne  daß  drr  Wrrt  dfr  Summe  sich  ändert,  80  erhalten 
die  beiden  Zahlen  den  gemeinsciiaftlichen  Namen  Summanden. 

2.  Dem  Addieren  entgegengesetzt  ist  die  Aufgabe,  aus  dem  Werte  c  einer 
Summe  imd  einem  ihrer  Summanden  den  andern  Summanden  zu  berechnen. 
Diese  Aufuah'-  /«  rfälU  in  zwei  verschiedene,  je  nachdem  der  gegebene  Summand 
der  erste  (/  oder  der  zweite  b  {«it. 

Die  Aulgabe,  aus  dem  Werte  c  einer  Summe  und  dem  ersten  Suiumandcn  a 
den  zweiten  zu  berechnen,  also  aus  der  Gleichung 

den  Wert  der  uiil>fkaiinlt-ii  Zahl  x  zu  suchen,  oder  die  Anzahl  der  Eiuheiteu  zu 
bestimmen,  um  die  a  vermehrt  werden  muß,  damit  man  c  erhalte,  wird  gelöst, 
indem  man  von  d(>r  Zahl  a  aus  so  lange  weiter  zählt,  bis  man  €  erhält,  und  die 
Anzahl  der  zugezählten  Einheiten  ermittelt 
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Die  Aufgabe,  aus  dem  Werte  c  einer  Summe  und  dem  streiten  Summanden  k 
den  eraten  zu  berechnen,  also  ans  der  Gleichung 

dev  Wert  der  unbekannten  Zahl  y  m  suchen,  oder  die  Zahl  sn  beitimmen,  sa 

der  man  /'  Kitiheiten  hioiuaählen  muU,  damit  man  c  erhalte,  wird  gelöst,  indem 
man  von  der  Zahl  c  aus  um  b  Einheiten  rückwärts  zählL  Iti  iHesem  Fall  läßt 
man  also  die  Zahl  c  um  den  vorau^esetzten  frühem  Zuwachs  wieder  abnehmen. 

Da  aber  nach  Nr.  1  die  Vertaoschung  der  Summanden  einer  Summe  ihren 
Wert  nicht  ändert,  so  kann  man  jede  der  beiden  Rechnungsarten  in  die  andre 
verwandeln,  ohn<'  daß  ihr  Resultat  ein  andr<'s  wird. 

Ans  dii'sem  (iruiutf  erhalten  die  beiden  Umkehrnntren  der  Addition  den 
^eiiuiiisaineri  Namen  Subtraktion  und  man  sagt  in  beiden  Fäll^,  daß  der 
gegebene  Summand  von  dem  (gegebenen  Wert  der  Summe  subtrahiert  werden 
solle.  Den  Wert  der  Summe  nennt  man  den  Minuenden,  den  gegebenen 
Summanden  den  Subtrahenden.  Daß  a  von  e  subtrahiert  werden-  soll  und  b 
gibt  schreibt  man 

Man  Hett  diesen  Atndr«^  *(  mmuB  und  nennl  ihn  Differeni  der 
Zahlen  e  und  a. 

Minuend  und  Subtrahend  einer  Differenz,  sowie  die  Summanden  einer  Summe 
werden  auch  mit  dem  cemoinschaftlichen  Namen  Glieder  der  Ditleniiz  oder 
Summe  bezeichnet.  Die  (Glieder  einer  Differenz  können  nicht,  wie  die  der  Summe, 
miteinander  vertauscht  werden,  oder  es  ist  a  —  b  nicht  gleich  b  —  a.  Daher 
haben  auch  die  Glieder  einer  Differenz  keine  ui  meinsame  Bezeichnung. 

Daß  jede  der  beiden,  an  sich  verschiedenen  Arten  der  Subtraktion  au<h 
dann  ein  richtiges  Resultat  gibt,  wenn  sie  nach  der  Weise  der  andern  behandelt 
wird«  hat  dahin  geführt,  daß  im  praktischen  Rechenunterricht  gewöhnlich  mur  eine 
jener  Arten  gelehrt  und  geübt  wird,  und  zwar  meist  die  durch  Rückwäitszählen. 
Die  in  den  österreichischen  Schulen  gebräuchliche  andre  Art  v-rdient  jedoch  aus 
einem  hei  der  Division  zu  erwähnenden  praktischen  Grunde  den  X'orznij,  und  es 
ist  daher  ihr  Gebrauch  zu  emptehlen.  Folgendes  Beispiel  wird  dazu  hinreichende 
Anleitung  geben:  Bei  der  Aufgabe  58S79  —  19297  rechne  man:  7  plus  2  gibt  9, 
also  ist  die  letzte  Ziffer  des  Resultats  t;  9  plus  8  ist  17,  also  ist  die  nächste 
Resultatziffer  8;  da  aber  die  Suinme  nicht  7,  sondern  17  war,  so  wird  die  1  zur 
nächsten  Ziffer  2  des  Subtrahenden  addiert,  und  man  reclinet  also  weiter  !^  f  0  =  3, 
dann  ebenso  9  +  »  =  18,  2  -j-  3  =  0.  Bei  diesem  \  erlahren  täilt  auch  das  so» 
genannte  »Borgen«  weg.  Der  praktische  Rechner  gewöhne  sich  übrigens  nach 
daran,  daß  er  bei  dem  Addieren  und  Subtraliieren  nicht  nötig  habe,  die  beiden 
Zahlen  unmittelbar  uriCereinander  zu  schreiben. 

Die  Definition  des  Wertes  einer  Diflerenz  kann  nunmehr  dahin  ausgesprochen 
werden,  daß  er  die  Zahl  sei,  die,  zum  Subtrahenden  addiert,  den  Minuenden 
gibt  und  diese  Erklärung  läßt  sich  in  der  Formel 

2)  {e  —  d)-^a^e 

darstellen.  Auch  die  folgenden  Formeln,  die  den  Gegensatz  zwischen  Addition 
und  Subtraktion  in  andern  Formen  darstellen,  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der 
vorstehenden  Definition: 

S)  {a-^b)  —  b^at 

4)  e^{c-b)^b 

In  diesen  Formeln,  die  sich  leicht  in  Form  von  Rechenregeln  in  Worte 
fibeisetzen  lassen,  haben  die  Klammern  (  )  dUe  Bedeutung,  daß  die  in  ihnen 
eingeschlossenen  Ausdrücke  als  zuerst  ausgerechnet,  an  ihrer  Steile  also  die 
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Resultate  der  Rechnungen  gesetzt  gedacht  weiden  «ollen.  Überhaupt  werden  oft 

statt  des  Wertes  einer  Summe  a  -\-  ö  oder  einer  Differenz  a  —  f> ,  wmin  die  Be- 
rechnuntr  nirhr  wirkürh  attstjefnhrt  werden  kann,  di«'se  Ausdriicki^  selbst  in 
Klammern  eingeschlossen,  oder  auch  ohne  diese  gesetzt,  sofern  die  Bedeutung 
ans  dem  Znsammenhang  hervorgeht  nnd  kein  Mißverständnis  m^lich  ist  Ebenso 
werden  unter  gleicher  Vorausset  zun  .;  auch  die  Namen  Sorome  nnd  Differena 
statt  Wert   (!i'r  Summ«'  nnd  Wert  der  Difforenz  crobrnurht. 

3.  Sollen  (Irt  i  oder  mehr  Zahlen  durch  Atldiiton  oder  Subtraktion  verbunden 
werden,  so  kann  dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dali  man  zunächst  zwei  mit- 
einander verbindet  und  das  Resultat  an  Stelle  dieser  beiden  Zahlen  setzt,  daranf 
in  dem  nun  vorliegenden,  ein  Glied  weniger  enthaltenden  Ausdruck  wieder  zwei 
seiner  Glieder  vereinigt  und  so  fortfährtp  bis  man  zu  einer  einzigen  Zahl,  dem 
Gesamtresultat,  gelangt. 

Diese  snccessive  Berechnung  kann  in  verschiedenen  Reihenfolgen  geschehen, 
nnd  man  erhält  dabei  nicht  notwendig  immer  dasselbe  Resultat  Daher  muß  die 
Reihenfolge,  die  im  einzplnrn  Fall  \erlani:t  ist,  angegeben  werden  und  dies 
geschieht  wieder  durch  Klamm urn.    So  ist  z.  B. 

9  -  [(4  +  3)  -  IJ  -  9  -  [7  -  a]  -  9  -  G  -  3  , 
(9-4)4-(3-l)*=5  +  2  =  7  , 

[9-(4-r3)|-l-.f9-7l-l«2-l  =  l  , 

((9  -  4)  +  3j  -  1  -  [5  +  .{j  -  1  -  8  —  1  —  7  . 

Um  jrtloch  eine  Häufung  dt  r  Klammern  7.n  vermeiden,  ist  man  überein- 
gekommen, diese  wegzulassen,  wenn  die  verlangte  Keihenlolge  dieselbe  ist,  wie 
die,  in  der  die  einzelnen  Glieder  in  dem  geschriebenen  Ausdruck  aufeinander 
folgen.  Wo  also  Klammem  fehlen,  ist  immer  die  Reihenfolge  zo  wählen,  die 
auglt  it  Ii  die  der  Schrift  ist 

Ilit  rnach  können  z.  B.  in  dem  letzten  Zahlenbeispiel  alle  Klammem  weg- 
gelassen werden.  Dagegen  ist  in  dem  ersten  Beispiel  nur  die  nmde  Klammer, 
in  dem  zweiten  Fall  die  erste  der  beiden  Klammem  und  in  dem  dritten  die 
eckige  wegzulassen.   Ebenso  ist  z.  B. 

5+3—2+4-1  , 

wie  folgt,  auszurechnen: 

5  +  3»d;   8  —  2  —  6;  6  +  4  —  10;   10  — 1«9  . 

Dagegen  ist  in 

8  +  1',  -  (3  +  DJ  =  8  +  (5  -  4)  -  9 

keine  Klammer  entbehrlich. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  nod  in  welcher  Weise  sich  die  Reihenfolge 
bei  derartigen  Rechnungen  verändem  läUt,  ohne  dalS  eine  Änderung  des  Resultats 

eintritt.  Wir  untersuchen  zunächst,  w-lclir  Audi  riing  der  Wert  finer  Summe 
cdcr  l);ti(  r»>nz  «Tfährt,  wenn  man  ein  einzelnes  (Jlied  als  veränderlich  betrachtet 
und  es  um  irgend  ci;;c  Zahl  zu-  oder  abnehmen  läUt.  Aus  den  Begrificn  der 
Summe  und  der  Differenz  eigibt  sich,  daß  jede  Veränderang  eines  einzelnen 
Summanden  durch  AcMitnn  oder  Subtraktion  einer  dritt<>n  Zahl  die  gleiche  Ver- 
äTificniTiL:  im  Wert  dt-r  Summe  hervorbringt  und  dnC  (Ins-Jclbr  der  Fall  ist  hei 
einer  Ditteren/,  und  ihrem  Minuenden.  Wird  dagegen  eine  solche  \  eranderung 
am  Subtrahenden  vorgenommen,  so  erfährt  die  Differenz  die  entgegengesetzte 
Verändemng,  d.  h.  ihr  Wert  wird  kleiner,  wenn  der  Subtrahend  großer  wird  und 
umgekehrt.  Es  folyt  dies  daraus,  daß  nach  er^oI^;ter  Vergrößerung  des  einen 
Summanden  der  andre  um  ebensoviel  Einheiten  verkleinert  werden  moü,  wenn 
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der  Wert  der  Summe  unverändert  bleiben  soll.  —  Man  erhält  so  vier  einzelne 
Rechenregeln,  die  in  folgenden  Formeln  ausgesprochen  sind: 

— r«=«  — +  *  —  «  +     — r) 

5)  { 

a  —  *  +        +  —  ^  =  <f  —    —  <) 

Daher  ist  auch  umgekehrt: 

a  +  (^  +  <-)  =  rt  +  ^  +  '-  =  «  +  «^-f* 

a  -\-  {l>     £)     a     b  —  c  =^  a  -  c  -r  b 
a  —  {b  ~  ()  =  a  —  b-\-c  —  a-\-c  —  b  . 

Man  kann  diese  acht  Formeln  anrh,  wie  folgt,  ziisnmmpnsteUen  und  in 
Worten  aussprechen,  sowie  auf  mehrgliedrige  Ausdrücke  on^eitem: 

Sollen  mehrere  Zahlen  nacheinander  addiert  oder  subtrahiert 
werden»  so  kann  dies  in  beliebiger  Reihenfolge  geschehen. 

Stntt  mehrere  Zahlen  nach"- i n an d zu  nddicrm,  kann  man  ihre 
Summe  auf  einmal  addif^rt^n,  und  statt  mehrere  Zahlen  nacheinander 
zu  subtrahieren,  kann  man  iiire  Summe  auf  einmal  subtrahieren. 

Soll  eine  Zahl  6  addiert  und  eine  andre  e  subtrahiert  werden, 
so  kann  man  Statt  dessen  ^  —  c  addieren  oder  e—b  subtrahieren. 

Statt  eine  Summe  oder  eine  Differenz  zu  addieren  oder  zu 
subtrahieren,  kann  man  dieselbe  Rechnung  mit  jedem  einzelnen 
Summanden  nnd  mit  dem  Minuenden,  dagegen  mit  dem  Subtrahenden 
die  entgegengesetzte  vornehmen. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Regeln  läßt  sich  nun  in  jedem  zusammen- 
gesetzten Aitsdnirk  der  er^vähnten  Art  die  Reihenfolcfe  der  Rerhnnn<^en  so 
gestalten,  daü  nach  dem  getroffenen  Übereinkommen  alle  Klammem  weggelassen 
werden  können.    Man  nennt  dies  das  Auflösen  der  Klammem. 

So  erhält  man  z.  B.: 

8  -1-  [5  —  (3  +  1)J  =  8  +  5  —  (3  +  1)  =  H     5  — .  3  —  1  =  9  ; 
a~-[(i^^()  —  {d  —  €}]=^n  —  (b  +  ()-r  {ä  —  i')  =  a  —  6  —  £  +  d  —  €  . 

§  2.    Erste  Erweiterung  des  Zalil he gri f fs.    Null  uiic!  negative  Zahlen. 

1,  Die  Addition  einer  Zahl  zu  einer  andern  ist  stets  möglich,  welche  Werte 
die  beiden  Summanden  auch  haben  mögen,  da  die  natfirliche  Zahlenreihe  un- 
endlich fortschreitet    Solange  man  bei  der  Differenz  e  —  a  voraussetzt,  da0  sie 

ans  einer  wirklich  ausgeführten  Additionsaufgabe  durch  Umkehrung  hen  orgegangen 
sei,  muü  auch  die  Subtraktion  stets  zu  einem  Resultat  aus  der  natürlichen 
Zahlenreihe  zurückführen.  Setzt  mau  dagegen  für  c  und  //  willkürlich  bestimmte 
Zahlenwerte,  so  fragt  es  sich,  ob  die  Aufgabe,  t  —  am  berechnen,  notwendig 
eine  Auflösimg  haben  müsse.  Man  findet  nun,  daU  hier  die  drei  Fälle  zu  unter« 
scheiden  sind,  in  d*  nen  t  größer,  e{>eTi<o  '^roL!  oder  kleiner  als  a  ist,  und  daß 
nur  in  dem  ersten  Fall  die  Auflösung  in  dem  bisherigen  Sinne  möglich  ist.  Die 
beiden  andern  Fälle  führen  auf  eine  Erweiterung  des  Zahlbegrilfs,  durch 
die  sie  ebenfalls  eine  Bedentung  erhalten. 

Ist  c  —  a,  so  werden,  wenn  man  von  ^  aus  um  a  Einheiten  rückwärts  zählt, 
sämtliche  vorhandene  Einheiten  wei^irenommen ,  so  daß  auch  nicht  eine  übrig 
bleibt.    Mau  bezeichnet  dieses  Resultat  durch  0  (Null^.    Die  Null  ist  hiernach 
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nicht  etwa  <-inc  Bczruliimni;  für  Nichts,  sondt-ni  sie  enthält  noch  die  nc/.ut,Mi;iIimf* 
auf  die  Einheit,  dii;  der  Rechnung  zu  Grunde  liegt,  indem  sie  das  Dasein  einer 
solchen  verneint.  Sie  schließt  sich  daher  der  natürlichen  Zahlenreihe  vor  der  1  au. 

Ist  ferner  ^<a,  und  zihlt  man  von  c  aus  rflckwäits,  so  bleiben,  nachdem 
sämtliche  vorhandene  Einheiten  weggenommen  sind,  noch  so  viele  Einheiten  zum 
weitem  Rückwärtszählen  übrig,  als  a  mt-hr  enthält  wie  r,  d.  h.  a  -  c.  Um  ein 
solches  weiteres  Kückwärtszählen  möglich  zu  machen,  müßte  die  Reihe  der  natür> 
liehen  Zahlen  über  die  Null  hinaus  nach  füdnrärts  enreitert  werden,  es  müßten 
sich  also  Zahlen  angeben  lassen,  die  kleiner  als  Null  wären.  DaB  dies  nun  in 
der  Tat  denkbar  ist,  soll  zunächst  durch  ein  Bt^ispid  erläutert  werden: 

rieht  jemand  um  c  Schritte  in  einer  bestimmten  Rirlitung  vorwärts  und 
daraui  wieder  um  a  Schritte  rückwärts,  so  ist  er  im  gati/.en  um  c  —  a  Schritte 
in  jener  Richtung  nach  vonrärts  gelangt.  Hierbei  ist  zunächst  ^ >a  gedacht  Ist 
r  =  tf ,  so  gelangt  er  auf  seinen  Ausgangspunkt  rorück,  und  es  ist  ^  —  a  =  a  -  a 

—  0  zu  setzen.  Ist  aber  c  ■^üt  so  kommt  er  narli  eini  ni  Orte,  der  von  dem 
Anfangspunkte  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  liegt,  und  »war  ist  er 
dann  um  a  —  c  Schritte  nach  dieser  vom  Anfangspunkte  entfernt 

Allgemeiner  kann  man  sich  die  natürliche  Zahlenreihe  unter  dem  Bilde  einer 
Reihe  von  Punkten  vorstellen,  die  von  einem  mit  0  bezeichneten  Anfangspunkt 
aus  nach  derselben  Richiunt!,  aho  in  trerider  Linie,  so  liegen,  daÜ  je  zwei  be- 
nachbarte voneinander  gleich  weit  entferui  sind.  Die  einzelnen  Zahlen  geben 
dann  die  Abstände  der  Punkte  vom  Anfangspunkt  an.  Man  sieht  nun  eio,  daß 
man  in  diesem  Falle  bei  dem  Räckwärtazählen  von  irgend  einer  Zahl  aus  in  der 
Tat  noch  über  die  Null  hinausgehen  kann,  indem  man  dann  zu  Punkten  gelangt, 
die  auf  derselben  Geraden,  abf^r  tiarh  Her  entgegenges<*t/jen  Kichtnne  vom  Anfangs- 
punkte aus  liegen.  Mau  sielu  zugh  ici»,  <iaü  sich  in  dieser  Weise  die  natürliche 
Zahlenreihe  nach  rückwärts  unendlich  erweitem  und  daß  sich  diese  Erweiterung 
unter  dem  Bilde  einer  der  ursprünglichen  gleichen,  aber  nach  der  entgegen- 
gesetzten Rirlituni;  fortsrlir-  itenden  Punktreihe  versinnlichen  lälit. 

Weitere  Beispiele  einer  Fortsetzung  der  Zahlenreihe  unterhalb  der  Null 
liefern  die  Grade  der  Thermometerskalen  über  und  unter  der  Temperatur  Null, 
nördliche  und  südliche  geographische  Breite,  Drehung  des  Schenkels  eines  Winkels 
in  oder  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Uhrzeiger,  zukünftige  und  vergangene  Zeit, 
Gewinn  und  \  <  rlust  it.  d<^].  m.  In  allen  diesen  Fällen  ist  die  Null  nirht  der 
absolute  Anfangspunkt  der  Zählung,  sondern  erscheint  als  die  Mitte  zweier 
einander  entgc^gengesetzter  Zahlenreihen. 

Die  hiernach  denkbaren  Zahlen,  die  kleiner  als  Null  sind,  nennt  man  negative 
Zahlen,  und  im  Gegensatz  dazu  die  natürlichen  Zahlen,  die  gröÜer  als  Null  sind, 
positive  Zahlen.  Hei  (iem  Srhreiben  unter'^elir  idei  man  beide  Arten  fhirrh  das 
Vorzeichen  -j-  (plus)  vor  dre  positiven,  des  \'orzeichens  —  (minus)  vor  die  negalixeu. 
Diese  Zeichen  sind  als  Vorzeichen  von  den  ihnen  entsprechenden  Rechnung 
zeichen  der  Addition  und  Subtraktion  zu  unterscheiden.  Wo  eine  \'envechslung 
möglich  ist.  schließt  man  sie  mit  dem  zugehörigen  Zahlzeichen  in  eine  Klammer 
ein,  z.  B.  {-{-!)  und  ( — 4). 

Die  Zahlenreihe  ist  nunmehr: 

—4,  —3,  —2,      1.  ti,  4-1,  ~'2,  4-4  

und  die  Differenz  c  —  a,  in  der  der  Minuend  kleiner  als  der  Subtrahend  ist, 
erhält  hiernach  die  Bedeutung  einer  negativen  Zahl,  und  zwar  ist  diese  gleich 

—  («  —  c). 

In  praktischen  Aufgaben  haben  negative  Zahlen  als  Resultate  nur  dann 

Geltung,  wenn  ein  solcher  Geg«'nsatz  in  der  Richtung  des  Zählens,  wie  in  den 
obigen  Beispielen,  wirklich  existiert,  die  Null  also  nicht  der  absolute  Ajifangspunkt 
des  Zählens  isu    In  der  Forderung  z.  B.,  die  .Anzahl  der  Personen  zu  bestimmen. 
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die  in  einem  Hause  zaTÜckbleiben,  wenn  von  c  fiberhatipt  Anwesenden  a  hinaus- 
gehen, pibt  ein  negativer  Wert  Hps  Krsuliai«*  c  a  (Iii-  L' iiin  ö  ;i  lichkeit  der 
Auflösung  an.  Aber  er  liat  auch  in  diesem  Fall  noch  einen  weitem  Sinn;  er 
zeigt  nicht  blofi  einen  Widenprach  in  der  Aufgabe,  sondern  fnbt  auch  die  An- 
zahl der  Personen  an»  die  zu  den  vorher  Anwesenden  mindestens  hinzutreten 
müßten,  damit  die  Auflösung  der  Aufgabe  möglich  werde»  also  die  Anzahl  der 
zur  Hebung  des  Wider<;priirhs'  f(>hlend«*n  Personen. 

Die  positiven  Zahlen  sind  diejenigen,  die  als  ursprüngiich  gegeben  augesehen 
werden,  die  negativen  diejenigen,  die  als  GeiErensatz  zn  diesen  auftreten.  An  sich 
kann  also  jede  drr  bridni  Hälften  der  Zahlnircihr  als  die  positive  gelten;  die 
andre  wird  dann  durch  den  (Jegensatz  zu  ilir  dir  n.>t;ati\r. 

So  sind  z.  B.  in  der  Frage,  welche  Temperatur  ein  i'hermometer  gezeigt 
habe,  nachdem  es  von  -|-8^  um  lU*'  gefallen  sei,  die  Grade  über  Null  als  die 
positiven  aufgefaßt,  und  das  Resultat  ist  — 2\  d.  h.  2^  unter  Null.  Fragt  man 
dagegen,  wieviel  Grad  unter  NuH  ein  Thermometer  II  .  das  auf  — ge- 
standen habe  und  darauf  um  10*^  •.■estiet^en  sei,  so  wird  die  Antwort  darauf  lauten 
dürfen:  — 2*^  unter  Null,  d.i.  dann  2**  über  Null. 

Existiert  unter  den  Zahlen  einer  Rechnung  der  angegebene  Gegensalz  der 
Richtungen  nicht,  oder  kommt  er  nicht  in  Betracht,  ist  also  auch  seine  Angabe 
durch  Vorzeichen  unterlassen,  so  heißen  die  Zahlen  absolute.  Dagegen  werden 
Zahlen,  di»*  mit  Vorz»'iihen  versehen  sind,  relative  od«'r  alcfbraische  genaunt. 
Eine  algebraische  Zahl  hat  einen  absoluten  Wert  und  »ni  \orzcicheu. 

Treten  in  einer  mit  absoluten  Zahlen  operierenden  Rechnung  zu  diesen 
ihnen  entgegengesetzte  Zahlen  liinzn,  wird  also  der  Geg(>nsatz  der  I^iehtungen  in 
die  Rechrmni;  eingeführt,  so  erhalten  die  ersten  zufolge  des  vorstehend  Gesairton 
das  Vorzeichen  -f*  1"  diesem  Sinne  kann  mau  sagen,  daß  jeder  absoluten  Zahl 
das  Vorzeichen  -f-  gegeben  werden  könne. 

2.  Die  Erweiterung  des  ursprünglichen  Zahlbegriils  durch  die  Null  und  die 
negativen  Zahlen  macht  auch  eine  Enveiterung  der  früheren  Erklänini^en  der 
Addition  und  Subtraktion  für  diese  notwendig.  Es  ergibt  sich  leicht  durch  eine 
entsprechende  Wiederholung  des  Gedankengangs  in  §  I,  daß  jene  frühereu  Er- 
klärungen und  damit  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Gesetze  und  Formeln  im 
wesentlichen  unverändert  auf  die  neuen  Zahlformen  fibertragen  werden  können. 
Im  einzelnen  ist  hierüber  folgcndt"^  zti  envähiien: 

In  Belrert  der  Null  ergibt  sich  unmitielliar  aus  ihrem  Betriff,  daß  durch 
Addition  von  Null  zu  einer  Zahl  der  Wert  der  Zahl  nicht  geändert  wird.  Die 
Gleichung 

könnte  in  gleicher  Weise,  wie  riben  a  a  0,  als  Definition  der  Null  in  Worte 
gefaßt  werden.    Ebenso  folgt  aus  dem  Hegritl  der  Null  leicht,  daß  auch 

ist.  Dagegen  führt  die  Subtraktion  einer  Zahl  von  Null  in  die  jener  Zahl  ent- 
gegengesetzte Hälfte  der  Zaliltureihe,  oder  es  ist 

ist.  Dagegen  führt  die  Subtraktion  einer  Zahl  von  Null  in  die  jener  Zahl  ent- 
gegengesetzte Hälfte  der  Zahlenreihe,  oder  es  ist 

{)   -  a  —  ■  a  . 

Iiisbesdndere  ist  auch  0  -f  0  ^  0  ^ —  0  —  0. 

Die  Bezeichnungen  -j-a  und  — a  sind  aus  i)  a  und  0  —  a  entstanden. 
In  Betreff  der  negativen  Zahlen  ergibt  sich  aus  dem  Gegensatz,  in  dem  sie 

zu  den  positiven  stehen,  daß  eine  Zahl  der  einen  An  durch  Ilinzufügung  einer 
solchen  der  andern  .\rl  um  di«*  entsprechende  Anzahl  ihrer  Einheiten  verkleinert, 
durch  Ilinwegnahmc  einer  solchen  eutsprechend  vergrößert  wird,  uud  daß  Zahlen 
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brider  Arten  mit  (gleich  ^^roUcn  Gliedem  bei  ihrer  Addition  einaiicicr  auflieben. 
Man  kann,  mit  andern  Worten,  zu  einer  pegebenen  Einheit  sich  eine  entgegen- 
gesetzte Einheit  denken,  die  zu  der  ersten  hinzugefügt,  diese  aufhebt,  so  daß  also 
(4-1) +  ( — 1)  — 0  iSL  Bezeichnen  wir  mm  die  eine  dieser  Einheiten  als  die 
positive,  die  andere  als  die  negative»  80  kann  man  sich  die  negativen  Zahlen  in 
gleicher  Weise  durch  Zusammenfassen  bestimmter  Anzahlen  aus  der  neijativen 
Einheit,  wie  die  positiven  aus  der  positiven  Einheit  eatstaoden  denken.  Zwei 
Zahlen  von  beiden  Arten,  die  gleiche  Anzahlen  def  betreffenden  Einheiten 
enthalten,  sollen  entgegengesetzt  gleich  genannt  werden;  ihre  Summe  ist 
gleich  Null. 

Ilaben  ?.\xv\  zu  ridriierende  Zahlen  dasselbe  Vorzeichen,  so  ist  die  Addition 
ein  Weiterzahlen  in  derselben  Richtung  der  Zahlenreihe,  daher  ist 

(+«)  +  (+*)=  +(«  +  *) 
(-a)  +  (-d)  =  -(«  +  *)  . 

Haben  dagegen  die  Stimmanden  vrrsdiiedene  Vorzeichen,  so  bewirkt  die 
Addition  dasselbe  Resultat,  wie  ein  Weiterzahlen  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung; die  Addition  einer  Anzahl  von  Einheiten  entgegeng<;se1ater  Art  mit  denen 
des  andern  Summanden  kann  also  durch  Subtraktion  der  gleichen  Anzahl  von 
Einheiten  derselben  Art  ausgeführt  werden.  Diese  Betrachtung  ffibrt  zu  den  Regeln: 

(^a)  -r  {    b)^  -f  (a  -  b)  =  -{b  -  a) 

Für  die  Addition  algebraischer  Zahlen  besteht  also  die  Regel:  Haben 

die  Summanden  gleiche  Vorzeichen,  80  addiert  man  ihre  absoluten 
Werte  und  nibt  der  Summe  das  gemeinschaftliche  Vorzeichen.  Haben 
die  Summanden  verschiedene  Vorzeichen,  so  subtrahiert  man  ihre 
absoluten  Werte  und  gibt  der  Differenz  das  Vorzeichen,  das  der 
Minuend  hatte. 

Kci  ln'siinmiU'u  Zaiilwfrtfn  der  Sitmmandr-n  wird  man  im  zwriicii  Fall  das 
niictl  desjenigen  zum  Minuenden  nehmen,  der  di*'  «fmUrre  Anzahl  \nii  Klnhriten 
hat;  mau  subtrahiert  also  in  diesem  Eall  das  kleinere  Glied  vom  gruüeren  und 
gibt  der  Differenz  das  Vorzeichen  des  gröBecen. 

So  ist  z.  B. 

(+7) +  (+3)= +10;  (-7)  +  (-3)=-10  ; 

dagegen 

H-7)-i-(    3)--i-l;    (    7) -[-(+3)  =-4  . 

Für  die  Subtraktion  algebraischer  Zahlen  ergeben  sich  aus  dem  früher 
anfgesti'llt»  n  Rctrrifi"  der  Subtraktion  oder  f!tir(  h  t/rnkpfirnnc  der  vorstehenden  für 
die  Addition  die  einzelnen  Regeln.  Man  laßt  diese  jedoch  am  kürzesten  dahin 
zusammen,  daß  sich  jede  Subtraktion  einer  algebraischen  Zahl  ohne  Änderung  des 
Resultats  in  die  Addition  der  ihr  entgegengesetzt  gleichen  Zahl  verwandeln  läßL 

Um  also  eini>  a ly«'' Ii  r ,i  i c hr  Zahl  zw  s ii b t  r  a hi *•  ren,  ändre  man  das 
Vorzeichen  des  Subtrahenden  und  addiere  darauf. 

So  ist  z.  B. 

(+7) -(+3)  =  (+?)  + (-3)= +4  , 
(  +  7)  — (-3)-{  !  7)  4-(-f  H)=  +10, 

(  7)  j-ra»  -  (  7)  -\-  (  3)  -  -  10  , 
(    7)     (-3) (    7)  + (+3)  =  -4  . 
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3.  Sollen  drei  oder  mehr  ZaUen  durch  Addition  und  Subtraktion  miteinander 
verbmidfii  wt-nien,  so  müssen  sie  enfweder  sämtlich  alpebraisthc  odrr  sämtlich 
absolute  Zahlen  sein.  Da  im  ersten  tall  dieselben  kechnunpsregeln  gtiltig  bleiben, 
die  in  §  1  Nr.  3  für  den  zweiten  abj^eleitct  wurden,  so  können  auch  bei  einer 
Verbindiing  beliebif;  vieler  algebraiacher  Zahlen  durch  Addition  nnd  Subtraktion 
die  Klammem,  welche  die  Reihenfolge  der  Operationen  angeben,  aufgelöst  werden» 
Man  kann  aber  in  diesem  Fall  jede  vorkommend«*  Subtraktion  in  »'ine  Addition 
der  entgegengesetzt  gleichen  GröÜe,  und  somit  jeden  solchen  zusammengesetztea 
Aosdnick  in  eine  Summe  algebrafacher  Größen  verwandeln.  Eine  ralche  heiSt 
eine  algebraische  Summe,  im  Gegenaati  zu  einer  arithmetischen,  deren 
Summanden  absolute  Zahlen  sind.  Dagegen  heißt  jede  Verbindung  absoluter 
Zahlen  durch  Addition  und  Subtraktion  ein  Polynom  ( Binom»  Trinom  U.  8>  W*» 
je  nach  der  Anzahl  der  Cilieder)  oder  ein  Aggregat. 

Da  man  nun  jeder  absoluten  Zahl  bei  £inffihmng  des  Gegensatxes  der 
Richtungen  das  Vorzeichen  -{-  geben  kann,  80  läßt  sich  aach  jedes  PolynOm 
nach    1  rn  vorigen  in  eine  algebraische  Summe  veiwandein« 

Su  veiwaudelt  man  z.  B.  das  Polynom 

a  —  ^  —  c  -\-  d-{-  e  —  / 

zunächst  in 

—  (-f  A)  —  (  +  <-)  +  +  (-^e)  —  (+/)  , 

and  darauf  diesen  .\u.sdruck  in  die  algebraische  Suujjuc 

(4- <z)  -f  (— //)  4-  {^d)  -f  (4- ^)  -f  . 

Man  ist  nun  übcrfMnL;i  komm»*rt,  bei  einer  solch''n  algebraischen  Summe  die 
Additionszeichen  4~ »  solern  kern  Mißverständnis  stattfinden  kann,  und  mit  ihnen 
dann  auch  die  entbehrlich  gewordenen  Klammem  um  die  einseinen  Summanden, 
sowie  das  Vonteichen  des  ersten  Summanden,  falls  es  ist,  wegzulassen.  Man 
schreibt  also  die  obige  algebraische  Summe  kürzer 

In  dieser  Form  ist  sie  änßerlich  von  dem  Polynom,  aus  dem  sie  entstanden 

ist,  nicht  verschieden;  der  innere  Unterschied  liegt  in  dem  Vorbehalt,  daß  die 
einzclnt'n  Zeichen  nicht,  wie  oben  der  Fall  war,  Rfchnnnirszcichen  der  Addition 
und  Subtraktion,  sondern  Vorzeichen  der  betretlenden  Glieder  sein  und  daß  die 
SO  entstandenen  algebraischen  Zahlen  sämtlich  addiert  werden  sollen. 

£s  folgt  aber  hieraus,  da  dieses  \'erfahren  allgemein  anwendbar  ist,  der 
Satz,  daß  itdis  l'oKnnm  als  eine  algebraische  Summe  ant:i*schfn  werden  darf, 
indem  man  ilie  Reciuiung^^/.i  ichen  zu  X'orzeichen  macht,  dem  ersten  Gliede  noch 
das  Vorzeichen  -j-  gibt  und  dann  alle  Glieder  addiert. 

Da  nun  die  Summanden  einer  Summe  in  beliebiger  Reihenfolge  addiert 
werden  dürfen,  80  kann  nunmi  lit,  unter  Berücksichtigung  der  vorst«'hend  ent- 
wickelten Gesetze,  auch  ynlvH  beliebige  Polynom  in  jeder  zweckdienlichen  Reihen- 
folge  der  einzelnen  Größen  berechnet  werden. 

Am  dem  vorstehenden  folgt  femer  nnter  Hinanaiehung  der  Regeln  6)  in 
§  1  Nr.  3: 

Eine   algebraische   Summe    kann  addiert  werden,    indem  man  ihre 

einzelnen    Summanden     in     i»eliebiger    R -  i Ii <•  nfo  1  ge    und    mit  nn- 

veränderten  Vorzeichen   hinschreibt,  und 
eine  algebraische  Summe  kann  subtrahiert  werden,  indem  man  ihre 
einzelnen  Summanden  in  beliebiger  Reihenfolge  und  mit  entgegen« 

gesetzten  Vorzeichen  hinschreibt 
Hiernach  ergibt  sich  die  praktische  Rechnungsregel:  Steht  vor  einer  Klam- 
mer itanu  man  sie  ohne  Veränderung  der  Vorzeichen  weglassen;  steht  vor 
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einer  Klammer  —  ,  so  müssen  vor  dem  Weglass<Mi  der  Klanimor  alle  Vorzeichen 
der  einzelnen  Cilicder  in  ihr  in  die  entgegenyesefzren  verwandelt  werden.  Nach- 
dem so  alle  Klammern  entfernt  siud,  addiert  und  subtrahiert  mau  die  einzelnen 
Glieder  in  beUebi|rer  mtsckdienlicher  Reihenfolge«  indem  man  die  Vorzeichen 
als  Operationsceichen  behandelt. 

§  3.    Die  Operationen  zweiter  Stafe. 

1.  Sind  die  Summanden  einer  Summe  einander  gleich,  so  heißt  die  Summe 
ein  Produkt.     Die  Anzahl  der  Summanden   heißt  der  Multiplikator,  ein 

finzflner  Sunuii.in<I  der  Multiplikand.  Man  schreibt  ein  Produkt,  indem  man 
den  Multiplikand  iuhI  d*  ii  Multi|)1ikalor  durch  das  Zeichen  X  ^^^^  '*  gelesen 
»maK,  miteinander  v erlniHirt,  z.  B. 

a  -~  a     a  =  a  '  d't  a -\-  a     a  -{-  (j  -{-...  -=  a  *  b  . 

Die  Bi  rci  hritini:  (ies  Wertes  eines  Produkts  nennt  man  Multiplizieren. 

Bei  üuchstabenausdrucken  kann  man  auch,  solern  ein  Mißverständnis  nicht 
möglich  ist,  das  Multiplikationszeichen  X  <^^^f  *  weglassen  und  statt  « •  ^  küner 
ai,  sowie  statt  d*i?,  3a  schreiben. 

Zer]e|;t  m.in  den  Multiplikanden  des  Produkts  a /'  in  seine  Einheiten,  80  kann 
man  die  atf  l:^iuheiten  nach  folgendem  Schema  ordnen: 

1  +  1+1  +  1+..! 
+  1  +  1  +  1  +  1  +... 

+ 1  +  1  +  1  4-  1  +  . . . 

"      •  •  •  •         •  •  « 

M  .  .   

Da  nun  der  Wert  des  Produkts  bloli  von  der  Gesamtzahl  der  Einheiten  ab- 
hängig ist,  so  kann  man  auch  die  je  b  Einheiten  einer  Vertikalkolonne  zu  einer 
Zahl  zusammenfassen,  und  hat  sodann  diese  Zahl  b  im  ganzen  a  mal  als  Summand. 
Somit  ist 

1)  a  *  b  ^  b  •  a 

Da  nach  diesem  Grundgesetz  der  Multiplikation  Multiplikator  and  Mulli'' 
plikand  eines  Produkts  \crtauscht  werden  dürfen,  so  erhalten  beide  den  gemein- 
SChaftlii  luTi  N'anii'ii  Fakturen. 

Ist  ein  Faktor  eine  t'emein«*  Zahl,  so  heiÜt  er  aucl»  Koellizient  und  winl 
vor  die  allgemeine  Zahl  gesetzt;  z.  B.  iiv  Ix  ist  7  der  Koeffizient  von  x  und 
das  Produkt  bedeutet  eine  Summe  von  7  gleichen  Summanden  x, 

2.  Wie  aus  der  Addition  die  Subtraktion,  so  entsteht  auch  aus  der  Multi> 
plikation  (inr<  h  Fink<'hrung  eine  neue  Rerhnnne^nrt.  Auch  liier  stehen  der  Bildung 
des  Produkts  a  '  b  =  c  zunächst  zwei  Umkehrungeu  gegenüber,  da  zu  dem  Werte  c 
des  Produkts  entweder  der  Multiplikator  oder  der  Multiplikand  als  gegebener  Faktor 
hinzutreten  kann.  Zufolge  des  Gesetzes  ab  '^ba  können  aber  auch  hier  die 
beiden  Umkehrungen  in  der  Ausführung  in  derselben  Weise  behandelt  werden 
und  d<'shalh  erhalten  sie  den  gemeinsamen  Namen  Divixinn.  T>i\idieren  heilU 
also  zu  dem  gegebent  n  Werte  eines  Produkts  und  dem  einen  f-aktor  den  andern 
Faktor  suchen.  Den  gegebenen  Wert  €  des  Produkts  nennt  man  den  Dividend, 
den  gegebenen  Faktor  a  den  Divisor.    Da0  *e  durch  a  dividiert«  werden  soll, 

bezeichnet  man  durch  c\a  oder  ^  und  nennt  das  Resultat  den  Quotienten. 

n 

Der  Wert  des  Quotienten  ist  also  der  gesuchte  I  aktor. 
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Da  man  bei  Bu<  hst.tbenaosdrücken  häufig  eine  Ausrechnun(r  des  Wertes  dea 

Quotienten  nirht  ausführen  kann,  so  sefrt  man  in  soIcIku  Fiillin  statt  dieses 
Wertes  den  Quotienten  selbst,  sofern  eine  Verwecfisliinn  nicht  möglich  ist.  Auch 
gebraucht  man  die  Namen  Produkt  und  Quotient  der  Kürze  wegen  statt  Wert 
des  Prodakls  oder  des  Quodenten«  sofern  die  Bedeutung  aus  dem  Zusammenhang 
klar  her\orgeht. 

Die  beiden  Arten  der  Division  dürfen  nach  drm  nbiirrn  wulil  in  der  Am>^- 
fühningf  keineswegs  aber  dem  Begriffe  nacli  verwechselt  werden.  Infolge  des» 
Untetschteds  snrischen  Multiplikator  und  Multiplikand  tritt  auch  der  Unterschied 
der  beiden  Divisionen  schlüfer  hervor  als  deijenige  der  beiden  Subtraktionen. 
Ist  z.  B.  zu  dem  Produkte  ')  •  :*  1')  der  Multiplikand  gepeben,  so  wird 
^efrapt,  wie  oft  ist  't  in  l.'i  enthalten?  Ist  da}»et'en  df*r  Multiplikator  jreL:»»hen, 
so  wird  gefragt,  wieviel  beträgt  der  dritte  Teil  von  Ibr  Die  erste  .\ri  der 
Division  kann  man  als  Messen  bezeichnen;  der  Quotient  beiBt  das  Verhältnis 
des  Dividrndcii  zum  Divisor.  DicSe  Division  läßt  sich  ausführen  durrh  wieder- 
holtes Sul)tr.iliirr<ii  des  Divisors  vom  Dividi'iuli'n  und  Abzählen  der  Anzahl  der 
mofilichen  Suhirakiioaeu.  Die  zweite  Art  der  Division  da^e^en  k.inn  Teilen,  der 
Quotient  derselben  ein  Teil  genannt  werden.  Hier  ist  nicht  eine  gegebene  Zahl 
60  oft  ab  möglich  zu  subtrahieren,  sondern  es  ist  umgekehrt  zu  der  gegebenen 
Anzahl  der  Subtraktionen  die  Zahl  zu  suchen,  die  so  oft  subtrahiert  werden  kann* 

Die  Definition  des  Werte«»  rines  (^)uotienten  kann  für  beide  Fälle  dahin  aus- 
gesprochen werden,  daü  er  die  Zahl  bedeutet,  deren  Pcodukt  mit  dem  Divisor 
gleich  dem  Dividenden  ist    Diese  Erklärung  läflt  sich  in  der  Formel 

2)  "'6^a 

p 

darstellen.  Atuh  die  ffilL;enden  Formeln,  die  den  Gepjonsatz  zwischen  Division 
und  Moltiplikaiiuu  m  andern  Formen  ausdrücken,  ergeben  sich  unmittelbar  aus 
dieser  Erklirung: 


4)  a:^«»  . 

In  der  gemeinen  Arithmetik  bedient  man  sich  zur  Ausführung  der  Division 
in  der  Regel  des  Verfahrens  bei  der  oben  zuerst  genannten  Art,  d.  h.  einer  mehr- 
fachen Subtraktion,  während  der  Name  Division  eher  von  der  zweiten  Art,  dem  Teilen, 
gebildet  ist-  Bei  jener  praktischen  Ausfühmncr  erweist  siili  das  frither  (§  1  Nr.  2) 
erwähnte  Verfahren  (h-r  Subtraktion  als  besonders  zweckmäßig,  da  man  auch  bei 
mehrziffrigen  Zahlen  nicht  uuiig  hat,  die  Teilprodukte,  sondern  nur  die  jedes- 
maligen Reste  hinzuschreiben.  Folgendes  Betspiel  möge  dies  näher  erläutern:  Es 
sei  .'')!)K58  :  173  zu  berechnen.  Der  erste  Teilquotient  H  wird  mit  173  multipliziert 
und  sogleich  von  ."0>^  subtrahiert,  indem  man  rechnet:  3*3  =  9;  9-|-9  —  IH; 
3  •  7  —  21 ,  dazu  die  1  von  der  vorigen  18  addiert,  gibt  22;  2  -j-  '  =  'JJ  endlich 
3  .  1  SS  3,  dazu  die  2  von  den  22  addiert,  gibt  5,  5  +  0  5;  also  ist  der  erste 
Rest  7d.  In  dieser  Weise  wird  fortgefahren,  so  daß  die  ganze  Ausrechnung  nur 
folgende  geschriebene  Ziffern  enthält; 

59ft58  :  173  —  346 
103Ö 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  auch  bei 
dem  Multiplizieren  mehizüfriger  ganzer  Zahlen  die  im  gewöhnlichen  Unterricht 
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pclchrtf'  Form  nicht  immer  die  praktisch  bequemste  ist.  Man  gewohne  sich,  die 
Faktoren  nirhl  unter,  sondern  nebeneinrinder  zu  schreiben  und  mit  der  höchsten 
Ziffer  des  Multiplikators  zu  beginnen,  so  daü  die  Teilprodukte  nach  rechts  statt 
nach  links  eingerflckt  werden,  «rie  folgendes  Beispiel  zeigt: 

3295  «  742 

23065 
13180 

2444890 

Der  ^'orteil  dieser  Schreibreise  ergibt  sich  später  bei  der  sogenannten  ab« 
gekürzten  Multiplikation. 


§  4.    Zweite  Erweiterung  des  Zahlbegriffs.    Gebrochene  Zahlen. 

1.  Wie  bei  der  Subtraktion,  so  entsteht  auch  bei  der  Division  die  Frage, 
ob  sie  auch  dann  imn&er  ausfährbar  ist,  wenn  die  Werte  des  Dividenden  und  des 

Divisors  nicht  durch  Umkehrung  einer  wirklich  ansgehihrten  Multiplikation  ent- 
standen sind,  sondern  wenn  für  di*><«'  wltlkürlich  bestimmte  Zahlen  gesetzt  wurden. 
Auch  hier  lassen  sich  drei  Fälle  unterscheiden: 

In  dem  ersten  ist  dar  Dividend  a  des  Quotienten  a  :  ein  Vielfaches  des 
Divisors  ^,  d.  h.  er  kann  aus  d  durch  wiederholtes  Setzen  des  Divisors  als  Summand 
abgeleitet  werden.  In  diesem  Falle  ist  die  Division  im  bisherigen  Sinne  aus- 
führbar und  führt  auf  einen  bestimmten  Wert  des  Qttotienten. 

Im  zweiten  Fall  ist  a  =  b,  .Nach  der  ürkläruug  der  Multiplikation  ist  1  •  a 
^l-|-l+l+**<""'ni  setzen ,  dagegen  hat  a  •  1  als  eine  Summe  mit  nur 
einem  Summanden  keinen  Sinn.  Es  kann  jedoch  auch  dem  Ausdruck  a  •  1  eine 
Bedf'utunK  beigelegt  werden,  und  di<'se  kann  konspqtipntenveise  nur  die  sein,  daß 
die  Zahl  a  einmal  gesetzt  werden  jsoll.  ohne  daß  ihr  ein  Summand  zugefügt  wird, 
so  daü  also  a  •  1  =«  a  ist  und  somit  auch  hier  der  .Satz  rt  •  1  =  1  •  a  besteht. 
Da  nämlich  der  Wert  von  a  *  b  sich  jedesmal  um  die  Zahl  a  vermindert,  wenn 
der  Multiplikator  um  1  abnimmt,  so  daü  a  •  3  <7  •  4  —  a,  ^  •  2  ^  <i  •  3  —  a  ist, 
so  muÜ  dem  Produkte  a  •  1  i  bciifalls  ein  um  a  kleinerer  Wert  als  drin  i'riKlukte 
a  •  '1  beigelegt  werdtni.  Die  Aufgabe,  deu  Wert  des  Quotienten  a  :  <i  m  be- 
stimmen, also  die  Zalü  zu  suchen,  deren  Produkt  mit  a  gleich  a  ist,  nmU  hier- 
nach umgekehrt  zu  dem  Resultate  1  fflhren.  Es  läßt  sich  hiemach  dieser  Fall 
dem  vorher  er>vähnten  ersten  anschließen. 

Andf'fs  v*ThäU  es  sich  im  dritten  Fall.  F.s  ist  nrimürh  auch  m«")glich,  dali 
der  Dividend  nicht  aus  dem  Divisor  durch  Multiplikation  mit  e»uer  den  bisher 
bekannten  Arten  angehörigen  Zahl  abgeleitet  werden  kann,  daß  also  a  kein  Viel- 
faches von  b  isL  In  diesem  Fall  muß,  nachdem  man  b  so  oft  als  möglich  von  «r 
subtrahiert  hat,  ein  Rest  übrig  bleiben,  der  kleiner  als  b  \<\.  Sn  ist  z.  R.  die 
Divisionsaufgabe  7  :  in  dem  bisherigen  Sinne  nifht  .ui>fnlirtiar .  denn  es  gibt 
kein  Produkt  von  3  mit  einer  der  bisher  bekannten  Zaiiien,  dessen  Wert  gleich  7 
wäre,  und  bei  dem  Versuche,  die  Division  durch  wiederholte  Subtraktion  des 
Divisors  auszuführen,  bleibt  hier  nach  zweimaliger  Subtraktion  der  Rest  1. 

Ks  führt  attiT  (üi'Srr  l'all  auf  «Miie  neue  Ki  u  riti'rini'4  d-'v  Zalilenhegriffs, 
d.  h.  auf  eine  bisher  noch  nicht  behand»'lte  Zahllorm,  durch  die  auch  solche  Quo- 
tienten einen  Sinn  erhalten.  Dies  geschieht  durch  die  Annahme  einer  teilbaren 
EinheiL 

Es  sei  beispii  lsu  i'ise  die  Einheit  «'ine  Stri  c  ke  AB,  so  läßt  sich  diese  in 
drei  gleich»'  Teiff  trih  n,  imH  jeder  solche  ieii,  z.  B.  AD,  hat  die  Eit:'*n*!<'haft, 
daU  er,  dreimal  als  Summand  gesetzt,  zur  Summe  die  Einheit  gibt,    Ebenso  läiit 
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AD  B 


C 


I  '   '  I  '   '  I  I   '  I  ■   ■  I 


1   I  ■   ■  I  '   '  I 

F 


sich  dann  die  sieben  solche  Einheiten  enthaltende  Strecke  AC  in  drei  gleiche 
Teile  AE,  Ef,  FC  teilen,  und  jeder  solche  Teil  entspricht  dem  Begriff  des 
Quotienten  -1»  d.  h.  er  gibt  dreimal  genomnen  die  Strecke  7.   Zugleich  flieht 

man,  daß  diese  Strecke  durch  Teilung  ihrer  sämtlichen  Einheiten  in  je  drei  gleiche 
Teile  in  3  •  7  —  21  solche  -5 Drittel«  der  EinluMt  qrtrilt  wird,  und  daß  somit  der 
Wert  des  Quoticnti  n  |  aus  sieben  solchen  Dritteln  besieht.   Allgemein,  läüt  sich 

die  Einheit  in  ^  gleiche  Teile  teilen,  so  erhält  der  Quotient  ^  gemätt  der  früheren 

Definition  des  (^)uütit  iucn  die  Bedeutung  eines  solchen  Teiles.  Die  aus  a  Ein- 
heiten bestehende  Zahl  lättt  sich  dann  ebenialla  in  b  gleiche  Teile  teilen»  und 

jeder  solche  Teil  ist  gleich  -  zu  setsen.   Da  ferner  die  Zahl  a  durch  Teilung 

V 

einer  jeden  ihrer  Einheiten  in  b  gleiche  Teile  im  ganzen  a  *  b  dieser  Teileinheiten 

a 

erhält,  so  ist  der  Quotient  —  stets  pleich  der  durch  Zusammenlassen  von  a  solchen 

ö 

>^tela«  der  Einheit  entstehenden  Zahl»  oder  es  ist 


Die  so  entstehenden  Zahlen,  die  also  gleich  einem  von  mehreren  gleichen 
Teilen  der  Einheit  oder  gleich  einer  Anzahl  solcher  Teile  sind,  nennt  man  ge« 
brochene  Zahlen  oder  nrnchc  Der  Dividend  wird  in  diesem  Fall  der  Zählfr, 
der  Divisor  der  Nenner  des  Bruchs  ^'i  nannt.  Im  Gegensatz  zu  den  Brüchen 
heißen  die  bisher  behandelten  Zahlen  ganze  Zahlen. 

Wie  man  bei  der  Berechnung  eines  Produktes  a  b  sich  durch  Zusammenfassen 
von  b  Einheiten  eine  neue  Einheit  entstanden  denken  und  das  Produkt  ah  dii> 
a  solche  Einheiten  enthaltende  Zahl  auffassen  konnte»  so  kann  man  auch  den 

Brach  -7-  als  eine  Zahl  betrachten,  die  durch  Veränderung  der  Einheit  entsteht* 
b 

Im  Gegensats  «ur  Multiplikation  ist  hier  die  neue  Einheit,  statt  eines  Vielfachen 

a 

der  ursprünglichen,  ein  (aliquoter)  Teil  <lerselben.    Die  Zahl  —  bedeutet  hiernach 

eine  Anzahl  von  a  Einheiten,  von  denen  jede  der  i^te  Teil  der  ursprünglichen 
Einheit  ist.  Diese  Auitassung  des  Quotienten  gilt  nicht  bloß  für  die  gebrochenen 
Zahlen;  sie  bleibt  auch  gültig,  wenn  a  gleich  b  und  wenn  a  ein  Vielfaches  von  b 
ist.    "hVA  andern  Worten,  es  kann  jede  Division,  auch  wenn  eine  Teilung  der 

Einheit  zu  ihrer  .\usführung  nicht  nötig  ist,  doch  mittels  einer  solchen  ausgeführt 
gedacht  werden.  Deshalb  schlieft  man  in  d(«n  Rei^riff  des  Bruches  auch  die 
Quotienten  ei»,  bei  den  sich  der  Dividend  durch  den  Divisor  ohne  Rest  teilen 
läßt,  wie  s.  B.  ||  ,  §  u.  s.  w.  (UneigentUcbe  Brüche  im  Gegensats  zu  den  eigent- 
lichen.) 

Jede  jL^anze  Zahl  kann  nach  dem  eben  Gesagten  in  die  Form  einer  ge- 
brocheneu gebracht  werden,  und  zwar  ist 


Durch  die  gebrochenen  Zahlen  wird  die  frQher  unter  dem  Bildt?  einer  Reihe 
von  Punkten  daruestellte  Zahlenreihe  in  der  .\rt  weiter  ausgi  fülit ,  daß  zwischen 
je  zweien  der  bisherigen  Punkte  beliebig  viele  andre  in  gleichen  Abständen 


a  1 


—  =  0  • ... 
b  b 


ab 
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voneinander  eingeschaltet,  die  Zwipchenräume  also  cntspri'chend  verengert  werden 
können.  Je  gröü«;r  drr  Nfniier  dos  Bruches  ist,  d»'s">  k\'-\v.i-T  werden  diese 
Zwischenräume,  und  die  einzelnen  Punkte  können  daiu  r  einander  über  jede 
gegebene  Greiuse  hinaiui  genftbert  werden.  Man  darf  jedoch  nicht  folg<.*rTu  daA 
auf  diese  Weise  die  Reihe  diakreter  Pknikte  m  eine  kontinuierliche,  eine  Zahlen* 
linii^,  vrn,vaTuIrl(  werden  künnf*.  Die  Entscheidung  dieser  Frage  kann  eist  an 
einer  spälerfii  Stell»^  pp<;f{nMi  wi'rdcn, 

2«  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  die  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion, 
die  unter  der  Voraussetsung  ganzer  Zahlen  abgeleitet  waren,  auch  fflr  die  neue 
Zahlform  des  Brudhes  Geltung  behalten. 

Nimmt  man  in  einem  Bmche  "  den  Zähler  und  den  Nenner  als  veränderlich 

au,  so  sieht  man  ein,  daß  durcli  Vergröüerung  des  Zählers  bei  unverändertem 
Nenner  die  Anzahl  der  Teile  der  Einheit  vennehrt  wird,  während  diese  Teile 
selbst  ihre  Größe  nicht  ändern,  dafi  also  der  Bmch  gröOer  wird.   Genauer  eif  ibt 

8i<Ii,  (Iriü  (liirt'h  Muhiplikatif)n  des  Zählers  der  Bruch  mit  derselben  Zahl  multi- 
pli2i«'rt  wird.  N'rrtjrniiert  man  dagegen  den  Nenner  bei  nnvrrändertem  Zähler, 
so  wird  du-  Kiiihf  it  in  eine  grötiere  Anzahl  von  Teilen  geteilt,  diese  Teile  selbst 
werden  also  entsprechend  kleiner,  und  da  ihre  Anzahl  a  unverändert  geblieben 
ist,  so  mnft  auch  der  Bruch  entspreche nd  %rrkli  inert  sein.  Durch  Multiplikation 
d('<i  Nemiers  wird  hiernach  der  Bruch  durch  dicstllx'  Zalil  dividiert.  — ■  Ent- 
sprechend findet  man,  daß  ein  Bruch  durch  Division  des  Zählers  dividiert,  durch 
Division  des  Nenners  multipliziert  wird. 

Hieraus  folgt,  da0  der  Wert  eines  Bruches  anverändert  bleiben  mufi,  wenn 
man  den  Zähler  und  den  Nenner  zugleich  mit  derselben  Zahl  multipliziert  oder 
wenn  man  beide  durch  dieselbe  Zahl  dividiert,  oder  es  ist 

a  a  '  n  a  :  n 
b     b »  n  b',n 

T)fe  erste  Umformung  nennt  man  Etwcitorn,  dir  zwritf!  Kürzen  oder 
Hebi-n  des  Bruches  in  dem  Falle,  daü      :  //  und  /' :  ;/  ^anz«-  Zahlen  werden. 

Mit  iiiilc  des  Erweilems  läüt  sich  stets  bewirken,  daü  zwei  od»-r  mehrere 
Bräche  denselben  Nenner  erhalten.    Erweitert  man  nämlich  jeden  der  beiden 

Brüche   ,  ,   ,  mit  dem  Nenner  des  andern,  so  erhält  man  lür  diese  ,  Ist 
b    d  ^  Od  hd 

noch  ein  dritter  Bruch  -  gegeben,  so  kann  man  nnn  diesen  mit  bd  und  jeden 

der  beiden  ersten  mit  /  erweitem;  bei  einer  noch  gröfieren  Anzahl  von  Brüchen 
fährt  man  in  derselben  Weise  fort. 

Brüche,  die  gleiche  Neuner  haben,  heilten  gleichnamige,  solche  mit  un- 
gleichen Nennern  ungleichnamige  Bräche. 

Gleichnamige  Brüche  können  als  Zahlen  angesehen  werden,  die  sich  auf 
dieselbe  Einheit  beziehen,  nämlich  auf  den  durch  den  Nenner  bestimmten  Teil 
der  ursprünglichen  Kiuhcit. 

Da  nun  beUebi>;<-  un^;leichnamige  Brüche  stets  gleichnamig  gemacht  werden 
können  und  auch  jcdr  ganze  Zahl  auf  die  Form  eines  Bruches  mit  demselben 
Nenner  gebracht  werden  kann,  so  lassen  sich  di»?  früheren  Erklärungi-n  und  die 
Mtis  (}ir<:('n  al);.'ch'iteten  Ci-sctzc  (h-s  Addierens  und  dt  s  SublrahitTcns  auch  auf 
die  iieur  Zahllorrn  drr  Hiiuh»"  anwenden.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nicht 
eiiunal  immer  nötig,  die  ümlurmung  der  einzelnen  Zahlen  der  Rechnung,  um 
allen  denselben  Nenner  zu  geben,  wirklich  auszufuhren  sondern  es  genögt,  dies 
als  geschehen  zu  denken,  während  man  statt  der  durch  die  Umformung  ent- 
stehenden Bni*  hr  dir  ursprünglichen,  ihnen  gleichwertigen  Zahlen  bei  dem 
Schreiben  imd  Ausspreclien  beibehalten  kann.    So  kaim  man  z.  B.  nach  §  1  Nr.  3 
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setzen,  da  man  nur  nötig  hat,  sich  behufs  der  Addition  und  Subtraktion  atle  drei 

Brüchf  auf  <I<mi  }i;<'mt'insam«  n  NfiiiuT  bdf  gebrarhi  zu  denken;  nur  zur  wirk- 
li<-hoii  Aushihmng  der  Rechnung  ist  es  nötig,  auch  das  Glcichnamigmachen  aus- 
zuführen. 

Nachdem  so  die  Anwendbarkeit  der  früheren  Entwicklungen  auf  die  neue 
Zahliorm  nachgewiesen  ist,  sollen  im  folgenden  die  Gesetze  des  Rechnens  mit 
Produkten  und  Quotienten  im  allgemeinen  Sinne  abgeleitet  werden. 


§  ä.    Verbindung  der  Operationen  erster  und  zweiter  Stufe. 

1.  SoUen  drei  oder  mehr  Zahlen  durch  Multiplikation  und  Division  unter 

sich,  oder  daneben  durch  Addition  und  Subtraktion  verbunden  werden,  so  wird 

wieder   dii'   Aiiu.'ih!-   drT  Ri'iln'nfnlv;c   ilcr  \'>Tkmi|)fi!nc'"n   nöti'^».     Dies  t:rschieht 

auch  hier  duri-h  Riammern.    L  m  jedocii  einer  ilautnny;  von  Klammern  möglichst 

vorzubeugen,  ist  mau  übereingekommen,  die  Maltiplikation  und  Diviston  als  enger 

verbindend  wie  die  Addition  und  Subtraktion  zu  betrachten,  so  daß  alle  diejenigen 

Klammern  we^'tielassen  werden  können,  di«*  nur  den  Zweck  haben,  f'ine  Operation 

zweiter  Stufe  als  der  Operation   erster  Stufe  \ oraneelirnd   zu  hez<Mchnen.  Ab- 

yeseheii   hiervon   wer(h>n   auch   hier  diejenigen   Klammern   weggelassen,  die 

dieselbe  Reihenfolge  angeben,  wie  die,  in  der  die  Zahlen  selbst  in  dem  be» 

treffenden  Ausdruck  aufeinander  folgen.   Man  schreibt  also  z.  B.  statt  (a  ■  ^)  ^ 

kürzer  a  •  r  —  ^  ,  ■<fri'f  a  —  (/'»r),  a  —  b  •  c    statt  {,ab)Cy  abc^  dageyen  a  •(<•-[-'') 

lu  dgL  m.  mit  Klammer.    Der  horizontale  Divisionsstrich  kann  eine  Klammer 

h  a  ■■-  b 

ersetzen;  so  schreibt  man  z.  B.  a  :    :  i\  oder  at  — ;  für  [fl-\-h\'.c  ebenso  -  . 

c  c 

Wir  stellen  nun  im  folgenden  zunächst  die  einfachsten  Rechenrcgeln  zu- 
sammen, die  bei  N'erbindung  der  beiden  Operationen  zweiter  Stufe  mit  den 
beiden  erster  Stufe  vorkommen.  Da 

(«±^)  •  ^  =  (<»  X      i  hVKa  I  b)'Y... 

—    +  a  +  +   ) 

gesetzt  werden  kann,  so  ist 

1)  {ß-y  b) '  €  ^  ae  ^b€  , 

d.  h.  eine  Snmme  oder  Differenz  kann  mit  einer  Zahl  multipliziert 

werden,  indem  man  jedes  Glied  mit  dieser  Zahl  multiplizi»'rt  und 
die  Parti alp rnd  11  k te  r-ri  t^ji rächend  addiert  oder  subtrahiert.  Analoges 
gilt  umgekehrt  tur  die  Multiplikation  einer  Zahl  mit  einer  Summe  oder  Diß'crenz, 
d.  h.  es  ist 

Diese  Umformung  nennt  man  das  Ausmultiplizieren  einer  Klammer. 
Die  vorstehende  Regel  kann  femer  leicht  auf  die  Multiplikation  von  Summen 
mit  beliebig  fielen  Summanden  oder  von  Polynomen  ausgedehnt  werden.  So 

'     {a-\-b^€  —  ^'k^ak-\-bk  —  ck  —  dk  . 

Durch  Umkehrung  dieser  Regel  ergibt  sich  sodann,  daß  jedes  Polynom  au» 

Produkten,  die  einen  gemeinsamen  Faktor  haben,  glei<  Ii  <!<'Hi  l'rodukt  aus  diesem 
Faktor  und  d'  m  enrsprfrhr  iid  gebildeten  Polynom  der  nicht  geroeinschaftlichen 
Faktoren  geseut  werden  kann.     So  ist  z.  B. 

am  -\-  bm  —  c  m     {a  -\'  h  —  c\m\  na  —  nb     nc  ^  n{a  —  b  -\-  c)  . 
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Man  Tirniil  diese  Unifonnuii^r  das  Ausliob<M)  (AbsODdem)  rincs  ^r- 
mrinschafilichcn  Faktors.  Sf««!!iini(  dieses  Faktors  vor  oder  hinter  der 

Klammei  ist  beliebig,  so  daU  man  auch  schreiben  kann: 

Als  weitere  Beispiele  des  Gebrauchs  der  vorstehenden  Regeln  mögen  die 
folgenden  dienen: 

'Ax  —  r»     +  «)  =  Hx  —  (5^  +  i> «)  —  H  :r  —  ü  y  —  5  s  ; 

a  —  *»(^  — —  i^^  —  bd)^a  —  b€-\-hi  . 

Entsprechend  ist 

2tf-  :{/'-f:W      ia  — :?(/'      i\  =  2a'\  .Wc-  b)  ; 

7  .V  -t-  1  (y  -i-  s       «)  -  7  .V  -f  ly  +  2  z       1  u  : 

ija  +  dö  —  -i  {a  —  ^  —  f)=»5Ä+H^  —  4<i4-4^-r4f  =  <i-f  7*4-4r  : 

am     dm     cm  —  an  —  in  —  r«  —  (<f  +  3  +  ^)iw  —  {a     d  c)n 

=  («  +  *  +  ^)(iw  — »)  . 

2«  Eine  zweite  Erweiterung  der  Regeln  1)  und  2)  ergibt  sich  durch  ihre 
wiederholte  Anwendung  in: 

{a     fi)  •  i^c     if)  --  {a  4-  /')  •  c  x  {ii  -1  /')  •  d^ac  +  + 

oder 

{a  -\-  b)  *  {£  ■\-  d\  ^  a  *  {c    d\  +  b  *       d\     ae  -\-  ad  ^  b<     bd  . 

überhaupt  erhält  man  auf  diese  Weise  für  die  Multiplikation  zweier  Binome 
die  vier  Regeln: 

{a     b) '  {e d)  ^  ac  -^^  ad  -\-  bc  '\'  bd 
{a  -^^  b)  '  {c  —  d)  =  ac  '  ad-\-  bc  —  bd 
^   '      "   '   '     —ac-^ad—  be  —  bd 

ac     ad  —  bc  +  ^d 


j  (a-b)'{c-{-d)^ 
[  (a-b)'{c-  d)=^ 


Diese  lassen  sich  auf  die  MiiUiphkatioii  beliebiger  Polynome  erweitern.  Man 
erhalt  auch  lür  diese  die  Kegel: 

Man  multipliziere  jedes  Glied  des  einen  Faktors  mit  jedem  Gliede 
des  andern  und  verbinde  jedes  Partialprodukt  mit  den  Übrigen  durch 
Addition  oder  Snhtraktion,  je  nachdem  seine  l'aktoren  in  den  ur- 
sprünglichen Polynomen  durch  gleiche  oder  durch  verschiedeue  Vor- 
zeichen verbunden  waren. 

Diese  Vorseicfaenregei  kann  man  kurz  ausdrücken:  Glieder  mit  gleichen 
\'or/<  irhen  geben  bei  der  Multiplikation  4-*  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vor» 
zeichen  — 

Durch  wiederholte  Anweiuinng  dieser  Regel  kann  nun  auch  die  Muitiplikatiuu 
von  drei  tmd  von  beliebig  vielen  Polynomen  nacheinander  ausgeführt  werden. 
.\ls  besondere  Fälle  <ler  obigen  Regeln  sind  folgende  Formeln  bemerkenswert: 

Ui  +  /')  .  (,7     h  —  , 

wobei  \(t     f>\-,        /»-',  gelesen    [a  r  b)  (Quadrat'  u.  s.  1.,  alä  Abkürzungen  für 

Ui  ■  i>i  {a  aa  und  bö  «lieucn. 
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Die  dritte  dieser  Regeln  wird  häufig  in  umgekehrter  Gestalt  angewendet,  um 
Diflerenzrn  \on  der  Form  a-~h-  in  Produkte  tu  M-nvandclu. 

.\ns  der  l''orm<'l  3)  folijt  oiidlicli  durch  Umkehrnni'.  dali  rine  Summe  oder 
Ditierenz  dividiert  werden  kauji,  indem  raau  jedes  Glied  durch  den  Divisor  divi- 
diert und  dann  die  Partialqnotienten  entsprechend  addiert  oder  subtrahiert,  oder  daB 

.V  a  r  b      <t  ,  h 

4)  — ~ —  -  -  -r 
c         c  c 

ist.  Denn  dieser  Satz  bcliauptet  zufoljje  der  Krkläruiin  des  Quotienten  nach 
2)  in  §  3,  dali  die  rechte  Seile  der  Gleichung  derjenigen  Zahl  gleich  sei,  deren 
Produkt  mit  c  den  Wert  «  +  ^  habe.  Es  ist  also  zum  Beweis  der  Richtigkeit  der 
Formel  nur  zu  zeigen,  daß  in  der  Tat 


{>7)-'-±* 


ist,  was  leicht  mit  4)  und  3)  in  §  3  Nr.  2  geschehen  kann. 

Die  Ausdehnung  des  Satzes  4)  aul  die  Division  eines  beliebigen  Polynoms 
durch  eine  Zahl  bedarf  keiner  besonderen  Erläuterung. 

Man  nennt  diese  Unit      i mg:  ein  Polynom  an  s<!  i  \  i  tüeren. 

l^mt-'ekehrt  folpt,  daü  hrju  bisj  vi^-h;  (^noti«'nten,  di«-  (!<  iisi-lhrn  f)isisor  haben, 
addiert  oder  subtrahiert  werden,  indem  mau  die  Dividenden  in  entsprechender 
Weise  addiert  oder  subtrahiert,  und  das  Resultat  durch  den  gemeinsamen  Divisor 
dividiert.  Es  ist  dies  die  Vereinigung  gleichnamiger  Bruche.  So  ist 
also  z.  B. 

3a  —  2^     4a  —  ^      3«+  2«  _  3ä  — 2*  +  4tf^— 3«i  — 2« 
a  —  b        a  —  b         a  —  b    T'  a  —  b 

3.  Für  die  Multiplikation  und  IKvänon  von  Produicten  und  Quotienten  er- 
geben sich  die  folgenden  Regeln: 

5)  ab£  =  atb  =  a{bc)  , 

denn  (a b)e  a b  +  a  />  -\-  a b . . kann  sowohl  gleich  (a  a  —  ^  -\-  >  • b, 
d.  i.  gleich  (af)b»  als  auch  aib  -{^  b     b     .  *     —  a(bc)  gesetzt  werden. 

Die  vorstehende  Rc^cl  zeipt  nicht  bloß,  wie  ein  Produkt  mit  einer  Zahl, 
»•nndfm  dnrrh  Umkehrun|i  auch,  wie  eint*  Zahl  mit  einem  Produkt  multipliziert 
werden  kann.  Sie  läßt  sich  ferner  aul  die  MuUiplikation  von  mehr  als  drei 
Faktoren  erweitem  und  dann  dahin  aussprechen,  daß  bei  der  Multiplikation 
beliebig  vieler  Zahlen  die  Reihenfolge  der  Faktoren  ohne  Einfluß 
auf  das  Resultat  ist.  Daher  dürfen  in  diesem  Fall  auch  stets  die  Klammem 
weggelassen  werden. 

Ein  Produkt  aus  gleichen  Paktoren  wird  abgekürzt  geschrieben,  indem  man 
den  gleichen  Faktor  nur  einmal  und  daran  rechts  oben  die  Anzahl  der  Faktoren 
schreibt;  z.  B. 

gelesen  >tf  zur  fünften«;  a*a^a*  oder  a  zur  zweiten  heißt  auch  Quadrat 
Daraus  folgt,  daß  z.  B. 

«3  .  ^4  _  gl 

sein  muli. 

Soll  ein  Produkt  durch  eine  Zahl  dividiert  werden,  so  kann  dies  nach  der 
Formel: 
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ffoschehen,  denn  da  die  Atisdrficke     •  B  nnrf  a  •     znfolsje  der  Rrpol  4)  in  Vi^r- 

f"  (' 

binduug  mit  2)  in  i:;  3  Nr.  2  bei  der  Muitiplikatton  mit  c  zum  Resultate  a  •  b  gebcu 

ab 

iDäsaeut  so  sind  sie  dem  Quotienten  —  gleich. 

Allgemein  läßt  sich  hieraus  folgen,  dafi  ein  Produkt  von  beliebig  vielen 

Faktoren  durch  einr  Zahl  dividiert  werden  kann,  indem  man  einen 
Faktor  durch  diese  Zahl  dividiert.    Daraus  folgt  im  besondem,  daü  z.U. 

ist. 

Aus  den  Formeln  '})  und  G)  ^ehl  hefw>r,  dal»  der  Wert  eines  Produkts 
durch  MultipUkation  eines  der  Faktoren  mit  derselben  Zahl  multipliziert  und  durch 
Division  eines  der  Faktoren  dividiert  wird.   Da  nun  der  Dividend  a  des  Quotienten 

o  :  b  der  i;ei5t>heiic  Wert  eines  Produkts,  der  isnr  h  (Irr  eine  Faktor  ist ,  so 
folpt,  daü  durrh  Muhiplikation  des  Dividenden  tnit  c  ulmc  Veriiirffi-rnnj;  des 
Divisors  der  Wert  des  andern  Faktors,  d.  i.  des  Quotienten,  mit  <•  muhipliziert 
wird.  Durch  Division  des  Dividenden  ohne  Verändenmg  des  Divisors  wärde  da- 
ueren der  Quotient  entsprechend  dividiert  wer<len.  Läßt  man  dafie^en  dcii  Divi- 
(!.  ndrii,  also  den  W<»rt  des  i'rochikts,  unverändert  und  multipliziert  od.  r  diMdirrt 
den  einen  Faktor,  so  muU  der  andre  Faktor  entsprechend  divicHert  oder  niidii- 
pliziert  sein.  Es  wird  also  durch  Multiplikation  seines  Divisors  mit  einer  Xaiil  c 
der  Quotient  selbst  durch  e  dividiert,  und  durch  Division  des  Divisors  durch  c 
der  Quotient  mit  c  mnItipHziert. 

Man  kann  hiernach,  wie  schon  in  Sj  1  insbesondere  für  cicbi  nchi-n»- 
Zahlen  nachgewiesen  worden  ist,  allgemein  einen  Quotienten  sowohl 
durch  Multiplikation  seines  Dividenden  als  durch  Division  seines 
Divisors  multiplizieren,  sowie  sowohl  durch  Division  seines  Divi- 
denden als  durch  Multiplikation  seines  Divisors  dividieren,  oder  es  ist 


a 

a 

b 

a 

a :  c 

a 

AuÜerdem  folgt  auch  hier  wie  in  ^  4,  daü  die  gleichzeitige  Multiplikation 
der  beiden  Bestandteile  eines  Quotienten  mit  derselben  Zahl,  oder 
ihre  gleichxeitige  Division  durch  dieselbe  Zahl  den  Wert  des  Quo- 
tienten unverändert  lä6t,  daU  also 

a  •<■      <;:  r  _ 
ö » e     b'.c  b 

ist.  —  Die  noch  übrigen  einfachen  .\uf gaben,  eine  Zahl  durch  ein  Produkt  zu 
dividiereti,  eine  Zahl  mit  einem  Quotienten  su  multipliaieren  und  eine  Zahl  durch 
einen  Quotienten  zu  dividieren,  werden  durch  die  Regeln: 

a       a         a  . 
b  *  €     b  c 


10) 


b  ab  a  , 
« •     -™  •  b 

(      e  e 

b     a  '  t  a 

at    —  =-t  -  •  f 

ebb 


§5 


Verbindang  der  Oper«tioiieD  erster  and  zweiter  Sture. 


21 


gelöst«  die  man  durch  Umkehrun^  vorhcrgchendL-r  ableiten  und  dahin  aussprechen 
kann,  dalS  die  Division  einer  Zahl  durch  ein  Produkt  mittels  successiver 
Division  durch  die  einzelnen  Faktoren  in  beliebiizer  Reihenfolge,  die 
Multiplikation  mit  «'inem  (^uotientni  «lurch  M  ul  t  i  p  1  i  k  .i  t  i  <>n  mit  dem 
Dividenden  und  Division  mit  dem  Divisor  in  beliebiger  ReihenJolge 
und  endlich  die  Division  durch  einen  Quotienten  mittels  Division 
durch  den  Dividenden  und  Multiplikation  mit  dem  Divisor  in  be- 
iiebi^er  Reihenfnlr-r  au^•^efiih^l  werden  könne. 

insbesondere  hat  man  na«-h  der  ersten  dieser  Regeln  z.  B. 

ä5  : «»     tf8 ,  =  . 

D«'r  häTifi'jeii  Amvcndnnti  \vft;en  schlielien  wir  (h'n   vorsteheiuh-n  no<"h  die 
folgenden  Kegeln  über  die  Multiplikation  und  Division  zweier  Quotienten  an: 


11) 


IJ 

a  -  c 

a 

J 

b  ' 

ä  ^ 

b'J^ 

b 

a 

c 

a :  c 

a 

d 

b' 

4^ 

b'.d 

b 

•  -  - 

Man  kann  diese  durch  successivo  Anwendung  der  vorstehenden  erhalten. 
So  ist  z.  B. 


a  € 

V  d 


Vertauscht  man  in  einem  Quotienten  (Bruche)  Dividend  und  Divisor  (Zahler 

und  Nenner),  so  erhält  man  seinen  reziproken  Wert.  Daher  kann  man  die 
Rj'fjel  aufstellen:  Statt  durch  einen  (,h,( itit  iitrn  (Hrurhi  zu  tlh  idicrm  nder  mit  ihm 
zu  multiphzieren,  kaim  mau  nul  dem  reziproken  Wert  miihipii/.ieri-ii  oder  durch 
ihn  dividieren. 

■4.  Entsprri  h.  nde  Regeln  für  die  Addition  und  Subtraktion  /.wi  ier  (^uotieinen 
sind  in  1)  anne}ieb«'n  wonhn:  d  r-,  ^«-t/ten  jedoch  xoraiis,  dali  beide  (lr'iv<t'llit  ii 
Divisor  haben.  Mit  Hilfe  dt-r  Ret:el  !»)  lassen  sich  jetzt  auch  andre  (Quotienten 
addieren   und  subtrahieren.     Schon   in  i;   l   ist   yezeisit  worden,  daÜ  nenn  z-  B. 

^  und  '  gegeben  sind,  man  diese  Quotienten  so  uratormcn  kann,  dali  sie  gleiche 
b  ä 

Divisoren  erhalten;  man  hat  zu  diesem  Zweck  nur  nölii:,  in  jedem  der  t^uotii-nten 
beide  Bestandteile  mit  dem  Divisor  des  andern  zu  multiplizieren.  Hierdurch  er- 
halt man: 

a  _ad    e  _b€ 
b^Td"  d"  bd  * 


also  ist 


a  ,  £      ad-i'  b£ 

12)  -  4-  —  =  

^  b-d  bd 


als  Regel  für  die  Vereinigung  ungleichnamiger  Bruche.  Damit  kann  man 
auch  eine  Zahl  mit  einem  Quotienten  vereinigen,  z.  B. 

fi      an      h      an  -\-  b 
n      n      n  n 

Die  Ausdehnung  dieser  Kegel  auf  Polynome  von  beliebig  vielen  Quotienten 
ist  selbstverständlich. 
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Haben  die  Divisoren       d  einen  gemeinschaftlichen  Faktor,  so  führt  di« 

Miilfiplikation  mil  <l»'m  Divisor  (K'S  aii<l«'rn  QtiotioiUt-n  /»i  ciiH'r  iinruitzcii  \\*'it- 
laiifi)ik«'it:  man  hat  mir  iiöti),',  b«'i  jodinn  <,>nnti«'ut«M»  di'ii  nicht  ^«-meilischaltlichcn 
Faktor  aus  dem  Divisor  tlos  andern  anzuwi-ndcn.    So  ist  z.  ü. 

a       b       a»       by  az-\-by 

-r      =  ■      +        =  » 

  Äj's  xyt 

at-by-k-cs 

 ■  , 

xyz 


xy 

xs 

xyt 

a 

b 

T      -  = 

xy 

X» 

m 

H 

.  f 

x' 

x^- 

X  ' 

m  -  «jf  +  /jf*  qx 


5.  Die  in  'S  ^r^i  hcncn  Definitionen  lassen  sich  auch  auf  Null  und  dii' 
negativen  Zahlen  übertragen,  und  das  Gleiche  gilt  von  den  aus  diesen  Erklärungen 

al»i;i'l«'iict«'n  Cn  v,  t/i  n.  Doc  li  I^t  d  ib'  i  /unachst  ZU  b«'ni«Tk»*n,  datJ  nach  der  Kr- 
klärtifii,'  f!)'N  I'riMhikts  nur  ilcr  Mulliplikand  eines  solchen,  nicht  aber  der  Multi- 
plikator Nidl  oder  eine  aljjebraiHclie  Zahl  sein  kann,  da  dieser  nur  eine  Anzahl 
bedeutet,  also  eine  natürliche  Zahl  sein  rouO.    Es  ist  also 

(»  .       (I  4-  1»  -f  U  -f  . .  /  =  I)  , 
(+«)  •  b  =  (-i-ff)  +  (H-tf)  -}-...-  , 

(  -47)  •  A  i=s  ( •  -tf)     I  -  -fl)  -)-  (— <r)  -{-...=  —(tf^)  . 

Dagep'n  hat  a  •  il  als  eine  Summe  mit  keinem  Summanden,  oder  ö  •  (  /'). 
als  eine  Suinme  mit  einer  negativen  Anzahl  von  Summanden  nach  der  bisheri^^en 
AuKassunfi  keinen  Sinn,  und  es  ist  daher  au<  h  das  die  Vertauschung  der  Faktoren 
beirertendc  ( Irund'^esetz  der  Multiplikation   Iiier  nicht  ohne  weiteres  anwendbar. 

Man  wird  j<'iloch  durch  das  Aultretm  von  Aus«lrück«'n,  wif  dir  zub-tz?  cr- 
wähnten,  auf  eine  Mrweileruug  der  Irüheni  l"-rklariun:en  der  Multiplikation  und 
Division  hingeführt,  durch  die  diese  Ausdrücke  ebenfalls  einen  den  frühem  Unter- 
suchungen entsprechenden  Sinn  erhalten.  Wir  si-tzen  demnach  fest,  daÜ  unter 
a-  f  \<  i>fanden  werden  soll,  daii  der  Snntniand  a  keinmal  gesetzt  s«-i,  so  daC 
also  a  '  y\  =  0  und  demnach  auch  hier  a  •  0  —  U  •  a,  und  insbt'sondere  (i  •  O  =  U 
ist.  Ferner  soll  unter  der  Multiplikation  einer  Zahl  mit  einem  positiven  oder 
negativen  Multiplikator  ^b  verstanden  werden,  datt  jene  Zahl  nicht  nur  so  viel 
mal  als  Summantl  i.M  s»  tzt  werden  soll,  als  die  Anzahl  der  Kinheiten  von  b  beträgt, 
••"luIcTn  (laH  rli«'  Summe  auch  in  d»T«'lbiMi  odrr  in  enti;f^:enuesetzter  Rlchtuni^ 
(irr  Zahlenreihe  mit  derjenigen  genommen  werden  soll,  der  die  Summanden  an- 
gehören, je  nachdem  der  Multiplikator  positiv  oder  negativ  ist. 

So  bedeutet  also  l.  B.  (-|-4)  •  ( —  'M  nicht  bloU,  «iaLS  der  Summand  +  I 
dreimal  gesetzt  werdrM,  -fMid'Tn  auch,  <lali  das  \ Orzeiclien  des  Produkts  in  das 
ent>:e>.>iMii,'esetzte  vrnvamlelt  werden  soll,  so  daL»  also  dirses  Produkt  — 3) 

die  Hedeutunj:  —  ((  •  4)  -j  (  [  4)  l- (  i  4»]      — (-  l-')  -  erhält. 

Die  Anwendung  dieser  Erklärung  auf  die  vier  hierbei  möglichen  einfachsten 
Fülle  fuhrt  auf  die  Formeln: 


( -i 

-<7)  •  < 

ah 

/?)  •  ( 

ah 

ah 

t 

a\  '  ( 

§  5  Verbiodimg  der  Uperatiooeo  enter  and  rweiter  Stufe.  23 

Man  multiplisicrt  also  itets  die  absoluten  Werte  der  beiden 
il u fbraischfrt  Faktoren  und  bcsümint  das  Vonteichen  des  Produkts  nach 
<l.  r   praktischen   Regel:  Gleiche   Vorzeichen  ßeben   -|-,  ungleiche  — 

i  5  Nr.  2). 

Infolge  der  erweiterten  Fassung  des  Bc^rilfs  der  Multiplikation  ergeben  sich 
die  entsprechenden  Sätze  für  die  Division  alü  die  Umkehrungen  der  crstcren: 
Ans  a  •  0  T=  0  *  0  =  0  folgt  zunächst  für  die  Division  mit  Null,  daß 

(I 

=  4) 

a 

zu  setzen  ist,  mit  Ausnahme  des  Falls,  in  dem  auch  a  den  Wert  Null  er« 

hält.    Denn  die  in  ^  enthaltene  Frage  nach  dem  Faktor,  dessen  Produkt  mit 

a 

a  (»letch  Null  «ei,  wird  dnrrh  die  vorstehenden  Rejrpln  dahin  beantwortet,  daß 

ciirs«T  Faktor  selbst  ^k'ich  Null  st'i.    Für  <li«'  iu  ^  enthaltcni-  Fraj;«'  abt-r,  Wfk'lu; 

Xahl  mit  (i  mii!tii)lizifrt ,  7.nm  Resultat  Null  j:«'br,  ergibt  sich  die  Antn'ort,  dal) 
jede  Zahl  dii'sc  Eijjfnschalt  habt'.    Der  .\uädrucic 

0 
0 

ist  daher  uabeslonint,  oder  ein  lUicndlicU  vieldeutiges  Symbol,  das  jede  beliebige 
Zahl  bedeuten  kann,  so  daß  aus  ihm  allein  nicht  zu  ersehen  ist,  welche  be- 
stimmte Zahl  er  in  einem  besonderen  Fall  bedeutet  —  Der  Atisdruck 

a 

0 

iMullieh  forden  di.-  Auffindung  einer  Zahl,  deren  Produkt  mit  Null  irh'lch  a  sei. 
F^iue  solche  Zahl  können  wir  überhaupt  nicht  ati^e!)»Mi,  fh  ti  Fall  ti  ti  selbst- 
verständlich wieder  ausi.'enommen,  da  jede  angebbare  Zahl  mit  0  multipliziert 
ein  Produkt  cleich  Null  t'ibt. 

Laüt  man  iu  dem  Quotienten      bei  unverändertem  Dividenden  den  Divisor  /> 

V 

kleiner  werden,  indem  man  ihn  durch  c  dividiert,  so  wird  der  Quotient  fmal  so 
1  a 

}!Tott.    Ist  ^  —  ■  -  ,  so  ist     —  a  *  H,    Läßt  man  nun  n  ohne  Ende  wachsen,  so 

n  P 

nähert  sich  d  ohne  Ende  der  Niül,  und  der  Werl  des  Quoiieuien  kann  auf  diese 
Weise  größer  als  jede  angebbarc  Zahl  gemacht  werden.  Man  drückt  dies  da« 
durch  aus,  daß  man 

a 

.-  =  00 

I) 

setzt,  indem  man  durch  das  Zeichen  oo  eine  unendlich  große  Zahl  bezeichnet. 

Aus  dem  vorstehenden  folgt  die  praktische  Regel,  daß  man  niemals  durch 
Null  dividieren  darf. 

Für  die  Division  algebraischer  Zahlen  hat  man  nur  <lie  Sätze  IH)  um- 

—  (i  // 

zukehren.    So  folgt  z.  B.  aus  ( — a)  *  [-^6)  ~  — aö^  daß  i^fso  auch 

—f  c 

 rs  —  tu.  setzen  ist  u.  s.  w.    So  ergeben  sich  die  Formeln: 
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14)  { 


i  " 

b 

(i 

^  b 

</ 

a 

so  (Inli  niH-h  hi<*r  (iic  praktische  Regel  gilt,  daU  gleiche  V  orzeichen  4~i  *ii>' 
jik'iche  —  neben. 

Die  im  vorstehenden  entwickelten  Gesetze  der  Multiplikation  und  Division 
mit  Null  und  mit  algebraischen  Zahlen  lassen  sich  auf  zusammengesetztere  Kerh> 
niiiiL'en  ainveiulcn;  ritirli  iil>er7:<Mii:t  man  i?irh  leirht,  daU  all*'  fniln-r  für  absolute 
Zahlen  abj;eleiteten  (besetze  der  Multiplikatiun  und  Division  (iir  die  eben  f.'enannteu 
Zahlfurmeii  ebenfalls  gültig  bleiben.  So  ergibt  sicli  beispielüneise,  duU  man  aus 
den  Formeln  3)  die  Formeln  18)  erhält,  wenn  man  in  ihnen  a  =  e  =  (\t  in  18) 
fl  ^- (7,   <t  -    a  statt  -\-a,       <t   w.  s.  w.  schreibt,  u.  dgl.  m. 

Ü.  Die  allgemeinste  Aufgal)c  (irr  Mul(i|ilikalinn,  nämlich  die  Aulgahc.  hi  lichisi 
viele  algebraische  Summen  miteman(h'r  zu  multiplizieren,  bedarf  nun  keiner 
weitem  Erörterung,  da  ihre  .\ufldsnng  aus  dem  bisherigen  folgt  Dagegen  fuhrt 
die  allgemeine  Division  algebraischer  Summen  auf  ein  bemerkenswertes 
Verfahren.  Dasselbe  stützt  sich  auf  den  Satz,  daß  man  ji'den  (Quotienten  gleich 
der  Summ«'  aus  einer  beliebigen  Zahl  inid  einem  dem  ersten  gleichnamii:»'n 
(Quotienten  setzen  kaiui.  Der  Dividend  d«  s  zweiten  (Quotienten  wird  erhalten, 
wenn  man  von  dem  des  ersten  das  Produkt  aus  der  beliebigen  Zahl  und  dem 
Divisor  subtrahiert.    Es  ist  also 

a         ,  a  —  dx 

>-'+-—-  • 

Hieraus  eruitx  sich  folgende  allgemeine  Divisionsre^el. 

Um  Ii  tlurch  b  zu  dividieren,  kann  man  zunächst  für  den  (Quotienten  eine 
beliebige  Zahl  x  selben,  dann  das  l'rodukt  dieser  Zahl  und  des  Divisors  b  von 
dem  Dividenden  a  subtrahieren  und  den  Rest  durch  ö  dividieren.  Indem  man 
sich  hierzu  wieder  desselben  Verfahrens  bedient  und  in  dieser  Weise  fortfährt, 

erhalt  man,  falls  der  letzte  Rest  gleich  Null  wird,  zum  ()uoiienit'n  die  Summe 
(Irr  Teilquolienten  .v  -\-  x^  .x*.,  ••  .  .  .  Ist  der  leizte  Rest  nicht  glrich  Null,  SO 
ist  dieser  Summe  noch  der  (Quotient  dieses  Restes  durch  </  hinzuzufügen. 

a 

Man  wählt  praktisch  für  x  eine  dem  Werte  von  j  möglichst  nahe  kommende, 

p 

kleinere  Zahl,  wie  bei  dem  \  erfahren  der  Division  mehrzilfriger  gemeiner  Zahlen. 
Die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  algebraische  Suromen  mögen  folgende 

Heispiele  zeigen: 

Aufgabe  1:  (12a- +  54  v*  +  4sj^«  —  öl  jry  —  24jv«)  :(4jr  —  S« — Or) 
zu  berechnen. 

Für  .\nfänger  empfiehlt  rs  sii  h,  zunächst  den  Di\id«Mideii  und  den  Divisor 
nach  <Icti  nnclisiaben  x,  )',  z  zu  ordiirn,  worauf  man  folgende  Reclinunii  erhiih: 

<  1 V -'        1  V  V  -  IM  v z  +  'tAy^  +  48^-«): (4 .v -   »  v  -  S s);     Vlx^Wx^  H 
1 2  x-      27  V  V  —  1\  X  z 

t  —  24  xy  '  ~       -]  :>\ y-  j-  I j  =) : < 4  x     ü.r     « s):  —  24  x\  :  4 u  =  -  (i.v , 
—  IXxy  51  i-  i   \s  yz  . 

Der  (Qiioiiriit  ist  also  j:lficli  H  .v  —  0  v  . 
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§  6  Eigenscbaiteo  der  naturlichen  Zahlen.  2ij 

Man  sieht  leicht  ein,  da0  man  sich  bei  dem  Schreiben  die  Wiederholung; 
des  Di\-ifloi9  ersparen  kann,  vie  dies  in  den  fönenden  Beispielen  K^schehen  ist: 

Aufgabe  2:  (20**  +  18*  —  51  ^r»  —  16  —  4 **) :  (4**  —  7 *  —  8)  . 

Nach  dem  Ordnen  des  Dividenden  hat  man: 

(20** -51*»—  4jc»-f  lö*—  16):  (4**-^  7*  — 8)  — 3*«  — 4*+ 2 
20*«  -  35  jc»  40^*» 

—  IG*»  1  2S.V-'  -f  :{2  V 


+    8  A  -*      J  4  .r  1  () 

-i-    fix-  —  lix  lü  . 

Aufgabe  3:  (**'     v) :  {x  — —  **  +  *«_y  +  x'y*  +  jrjf» 

*^  'v'  r 


4-  **7*  —  *j>'* 

-f  — 
_+  *  - 

Ana!o<:r  Aufiiabrn,  wie  die  vorstehend»'  dritte,  führen  anf  (h'n  bemerkens- 
werten S;it/.,  daÜ  jeder  AusiJnirk  von  der  Form  .v* — _v",  wo  n  eine  naturliche 
Zahl  ist,  (hin  li  .v       i   uhiic  Rest  teilbar  ist.  ist  nämhch 

**  v" 

-  —  -    =*--^  +  +  -"-H-*0"*~'  +  **^/*~*H->'"~^  • 

Der  Beweis  der  Riehti^keit  kann  dadurch  geführt  werden,  da8  man  die 
rechte  Seite  mit  .v —  v  mnltipliziert. 

Entsprechend  ergibt  sich,  dali  x^ -\- j"  lür  unyerades  n  durch  x j'  ohne 
Rest  teilbar  Ist  und  man  erhält  &  B. 

^7    I  ,.7 

_  _ yy. .       ^  x*y    x^y*  —x*  r»  H-  *»^*  —  xy^  +  y  . 

Dieses  \  erlaiireii  der  Division  zweier  Polvnome  heilit  Pa rt  i a I d  i  v  isi o u. 
Im  allgemeinen  wird  der  Dinsor  in  dem  Dividenden  nicht  ohne  Rest  ent- 
halten sein.    Z.  B.  ist 

(.v^'-r    .v,v-  2)^        .v4-7.v-2):(*- -/+:.>)   -.v4--V-3  +  ~-i-, 
.v2_     vv  +2.r  x  —  y-}-d 

+  2*_y-  2y  '  'dx-^ly 
+  2xy-^  -■  ly 

';  {  .r+  :  { V  -  2 

—  .ix  -j-  dv  -  <» 
4-  4 

§  H.    Ei  pen  sc  Ii  a  f  t  e  II  der  natürlichen  Zahl«'». 

1,  Ehe  wir  von  den  bislier  behandelten  Operaiioiieu  zu  höheren  Stuten  von 
Zahlenverbindungen  übergehen,  sollen  im  folgenden  einige  für  die  praktischen 
Anwendungen  oder  die  späteren  l'ntersnchnngen  wiclitiue  Theorien  erört<'rt 
Vierden,  die,  soweit  sie  hier  Behandlung  Anden,  durch  die  Gesetze  der  vier  biti- 
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hcrii;«'»  r;riiiuIo|)cralioTUMi  crliHÜiit  ««'rdi'n  können.  Die  zini;u  lHi  zu  l)chan(lcln(lt'n 
L«'hrcn  '^fluin-n  ri»u'm  Z\\vi\ir  dt-r  Mathematik  an,  ti<;r  unter  dem  Namen  der 
Theorie  der  Zahlen  oder  der  Zahlen  lehre  von  den  besoudern  Eigeusehalien 
der  natfirlichen  Zahlen  handelt  und  aus  dem  hier  einige  der  elementaren  Sätze, 
wie  sie  im  folgenden  gehraurht  werden,  Krwähnun«:  finden  sollen. 

Unter  einer  Z  ihl  schlechthin  soU  hicmach  im  folgenden  stets  eine  natürliche 
Zahl  verstanden  werden. 

Ist  eine  Zahl  a  ein  Produkt  einer  Zahl  ö  mit  einer  scK'eiten  Zahl  m,  also 
a  =  m*Sf  90  heißt  a  ein  Vielfaches  von  3,  und  ä  ein  Teiler  oder  ein  MaD 
von  a.    Man  s  iL^t   im  h,  d  gehe  in  a  auf  oder  a  sei  teilbar  durch  A 

Ist  «7  kein  \  iellache«ä  von  fi,  so  kamt  rr  <ii  fs  liIi  Ic  h  der  Summe  eines  \'iel- 
fachen  m/f  von  ^  und  einer  Zahl  r  j-est'tzl  werden,  so  daÜ  r<^  ist.  In  diesem 
Fall  heiOt  r  der  Rest. 

Jede  Zahl  ist  durch  I  und  durch  sich  selbst  teilbar.  Zahlen»  die  außerdem 
durcl»  keine  andre  Zahl  teilbar  sind,  wie  z.  B.  2,  8,  .",  7,  11,  13  heißen  Prim- 
zahlen: alle  andern  Zahlen  sind  zusam  m en  t;e se  t /.t  e  Zahlen. 

Ist  eine  Zahl  d  ein  Teiler  von  mehreren  Zahlen  a,  l>,  c,  H...  zugleich,  so 
heißt  sie  ein  gemeinschaftlicher  Teiler  (gemeitischafttiches  Maß)  dieser  Zahlen. 
.Soh-he  Zahlen,  die  (auUer  der  1  )  keinen  ^<Mneinschaflliri)en  Teiler  haben,  heilien 
relativ  prim  zn-inander.  So  sind  /.  R.  0  un<l  1  f»,  objileirh  beide  keine 
Primzahlen  sind,  doch  relativ  prim,  während  'J  und  12  den  gemeinschaitlichen 
Teiler  3  haben. 

"tm  Aus  diesen  Erklärungen  ergeben  sich  folgende  Lehrsätze: 

Ist  ö  <  in  Tei!«  I  \  rin  a  imd  von  /'.  so  ist  auch  ein  Teiler  von  a  \  h  und 
von  (/  —  /'.      "  /m  .     Denn  i^f  o  --  rrt  A,  b  =  nfi,  so  isl  a  -\  f>  -  =  (m  -i-  n)  Ö  . 

Allgemein  ist  j»>der  gemeinschaltUche  Teiler  ö  mehrerer  Zahlen  a,  r  . . . 
auch  ein  Teiler  jt'des  aus  diirsen  Zahlen  gebildeten  Polynoms  a-\-  b'\-  € 

Ist  b  ein  Teiler  von  so  ist  b  auch  ein  Teiler  eines  jeden  Vielfachen 
von  </,  denn  ist  a  ^  nb.  so  ist  /////  —  rn  (»  d)  ^  (/««) 

In  «'iner  Reifii-  mn  Zahlen,  in  f!<*r  icfle  (ulj^ende  ein  Niellaches  d«>r  vor- 
hergehenden ist,  niuü  ciaiier  jede  Iruiiere  Zalil  ein   Teiler  jeder  spatern  sein. 

Ist  ferner  b  ein  Teiler  von  tf,  so  ist  auch  jeder  Teiler  von  b  ein  Teiler 
von      denn  ist  a     tnd  und  b^fttf  so  ist  a  ^  (mn)e. 

D.'i'jf[;«Mi  ist  in  snl.  !ii>m  Falle  ein  \'iel(aeiies  \()n  d  nicht  n^'tiventli ein 
Teiler  von  a,  und  ebenso  d  nicht   nolwendi'^  ein    Teiler  eines  'Teilers  von  a. 

Allgemein,  ist  b  ein  Teiler  von  a,  b,  c  .  .  .  ,  so  ist  ö  un«l  jeder  Teiler  von  b 
auch  ein  Teiler  eines  jeden  ans  V'ielfachen  von  a,  r  . . .  gebildeten  Poly- 
noms «i«+«A  4:/ 

Beispielsweise    ist        ein   Teiler   von    Di,  '.\2   und  4<),  also  .null  \on 

2  •  Di  -r  4  •  24  ~  U  •  Ii2  -|  40  =»  72,  und  ebtMiso  sind  4  und  2  Teiler  \on  72. 

Die  Summe  mehrerer  Zahlen  «r,  bt  e  ** »  kann  auch  dann  durch  b  teilbar 
sein,  wenn  h  nicht  ein  Teiler  jeder  einzelnen  dieser  Zahlen  ist:  vielmehr  genüj:t 
dazu,  daü  die  Summe  der  bei  der  Division  der  einzelnen  Summanden  durch  b 
bleibenden  Reste  durch  b  teilbar  sei. 

So  ist  7  'I  II  -j  1)  -j-  DJ  durch  teilbar,  di'nn  die  Summe  der  Resle 
2  -:  l  4-  4  +  3  =  10  ist  durch  5  teilbar.  \st  a  =  mb-{  a,  b  >^  ttb £  =  pb 
y  vk.%,      so  ist 

ff4-*-r^  +  «J- ..)d-|-a -}-/?  +  ?'  +  ..•  » 

woraus  die  Richtigkeit  der  Ueh.iiiptiiiig  l()l}:t. 

Die  Differenz  zweier  Zahlen  ist  ents|)rechend  «lurch  b  teilbar,  wenn  die 

Ditlerenz  der  zugehörig;»-!!  ReMe  gleich  Null  ist.  T)enn  da  jeder  der  Reste  kleiner 
al<  ist.  ST)  kann  aiidcrnlalls  ilire  Differenz  und  (olyliih  auch  nicht  (Mb-ro) 
—  \nö  -\-  [i\  -  (/«  —  //)  ö  ;  ^«  —      durch  b  teilbar  sein. 
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Ein  Produkt  ist  durch  jeden  seiner  Faktoren  teilbar.  Enthält  das  Produkt 
mehrere  PakturcMi  nebeneinander,  so  ist  es  auch  durch  jedes  aus  diesen  Faktoren 
{{ebild  L'te  Produkt  teilbar. 

So  ist  beispielsweise  da.s  l'rothiki  1?  •  3  •  4  •  "»  ^  1"J(»  durch  ,  M.  t  mul  .1 
eiuzelu,  aber  auch  durch  2  •  3  (J,  2  •  4  ■=  8,  A  •  i  ^  12,  2  •  H  •  4  ^  J4  u.  s.  w  . 
teilbar.  Dagegen  ist  120,  obgleich  durch  2  und  durch  24  teilbar,  keineswegs 
durch  2  •  21  teilbar,  denn  es  «'nlhält  die  raktnr-  ii  2  und  24  nicht  nebeneinaiKirr. 

l'niRekehrt,  ist  eine  Z.ili!  durch  ein  Produkt  teilbar,  so  ist  sie  niieh  durch 
jeden  Faktor  des  Produkts  teilbar.  Diese  liehauptunj;  ist  scheu  früher  bewiesen, 
da  jeder  solcher  Faktor  ein  Teiler  des  ersten  Teilers  isL 

Ein-  Produkt  kann  aber  auch  durch  eine  Zahl  d  teilbar  sein,  ohne  daQ  6 
einer  der  Faktoren  odiT  auch  nur  ein  Teiler  «•ines  (!i('^<-r  Faktoren  isL  So  ist 
5  •  7  •  0  durch  .'{.'»,  odi-r  durch  21  teilbar,  ebenso  Ki  •  L' 1  durch  IT»  n.  dtrl.  m. 
In  dieser  Beziehung  gilt  <ier  allgemeuu-re  Satz,  dali  das  Produkt  a  b  c  ä .  .  .  durch  d 
teilbar  ist,  wenn  das  Produkt  der  bei  der  Division  der  einzelnen  Faktoren  durch  6 
bleibenden  Reste  durch  6  teilbar  ist.  —  So  erhält  man  beispielsweise  für  das  obige 
Produkt  IM.  21  und  den  Teiler  1  ö  die  Reste  10  und  T».  «Jcr.Ti  Produkt  1)0  durch  1"» 
teilbar,  ist.    Allgemein  ist,  wenn  a  =  m6  -ro,,  ^  =  »^-j-/i,  tf=/d  +  y...  ist, 

ab  =  mn6''  +  and  +  ßmb     aß  ^  {mn6     au  ■\'  ßm)6     aß  , 

womit  der  Salz  für  zwei  i  aktoren  bewiesen  ist.  Für  drei  Faktoren  setze  mau 
abc  ^{ah)  *  €y  so  ergibt  derselbe  Beweis  denselben  Satz  für  das  Produkt  der 
K<  vtr  \(,u  ai>  und      also  für  aßy.  Ebenso  kann  man  für  jeden  weitem  Faktor 

im  Beweise  fortfahren. 

Ist  dajfejjen  6  weder  ein  'Feiler  eines  der  Faktoreji  des  Produkts  (d.  h.  ist 
keiner  der  Reste  gleich  Null),  noch  ein  solcher  des  Produkts  der  Reste,  so  kann  d 
auch  kein  Teiler  des  ursprünglichen  Produkts  sein. 

3*  Um  zu  bestimmen,  ob  zwei  Zahlen  einen  ueraeinschaftlichen  Teiler  haben, 
dividiere  man  mit  der  kleinem  in  <ni'  .röliere,  diiui  mit  deni  et«:i  MfihJiiden 
Rest  in  den  vorheriiehend«Mi  Divisor,  darauf  mit  dem  etwa  liierbei  bleibenden 
Rest  wieder  in  den  jetzt  \orherj^ehenden  Divisor  und  fahre  so  fort,  bis  kein  Rest 
bleibt  Der  letzte  Divisor  ist  dann  die  größte  Zahl,  die  in  den  beiden  gegebenen 
aufueht.  Ist  dieser  gleich  1,  So  sind  die  Zahlen  relativ  prim,  im  andern  Fall  ist 
jener  Divisor  ihr  t»ri)Uter  gemeinschaftlicher  Teiler. 

Das  \  ertuhren  wird  Ke ttendivisiou  geuaimt. 

Beispiel:  Den  größten  gemeinschaltlichen  Teiler  von  1245  und  2670  zu 
bestimmen. 

2f;7(>  :  1245  =  2 
121.")  :  l^^U=»(i 
:  12Ü  —  1 
120  :  2 
Tü  :  1.J-.3 
l.->  :  12  1 
12  :  ä«»4 

Der  grüUte  gemeinschaftliche  'Feiler  ist  also  'X 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  zu  beweisen,  sei  zunächst  bemerkt, 

daü,  da  jeder  Rest  kleiner  als  der  vorhergehende  Divisor  ist,  jeder  fali;«'ride  Rest 
kleiner  als  der  vorherj:«*hende  ist  und  daß  man  flah'-r,  wenn  /»  die  kleinere  der 
beiden  ijeijebenen  Zahlen  ist,  im  un(;ünstigst«'n  Fall  nach  /'  I  Divisionen  auf 
den  Rest  1  kommen  muU,  der  dann  in  den  vorigen  Rest  aufgellt.  Ks  seien  nun 
^s«  <f<^'  Reihe  nach  die  einzelnen  Quotienten,  r^i  ...  die  Reste, 

so  ist 
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*  ■=  'i  •  +  • 
'i«^*       +  f 

« 
m 
m 

'»  —  t  =-  'Vi  —  1  ^»  +  ''d  » 


§6 


Daher  ist  der  letzte  Divisor  r„  ein  Teiler  von  r«^tt  folglicfa  ist  er  auch 

i'in  TeiU-r  (IfS  \  orluT^chenden  Vielfachen  von      _i  and  mithin  aiu  h 

f'in  Teilrr  fl'T  Simiinc  r„_if/,,  -'  r„,  d.  h.  rin  TciUT  vmi  r„  _  j .  IntU'm  man 
<li«'se  Schhiliwrisr  wuHit-riiolt ,  liiiilei  man  iiariii-inancicr,  <laü  r„  ein  Teiler  von 
tM—ti  von  r«^4  u.  8.  L,  und  schlieOlich,  datf  auch  ein  Teiler  von  6  und 
von  tf,  also  ein  ^meinsehaftlieher  TeihT  der  beiden  (gegebenen  Zahh'ii  t^ci. 

Um  ntin  auch  zu  bewrlsrn,  daU  r„  <ler  j;röüt»'  pemeinsrhaftHrlie  T»Mh'r 
von  a  und  ist,  sei  d  irj;end  ein  andrer  Teih'r  von  u  und  fi.  Dann  muÜ  d 
auch  ein  l'eiler  des  Vielfachen  •  von  l),  und  mithin  auch  ein  solches  von 
a  —  ^  *  ^'^^  Hieraus  folgt  wieder,  daß  d  auch  in      •  <fa  und 

mithin  in  b  —  f\^t^''^  aufhellen  muU.  Durch  Wiederholung  dieser  Si  hlnB- 
iolfieninp  pelanirt  man  ziili  t/t  dahin,  daü  d  ein  Mali  von  r„  sein  muÜ.  Daher 
kann  d  nicht  grölier  als  /),  sein. 

Aus  diesem  Beweise  folgt  noch,  daO  jeder  gemeinschaftliche  Teiler  6  zweier 
Zahlen  tf,  b  auch  in  dem  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  dieser  Zahl  auf» 
gehen  muLS. 

Soll  das  fjröüte  t;en)eiiischaltliche  Maü  vnn  drei  oder  nu  iir  Zahlen  ge- 
sucht werden,  so  bestimme  man  zunächst  das  grotite  j;emeinsciialtirchc  Mail  ö  zu 
irgend  zweien  der  Zahlen,  z.  B.  su  und  b.  Da  nun  jeder  gemeinschaftliche  Teiler 
von  b  und  t  auch  ein  solcher  von  a  und  /'  allein,  und  somit  ein  I  eiler  von  6 
vein  mtit(,  sn  krtnn  man  A  at>  dif  Sttdle  ficr  liridcii  Zahlen  a  und  /'  S''t7en,  wo- 
durch die  Anzahl  der  betreHenden  Zalilen  um  1  >ermindert  ist.  Sucht  man  nun 
wieder  zu  irgend  zweien  dieser  jetzt  vorhandenen  Zahlen  den  gröliteo  gemein- 
schaftlichen Teiler  €  und  setzt  diesen  für  die  beiden  Zahlen,  so  kann  man  durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  zuletzt  auf  eine  einzige  Zahl  kommen  und  diese» 
muU  <lie  pesnchte  sein. 

Das  im  obigen  emwickeite  N'erlahren  dient  auch  zum  Beweise  des  lolgen- 
den  fundamentalen  Lehrsatzes: 

Ist  ö  ein  gemeinschaftlicher  Teiler  von  a  '  k  und  von  ^,  und  sind  a  und  /> 
relativ  prim,  so  muU  d  ein  Teiler  von  k  sein.  Multipliziert  man  nämlich  die 
Seifen  einer  jeden  der  oben  lür  zwei  Zahlen  a,  b  autgestelhen  Gleichungen  mit  k, 
SU  erhall  niaa 

ak^  bq^k-^-r^k  , 
bk  ^  rifj*  +  's*  ► 

» 
» 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  folgt  nämlich  aus  der  hier  gemachten  Voraus» 

^>  izu))L'.  daü  i7  und  h  relativ  prim  seien,  in  welchem  Fall  ihr  proliter  pemein- 
sclialtliclicr   reiler  r„       1   ist.     Ist   nun  ö  j^enieinschaftlicher  Teiler  \on  ak 

und  so  ist  auch  ein  Teiler  von  ak-  ■i'*i\k  —  r^k^  also  auch  ein  solcher 
von  bk-  f\  k  -  =  r,k  u.  s.  w.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlußfolgerung  erhält 
man  zuletzt,  daÜ  6  ein  Teiler  von  k  sei. 

Aus  dir^rni  Satze  foli;rii  unmitirlhrrr  die  nachstehenden:  1)  Sind  a  und  /' 
relativ  prim  und  ist  k  ebenlalls  relativ  prim  zu  />,  so  ist  auch  das  i'rodukl  ak 
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reinliv  prim  zn  b.    2)  Sind  a  und  b  relativ  prim  und  geht  h  in  ak  auf*  so  ist  h 

*'\\\  Ti'ileT  von  k.  '.\)  AUjirmcin:  ist  jedr  der  Zahlen  a,  h,  c,  d .  .  .  rt-lativ  ])rim 
/II  j<fl*'r  ili-r  ZahU'n  «,  fi,  y,  d...,  so  isc  auch  das  Produkt  a  i>  c  d .  .  .  r\-\:\x\\ 
prim  zu  ufiyö...  4)  Insbesondere  ist  a"  relativ  prim  zu  wenn  a  luiii  /> 
relativ  prim  sind. 

4.  Ist  f/  eine  zusammetiffesetzte  Zahl,  hat  sie  also  4  inen  Ti-iler  so  kann 
sie  als  l'rodnkt  /' •  f  darj;<  sfi  llr  wi  rdm.  I^t  /'  \viedi*r  kein«-  l'rimzahl.  so  kann 
sie  aiils  ut-nr  als  Produkt  zweier  Zahlen  li  •  e  dartjestelil  werden.  Da  nun  die 
Faktoren  immer  kleinere  Zahlen  werden  müssen,  so  muß  man  durch  hinreichend 
wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  schließlich  einmal  auf  einen  Teiler  / 
komment  der  eine  Primzahl  ist.  Es  ist  dann  /  .-nu  h  «  in  Teiler  von  a  und  es 
kann  daher  a  in  der  Form  •  p  dar'_r<"^!i"!lt  werden.  Da  mai»  www  mit  </, ,  falls 
sie  nicht  selbst  schon  eine  Primzahl  ist,  dasselbe  Verfahren  wiederholen  und  so 
auch  «1  als  Produkt  einer  Primzahl  /,  mit  einer  Zahl  darstellen,  dann  «deder 
in  derselben  Weise  behandeln  und  so  weiter  fortfahren  kann,  und  da  jede  folgendi* 
(h'r  Zahlen  <7, ,  a.,  .  .  .  kleiner  als  die  vorhj'ryehende  ist,  so  muÜ  man  srhlieUlich 
auf  eint*  Primznfil  knmiTn>ti.  Snnvir  kann  jede  7iis"ammfMi'j;»'Sf'tzft"  Zahl  als  Prndukt 
einer  endlietu-n  .\nzahl  von  f-aktoren  dargestellt  werden,  die  sämtlich  Primzahlen 
sind.    Man  nennt  dies  die  Zerlegung  der  Zahl  iu  ihre  Primfaktoren. 

Dies«'  Zerlet^uni:  kann  bei  mehr  als  zwei  Faktoren  in  verschiedentT  Reiht'n- 
folye  fiesrhehen.  Ist  </  als  i  in  Produkt  A  •  ;*  darj;estelll,  sn  kann  man  i'-drr:  der 
Faktoren,  sofern  er  nirhl  st  hon  eine  Primzaid  ist,  für  sieh  weiter  zerleijen,  dann 
ebenso  mit  den  neuen  Faktoren  verfahren  u.  s.  w.  So  kann  man  z.  B.  für  141 
zunächst  12  •  12t  dann  für  jeden  Faktor  12  entweder  2  •  G  oder  3  •  4  setzen, 
und  so  weiter  berechnen,  bis  man  1^  •  2  •  2  •  "J  •  S  •  .'i  erhält. 

Ks  frai;t  sieh  nun  noi  Ii.  dI»  mm  bei  verschiedener  Anordiuuit;  in  jener  Zer- 
le|riiii^  auf  verschiedene  i>chlul$resuUate  v:elani,'en  kann,  oder  ob  alle  diese  Resul- 
tate identisch  sein  müssen.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dafi  das  letztere 
der  Fall  ist,  und  zwar  durch  folgenden  Beweis: 

F.s  seien  durch  zwei  Zerlegungen  die  Resultate  a  und 
—  ^  •  </j  •  q.,  '  .  .  .  t/„  t'rhalten  worden.  Da  mm  a  rliirrh  ,/  ii  ilhar  isr,  sn  nuitl 
auch  p  •  Pi  •  pi  '  '  '  ' Pm  durch  y  teilbar  sein,  und  <la  iiier  die  einzelnen  Faktoren 
Primzahlen  sind,  so  folgt  aus  Nr.  3,  daU  q  gleich  einem  dieser  Faktoren, 
z.  H.  gleich  /  sein  muß.  Durch  Division  mit  den  gleichen  Faktoren  /  und  f 
fin»l*  t  man  dann,  <Iatj  p'^  •  p,  '  -  >  •  pn  =  *J\  •  •  •  •  '/«i  J'*'»"  miU5.  Auf  <IifM-  beiden 
Produkte  läUl  sich  wieder  diestdbe  .SchluUtol|i;eriin{:  anw»'nden  und  indern  man  sie 
hinreichend  olt  wiederholt,  überzeugt  man  sich,  dali  jeder  Faktor,  der  in  dem 
einen  Produkte  ein  oder  mehrere  Male  vorkommt,  ebenso  oft  in  dem  andern 
vorkommen  muU.  Hieraus  folgt  aber,  daU  die  Produkte,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge  d»'r  Fnktoren,  uenaii  (!ii  vi.|ben  seiti  nni'^sr'n. 

Man  kann  hiernach  jede  zusammenjicsetzle  Zaid  aul  «lie  Form  /"  •  q*'  •/}*... 
bringen,  in  welcher  /,  ^,  /  Primzahlen  sind  und  u,  /j,  /  . . .  die  Zahlen,  die  an- 
geben ,  wie  oft  der  betrelTende  Primfaktor  in  dem  Produkte  vorkommt.  Diese 
Zerlegung  kann  mir  zu  .  in-  m  Resultate  fahren. 

Der  vorsteheiule  Satz  lührt  zu  einer  nieist  bequemeren  th'Kl*  ,  den  -größten 
gemeinschaltlicheu  Teiler  melirerer  (legei)enen  Zahlen  a,  ^,  c  .  .  .  zu  iinden.  Maii 
zerlege  zu  diesem  Zweck  jede  dieser  Zahlen  in  ihre  Primfaktoren  und  bilde  das 
Produkt  sämtlicher  dieser  Faktoren,  die  in  jeder  der  gegebenen  Zahlen  enthalten 
sind.  Kommt  in  derselben  Zahl  derselbe  Primfaktor  mehrfach  vor.  so  ist  er  in 
dem  tjesuchten  'Feiler  so  olt  zu  si'tzen,  ak  »t  in  derjenigeti  gegebenen  Zahl  vor- 
kommt, die  ihn  in  der  ^erinj^sten  Anzahl  enitialt. 

So  ist  beispielsweise  300  ^  2^*  •  •  5;  Hüll  »  2*  •  3  .  r>«:  2ü4M)  fi», 
also  der  ^TÖßte  gemeinschaftliche  Teiler  von  HßÜ,  HtiO  und  2o00  gleich 
2^  .  5  =  2U. 
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Aus  ficm  uröllifn  '^fnviiiscliaftlii'licn  Teiler  lassen  sirli  ullf  .iiidcTn  <;fmein- 
schaltlic'luMi  IViler  der  m'^ebenen  Zahlen  finden.  Diese  sind  die  einzt'inen  Prim- 
faktoren  des  ersten  und  alle  möglichen  aus  ihnen  in  unvollständi}:er  Anzahl 
gebildeten  Produkte. 

So  sind  in  dem  vorigen  Beispiel  die  übrigen  gemeinschaftlichen  Teiler  2,  5,  4 
und  10. 

5.  Das  kleinste  gemeinschattliche  Vielfache  gegebener  Zahlen  nennt 
man  die  kleinste  Zahl,  in  der  alle  gegebenen  als  Teiler  enthalten  sind.  Man 
erhalt  diese,  indem  man  aus  sämtlichen  Primfaktoren  der  gegebenen  Zahlen  ein 
Produkt  bildet,  das  jeden  dieser  Faktoren  so  oft  enthält,  als  die  Zahl,  in  der  er 

am  häufigs»«'n  vorkommt. 

Dieses  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  ist  bekanmlicii  hei  <ier  Addition 
und  Subtraktion  ungleichnamiger  Bruche  der  Hauptnenner.  Die  ffir  seine  Be- 
stimmung im  Rechnen  gewöhnlich  gegebenen  Re^^'eln  erhalten  durch  die  vorstehen- 
den EntwicklutiL^i'ii  ilin-  \s  issfii<;(  haflll(  in-  nf^niiidiing.  Im  folgenden  soll  sie  nnrh 
auf  die  zur  leiciiten  Ausführung  der  Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  Primfaktoren 
nützlichen  Regeln  über  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  dekadischer  Zahlen  aus- 
gedehnt werden. 


§  7.  Zahlensysteme. 

1.  l'nter  einem  Zahl (  ii System  versteht  man  eine  zur  bessern  Übersicht 
der  unendlichen  Rriln'  der  Zahlen  dii  iilic  lie  Aiiordiumg  der  Zahlten  nach  einer 
bestimmten  ^iruudzahi  oder  Basis  und  zwar  in  folgender  Weise: 

In  dem  gewöhnlichen  dekadischen  Zahlensystem,  das  die  Grundzaltl 
zehn  hat,  werden  nur  die  neun  ersten  Zahlen  durch  besondere  Zahlzeichen 
(Ziffern)  bezeichnet.  Kine  Anzahl  von  zehn  Einheiten  wird  als  eine  neue  Ein- 
heit von  einer  höhern  Oidniing  angesehen  und  wi«'der  durch  1  bezeichnet.  Zum 
Unterschied  von  der  ursprünglichen  Einheit  wird  diese  neue  um  eine  Stelle  weiter 
nach  links  geschrieben»  wobei  die  leere  Stelle  rechts  durch  eine  Null  ausgefüllt 
wird.  Eine  Zahl,  die  mehrere  solche  ^Zehner«  enthält,  wird  dadurch  geschrieben, 
daß  man  die  Anzahl  dieser  Zehner  in  die  weifer  nach  links  stehende  erste  Stell« 
und  sodann  in  tli'-  iirspnini:ltrhe  Stcih-  entweder  eine  Null  oder,  wenn  auÜer<lem 
noch  Einer ^  vorhandi'ii  sind,  die  Anzahl  dieser  setzt.  Zehn  solche  Zeiuier  bilden 
wieder  eine  Einheit  der  nächst  hohem  Ordnung  unter  dem  Namen  Hundert,  und 
die  I  liuulerter«:  werden  in  ihe  zweite  .Stelle  links  von  d«'n  Einern  geschrieben. 
In  (h  rst  lbiMi  Weise  wird  \\eit,  r  zn  dm  I'inheiti-n  {ier  t  ilyenden  ()rdnung«'n  aul- 
gesdegeii.  I)i«>  nähere  Keiiiitiiis  iin)i  der  (iet)raucli  des  dekadischen  Zahlensystems 
ist  hier  als  bekannt  vorauszusetzen.  .\uf  dieser  Anordnung  der  Zahlen  in  ein 
System  mit  Hilfe  der  Bezeichnung  der  Ordnungen  durch  die  Stellung  und  mit 
Hilfe  der  Null  zum  Ausfullen  leerer  Stellen  beruht  die  Leichtigkeit  in  der  heutigen 
Ausführung  unsrrT  Rechnimcn  im  Gegensatz  zu  denen  der  alten  firierhen  uiul 
Kömer  und  damit  zu  einem  groüen  Teile  auch  die  höhere  Entwicklung  der 
mathematischen  Wiawnschaften. 

Man  kann  jedoch  nicht  bloß  die  Zahl  zehn,  sondern  jede  beliebige  Zahl  a 
als  Gnindzahl  eines  Zahlensystems  annehmen.  I)!<'se  aus  (t  nrs|)rüiii;liclien  Ein- 
heiten bestehende  Zahl  wird  dann  als  die  Kiidieit  der  ersten  liöhern  Ordnung 
augesehen;  a  Einheiten  dieser  ersten  Ordnung,  also  a  •  a  oder  abgekürzt  a-  Ein- 
heiten der  ursprünglichen  Art  liefern  eine  Einheit  zweiter  Ordnung;  aaa  a\ 
ferner  I/'  U.S.W,  sind  <lie  Einheiten  der  folgenden  h<'»herii  ( )rtlnunL;en.  l'ie  ur- 
sprüni,'liche  Kiiiheit  wird  dementsprechend  als  Einheit  nullter  ( )rdnnn':  bi-zeich- 
net.  Hiernach  gibt  es  also,  je  nachdem  a  ~  2^  '6  u.  s.  w.  ist,  ein  dyadisches, 
ein  triadisohcs  System  u.  s.  w. 
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Hiernach  bedeutet  beifq>]el8weisc  die  Zahl  5-1 321 

im  System  mit  der  Grundzahl  6  5 .  (i> ')  +  4  •  ((;  <)  -f  :\ .  (6^)  +  2  •  ((>)  +  1 , 
im  System  mit  der  Grandsahl  8  5.  (8»)-f  4-  (8*)  +  3.  (H«)-i-2.  (8)-}-l» 
im  dodekadischcn  System  5 .  (1 2^)  +  4  •  (12*)  +  3  •  (1 2*)  +  2  •  (12)  +  1 . 

während  sie  im  dekadischen  System  =  5  •  (10«)  +  4  •  (10')  +  3  •  (10«)  +  2  •  (10)  +  1 

ist  Demnach  ist  diese  Zahl  im  System  mit  der  Grundzahl  6  gleichbedeutend 
mit  der  Zahl  5  •  129U  +  4  •  216  +  3  •  36  +    •  0  +  1  «  7465  im  dekadischen 

und  dieselbe  Zahl  im  System  mit  der  Grundzahl  S  mit  "J'JTHT  und  im  dodeka- 
disrhen  System  mit  Ill04!>  im  dekadischen.  rniLi«'ktIirt  ist  die  der  dekadischiMi 
Zahl  4319  gleichwertige  im  dyadischen  Sysii  m  1  UUUUl  1  •»!  1 1 1 1,  im  triadischen 
12220222,  im  dodekadischen  25(XI)(Xlj,  wobei  XJ  für  die  hier  fehlende 
Ziffer  för  elf  Einheiten  gesetzt  ist. 

Das  Einmaleins  lautet  beispielsweise  im  System  mit  der  Grundzahl  6: 


1 

.  1  — 

1 

2" 

1  - 

2 

3. 

1«  3 

4> 

1-  4 

si  • 

1»  5 

10. 

1 

10 

1 

'  2» 

o 

2. 

2« 

4 

3. 

2=^10 

4* 

2  =  12 

ft  • 

2  —  14 

10. 

2 

20 

1 

•  3« 

3 

2- 

3- 

10 

3. 

3—13 

4. 

3  =  20 

5. 

3-23 

10. 

3 

30 

1 

.  4  = 

4 

2. 

4  = 

12 

3- 

4-20 

4- 

4-24 

5  ■ 

4=32 

10- 

4 

40 

1 

.  5» 

5 

2. 

14 

3. 

5  —  23 

4* 

5  —  32 

5  • 

5  -  41 

10. 

t> 

50 

1 

•  10» 

10 

2- 

10- 

20 

3. 

10-30 

4- 

10-40 

5. 

10-50 

10. 

10 

100 

Das  dekadische  Zahlensystem  ist  keinesn'egs  das  für  die  praktischen  Rech- 
nungen bequemste,  da  seine  Grundzahl  mir  die  beiden  Teiler  J  luul  f»  hat;  das 

<f<Kli  kaf!is(  h<'  wurde  insofern  vorteilhafter  sein,  nis  in  ihm  die  Zahlen  2,  'A,  4, 
S  imd  9  als  einlache  Bruchteile  der  liöhcrn  1  iniu'it  ersch«Mnen  würden.  In  der 
Tat  hat  man  im  Verkehr  vielfach  neben  dem  dekadischen  noch  andre  Systeme, 
zwar  nicht  fflr  das  eigentliche  ZifTerrechnen,  aber  doch  ffir  die  übersichtliche 
Einteilung  häufig;  gebrauchter  Größen  benutzt,  wie  /..  B.  bei  dem  frühern  Duo- 
dezimalsystein  d*  r  Längenmaße,  wo  12  Lini- n  .ds  Kinheit  hölM-rrV  Ordiinnc;  i-fü 
Zoll,  zwölf  Zolle  ein  Fuli  genannt  wurden  u.  s.  w.  Noch  gegenwärtig  werden  ni 
dieser  Weise  vereinzelt  andre  Systeme,  ja  zuweilen  werden  bei  einer  und  derselben 
Art  von  GröBen  verschiedene  Grundzahlen  gebraucht;  so  setzt  man  z.  B.  bei 
WinkelgröUen  00  Sekimden  gleich  einer  Minute,  60  Minuten  gleich  einem  Grad, 
dagegen  90  flrad  «rh'irh  dem  rechten  Winkel.     Ähnliches  gilt  für  die  Z«MtmaL!e. 

2.  Nur  vereinzeil  sind  Bestrebungen  aufgetreten,  das  dekadische  Zahlen- 
system auch  im  bürgerlichen  Rechnen  durch  ein  zweckm&ßigeres  zu  verdrängen. 
Da  für  die  Grundzahl  eines  praktisch  bequemen  Zahlensystems  weder  sehr  kleine 
Zahlen,  wie  2  oder  H,  noch  gröliere.  wie  15,  Ki...  geeignet  sind,  w<>il  bei 
erstem  groÜe  Zahlt  n  in  ühcrmäUiger  AusdeliniinL:  «Tsflii'iTK'ii,  und  bei  li  tztrni  dre 
Anzahl  der  notwendigen  Zirtern  zu  groll  wird,  da  lenier,  wie  schon  bean-rkl,  atü 
eine  möglichst  große  Teilbarkeit  der  Grundzahl  Bedacht  zu  nehmen  ist,  so  sind 
In  der  erwähnten  Beziehung  nur  die  Zahlen  12  und  (i  als  beachtenswrrt  hervor- 
gehoben worrlcn.  Dfr-irtlL;!-  nrstrr-htiivj'Mi  mn';«;cTi  j'-il'irh  .i1  '  nu^^iiliKli is  lirzeicli- 
net  werden.  Dagegen  hat  man  tungekelirt  m<'hr  und  ntehr  das  dekadisi  iic  System 
auch  auf  alle  im  Handel  und  sonstigen  N'erkehr  gebräuchliche  Eiiileiluiigeii,  also 
auf  Maße,  Münzen,  Gewichte  u.  s.  w.  auszudehnen  gesucht  und  hierdurch  nicht 
nur  eine  früher  vermißte  Gleichmäßigkeit  solcher  MaUe  u.  s.  w.  in  verschiedenen 
Provinzen  luui  Länfli  rü.  sondern  mih  Ii  dtirch  di<-  CileichiTri-kpit  des  Kiuteilungs- 
priuzips  manche  \"orteile  für  das  praktische  Rechnen  gewonnen.  Diesen  stehen 
allerdings  auch  Nachteile  infolge  der  schon  erwähnten  geringen  Teilbarkeit  der 
Grundzahl  gegenüber,  und  eine  vollständige  Durchführung  des  dekadischen  Svstems 
nnd  des  entsprechenden  Rechnens  dürfte  überdies  an  der  in  das  praktische  Leben 
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tief  rin-jTfili  11(1,  II  irrwoluitfii  Z«'itrintciluiij;  «mti  sclnvf-r  zu  liiM  in\trii(I«  s  üiiulfrnis 
finden.  Das  tlokadischc  System  ist  kein  iia(ürliclu's,  sundern  ein  willkürlirlu's  und 
künstliches;  für  die  Wahl  der  Grundzahl  10  gibt  es  nur  einen  historisciien,  keinen 
mathematisch-m'issenschaftlichen  Grand.  Der  Wert  des  einmal  gewähhen  Systems 
wird  allerdingti  erhöht  dnrrh  eine  mÖKliehst  konsequente  Dlirchführun^  und  nll- 
pemeiiie  AnweiidunK:  aber  überall,  wo  das  Kinteilunpsprinzip  iliircJi  dir  Nitiir 
gegeben  und  .somit  der  Willkür  entzogen  ist,  muü  man  aut  die  i-orderung  seuier 
Darchfühninp  verzichten.  Man  kann  das  Jahr  nicht  in  eine  dezimale  Anzahl  von 
Ta^-en  ii'ilen,  da  diese  Anzahl  von  der  Katur  unveränderlich  gegeben  lat. 

I{,  Dir  I  r.i'j''  Tiach  äußern  K-Tirizeirlien  der  Teilbarkeit  einer  d<'ka- 
dischen  Zahl  tlurch  enie  andre,  die  insbesondere  rttirh  hir  die  Anwendung  der 
Sätze  in  J;  ü  von  Werl  ist,  hat  von  der  im  vorsleiu-iidm  erläuterten  Darstellung 
einer  dekadischen  Zahl  z  durch  die  Form 

c  =  a  '  10"  -f     '  Hl«       -i-  <:  .  10"-«  -{...-)/.  ](>-'  ^  q  .  K»  -j  r 

auszugehen,  wobei  a,  b,  c  .  .  .  r  die  «'inzelnen  Ziffi  in  ill.  ser  Zaid  sind.  Da  diese 
Zahl  durch  irgend  eine  andre  Zahl  k  dividuTt  vvciilm  kann,  indem  man  jeden 
Summanden  einzeln  durch  k  dividiert,  so  folgt,  daß  z  durch  k  teilbar  ist,  wenn 
die  Summe  der  l'rodukte  aus  ihren  ZifTem  b  .  und  den  Resten,  die  durch 
Division  ihrer  Kinlu-iten  10".  10"-'...  mit  k  enisfehi'n,  durch  k  t«'ilbar  ist. 
Bleibt  dagegen  b«M  (h-r  Division  dieser  Summ«'  durch  k  ein  Rest,  so  bleibt  der- 
selbe Rest  bei  der  Division  von  z  durch  k. 

Da  nun  10,  10»...  10»  samtUch  durch  2,  5  und  10,  10».  10"  ...  durch 
1,  10^  10'  .  .  .  durch  N  u.  s.  w.  teilbar  sind,  ferner  10,  10*.  ..  10*  SOWOhl  dUTCh 
als  durch  ^  dividiert,  sämtlich  zum  Rest  1  geben,  so  folgt: 

Kine  dekadische  Zahl  z  ist  teilbar  durch 
^  a>  2,  wenn  ihre  letzte  Ziffer  r  durch  2  teilbar  oder  Null  ist, 

wenn  die  Quersumme  +       ...  -J-^-j-^-f-r  ihrer  ZÜTem 

durch  3  teilbar  ist, 

^     4,  wenn  die  aus  den  beiden  letzten  Ziifern  gebildete  Zahl  10^ +  r  durch  4 

teilbar  ist. 

—  wenn  die  leizn-  Zirt-  r      oder  0  ist, 

—  8,  wenn  die  aus  den  drei  letzten  Ziffern  gebildete  Zahl   100/ -f  10  ^ -j- r 

durch  8  teilbar  ist, 

i(  ^  9,  wenn  die  Quersumme  durch  9  teilbar  ist, 
k^\i\y  wenn  die  letzte  Ziffer  Null  ist. 

Schreibt  man  ferner  die  Zahl  z  in  der  Form 

r  -1-  1 1  //  i  Oi> /  4-  1 001    -f        ///  4-  . . . 

'/  ;      /  f  -I-         w     .  . .  , 

so  ergibt  sich  noch  die  iolgende  Regel:  Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  1 1  li'il- 
bar,  wenn  die  Summe  der  an  der  erste»,  dritten,  fänften  u.  s,  w.,  also  Oberhaupt 
der  an  ungeraden  Stellen  stehenden  ZifTem  vermindert  um  die  Summe  der  an 

geraden  Stellen  stehend«'ii  ein«-  diirrli  1 1   teilbare  Zahl  oder  Null  gibt. 

Krnnzeichen  (ür  di<'  Tfübarkeit  durrh  zusammensieset/.ie  Zahlen  l;»v«rn  «ich 
aus  denen  lür  die  Teilbarkeit  durch  Primzahlen  ableiten;  so  ist  eine  Zahl  durch 
0  teilbar,  wenn  sie  gleichzeitig  durch  2  und  durch  3  teilbar  ist. 

Dir  Kennzeichen,  die  man  h'ir  di*-  Teilbarki-il  durch  noch  andre  als  die 
bisher  erw;ihtiti  ii  Zahlen  abyeh-itci  hal,  z.  H.  Kir  7.  sind  so  wenii;  einfach, 
daü  die  wirkliclie  Austuhrung  der  Division  den  Vorzug  \or  ihrer  .\nH'enduii|{ 
verdient. 


Digitized  by  Google 


§  S  Dcamabablen. 

§  8>  Dezimalzahlcn. 

1.  Iii  (lom-lben  Weise,  in  der  man  in  dt  n  Znhleii'Jvstemcn  von  der  ursprüng- 
lichen Einheit  zu  Einheiten  lti»ii«-rer  (Jrdnunjjen  autsteigt,  kann  man  auch  von 
den  Einheiten  höherer  Ordnung  zu  Einheiten  niederer  Ordnungen  herabsteigen 
nnd  80  auch  die  zwischen  die  fransen  Zahlen  sich  einschiebenden  Bnicbzahlen  in 

<las  System  einschlieUen.  Diese  Fortsetzung;  des  Zahlensystems  unterhalb  der 
ursprünphchen  Einheit  verlanpt  zunächst  die  Auffinduuf;  einer  Einheit,  die  zur 
ursprüngUcheu  in  ders»*lben  Beziehung  steht,  wie  diese  zur  Einheit  erster  Drdnuuj». 
Wie  also  im  dekadischen  System  jede  folgende  der  Zahlen  10*  . . .  1000,  100» 

10,  1  der  zehnte  Teil  der  vorigen  ist,  so  muß  die  nächst  niedere  Einheit  wieder 
der  zehnte  Teil  der  ursprünglichen,  also  sein,  in  yleichrr  Weise  ist  j<«de  der 
w«Mter  folgenden  niederen  Einheiten  (,',,,.  i„\, •••  zehnte  Teil  der  vorher- 
uehenden.    Ist  aliginiein  a  die  Grundzahl  des  Systems,  so  bezeichnet  man  den 

Bruch  -  als  die  Einheit  der  —  Iten  ürduung  ebenso  -\  als  Einheit  der 

a  1 
—  3ten  Ordnung  (<f~')»  u.  s.  f.  allgemein  --  =  «r'"  als  Einheit  der  — n-ten  Ord» 

nong.    Aoch  hier  wird  die  Ordnimg  durch  die  Stellang  bezeichnet,  indem  jede 

Anzahl  von  Einheiten  eines  niedern  Randes  um  eine  Stelle  weiter  nach  rechts 
oesehriehen  wird.  ,ils  di<-  Einheiten  des  vorherfjehenden  Ranges.  Hierdurch  ent- 
steht die  Notwendigkeit,  die  Stelle  zu  bezeichnen,  welche  die  Einheilen  der  ur- 
sprünglichen (Oten)  Ordnung  einnehmen.  Dies  geschieht  durch  ein  nach  diesen 
gesetztes  Komma.  So  bedeutet  also  beispielsweise  die  Zahl  314,897  fAr  die 
Grundzahl  10  dasselbe  wie  3  •  lOO  -|-  1  .  10  4-  4  •  8  •  ,i,  -r  9  •  ,  },„  -f  7  • 

Für  das  dekadische  System  führen  derartige  Zahlen  den  Namen  Dezimal- 
zahlcn.  Eine  Dezimalzahl  zerfällt  durch  das  Komma  iu  zwei  Teile.  Die  links 
vom  Komma  stehenden  Ziffern  geben  eine  ganze  Zahl,  die  rechts  stehenden  eine 
Summe  echter  Bnlch««,  die  als  ein  echter  Dezimalbruch  betrachtet  werden 
kann.  Seine  einzelnen  Ziffern  heiÜen  Dezimalstellen.  Eine  Dezinialzahl  be- 
steht also  im  allgemeinen  aus  Ganzen  und  nach  dem  Komma  lolgenden  Dezimal- 
stellen. Der  Dezimalbruch  kann  für  sich  geschrieben  werden,  indem  mau  vor 
das  Komma  eine  Null  als  ganze  Zahl  setzt.   Es  kann  also  die  obige  Deztmalzahl 

ai4,897  -  31-4  -1  0,897 

geschrieben  werden.  Da 

0  .«^QT    "      X  ....      '      _-,    H  •» ; 

"»  '"-"  1    1  U  0  (•      '      1  IM)  H  T  «)  II  o 

ist,  so  könnte  ein  Dezimalbnu  h  m  Form  eines  gemeinen  Bruches  geschrieben 
werden.    Hiernach  ist  nun  auch 

314,897  =  814,V:Ä,  -HBo'  ' 

so  daß  jede  Dezimniz.ihl  im  allgemeinen  als  ein  unechter  Dezimalbruch  betrachtet 
werden  kann.  So  werden  häutig  die  Begriffe  Dezimalzahl  und  Dezimalbruch  als 
identisch  angesehen. 

2.  Eine  Dezimalsahl  wird  mit  10  multipliziert»  indem  man  jede  Stelle  mit  10 
multipliziert,  also  ihriMi  Ran;^  um  1  erhöht.  Daraus  folgt,  dali  man  diese  Multi- 
plikation ausiüliri,  indem  man  das  Komma  eine  Shdie  nach  rechiH  ruckt,  b»'i 
der  Multiplikation  riui  loo,  1000  u.  s.  w.  uidem  man  das  Komma  zwei,  drei  u.  s.  w. 
Stellen  nach  rechts  verschiebt.  Kommt  dann  das  Komma  hinter  die  letzte  Stelle 
rechts,  so  ist  es  überflüssig  und  die  weitere  Multiplikation  mit  10  geschieht  durch 
Anhängen  von  Nullen  an  die  ganze  Zahl.    So  ist 

43,973  •  10  =  439,73  ;     439,73  •  100  »  43973  ;      439,73  •  1000  »  439730  ; 
0,723  .  10  «  7,23  ;    0,723  .  1000  =  723  I    0,00056  .  1000  =  0,56  . 

ScniuiSMiiiCiis  HwtdlMidi  der  MMlieiMtlk,    Aull.,  Bd.  L  3 
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Umgfkehrt  wird  vine  Dezimalzalil  durch  lU,  lOU,  lUUO  u.  s.  \v.  dividiert, 
indem  man  das  Komma  eine,  zwei,  drei  u.  s.  w.  Stellen  nach  links  rückt.  Kommt 
(latiM  das  Komma  hinter  die  letzte  Stelle  links,  so  hat  man  vor  das  Komma  eine 
Nall  SU  setsen.    Z.  B.: 

riÜX,35  :  UM»  ^  0,0^85  :  a,fiS3r> :  10  «  <Kr»0K3r> ;  0,06885  :  10«  =  0,0056835  . 

Damit  rr^fiien  sich  liio  K('rhfnri'j;fln  (ür  Dezimalzahlm  ans  (iriu'ii  iur 
meine  ganzv  Zahlen,  uhia*  duli  man  nötig  hätte,  die  Re^ehi  der  Bruc-hrcchimu^ 
anzuwenden. 

DaÜ  zwei  Dezimalzahlen  addiert  oder  subtrahiert  \\<  rdi  n  wie  gemeine  Zahlen 
ist  ohne  weiteres  khir:  man   hat   nur  du-   Strllrii  Ik  n   Unn«,'<'*=  zu  addieren 

oder  zu  subtrahieren.  Man  setzt  daher  bequemenveise  die  Dezunalzahlen  so 
untereinander,  da0  die*  Kommas  untereinander  stehen. 

Eine  Dezimalzahl  wird  mit  einer  ganzen  Zahl  multipliziert  oder  dividiert, 
indem  man  bei  der  Muhiphkalion  oder  Division  das  Kommri  unbeachtet  läßt  und 
in  dem  Prothikf  oder  (Quotienten  wieder  so  \iele  Stellen  durch  das  Komma  ab- 
sclmridi  t  als  «lie  Dezimolzahl  DezinialstelU;»  halte.  Zwei  Dezimalzahlen  werden 
multipliziert  wie  ijanze  Zahlen  und  von  dem  Produkt  so  viel  Stellen  durch  das 
Komma  abgeschnitten  als  die  Summe  der  Zahlen  di  r  I>i  /iinalstrlltn  in  beiden 
Dezimalzahlen  beträgt.  M.ni  kann  nämlich  l  in*-  di  r  Zahirn  in  i-ine  ganze  v«>r- 
wandeln,  indem  man  das  Komma  wegläÜt,  dadurch  hat  tiian  die  Dezimalzahl 
mit  10  oder  lUO  oder  14)00  u.  s.  w.  multipliziert;  dann  muß  man  das  Produkt 
wieder  durch  10,  100,  1000  dividieren.  Z.B. 

ri,42ü  .  1 7.41     94,46  ÜÜG  ; 

denn  es  i»-ürde 

5  J_>(;  .  1741  ^  9  44Ü  ÜOO  ,    ri,42ü  •  1741  -  9440,000 
sein.    Ebenso  ist 

«M  :u  •  0,0598  ^  U.OOS  0132  . 

l'inr  Dezimalzahl  wird  durch  eine  ganze  Zalil  fiividifrt.  iudi-m  mau  ohne 
Rücksicht  auf  iiaa  Komma  dividiert  und  im  (Quotienten  durch  das  Komma  ebenso- 
vicle  Dezimalstellen  abschneidet  als  die  Dczimalzahl  hatte. 

Eine  Dezimalzahl  wird  durch  eine  andre  dividiert,  indem  man  das  Koroma 
in  beiden  tim  so  viel  Stellen  nach  rechts  verschiebt,  datt  der  Divisor  eine  ganze 
Zahl  wird.    Z.  B. 

1 0,HU  UM  :  4,TS  =  1  (j  :}0,9;i0  :  47S  ^  :{,4  I  J  . 

3.  Bleibt  bei  der  Division  einer  Dezimalzahl  (hirch  eine  T)<'7,tmal/  ilil  ndcr 
tiiirch  eilte  ganze  Zahl  ein  Rest,  so  kann  man  dem  Dividenden  behebig  ^iele 
Nullen  anhängen  und  hiemach  mit  der  Ausführung  der  Division  beliebig  weit 
fortfahren.  Doch  ist  vor  dem  Anhängen  der  Nullen  das  Koroma  im  Resultat 
nach  der  in  Nr.  2  angegebenen  Regel  zu  bestimmen. 

Ist  «ler  Dividend  eine  ganze  Zahl,  "^n  kann  man  dii"-'*T  ebenfalls  nach  Be- 
stimmung des  Kommas  im  Ri-snltat  beiiel)ig  viele  Nullen  als  Dezimalstellen 
anhängen.    Z.  B. 

17  :  5,12  =  1700  :  612  a,320H125 
1040 

loli» 

lOlM) 
04U 
1280 
2500 
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.Ilirrlx'i  ist  es  möglich,  daü  die  Division  rrst  spät  oder  gar  iiirht  nufgeiu. 
Datt  der  letzte  Fall  eintreten  kann,  or^'bt  sich  aus  folgenden!:  Die  Qivision 
\nu  Dezimalsahlen  ist,  ab^esrhrn  voti  der  H<-stitnniang  des  Kommas,  mit  einer 
T)i\i<Iiin  'ganzer  Zahlen  identisch  und  ni;iii  k.inii  (rncMi.  initf*r  weli  ht  r  Hrdin^nn}; 
eine  yanze  Zahl  fi,  mit  der  sich  eine  andre  ^e(»el)ene  Zahl  a  nicht  ohne  Kesl  divi- 
dieren lälit,  in  einem  Produkt  von  a  mit  einer  der  Zahlen  10,  lUU,  lUOO  u.  a  w. 
ohne  Rest  anfleht.    Unter  der  stets  erfdllbaren  Voraussetzung,  daß  a  und 

a  •  1000 . . . 

relativ  prira  siiul,  kann  der  (Quotient   —     nur  fiann  eine  tjanze  Zahl  sein, 

n 

wenn  ein  Faktor  \<m  1(HM),,,  ist.  Hieraus  foli;t,  dati  iiarh  dem  Anhängen 
•von  Nullen  die  l>ivision  nur  dann  ohne  Rest  aufgehen  kann,  wenai  der  l>ivisor  /> 
keine  andern  Faktoren  als  2  und  5  enthält. 

Ist  diese  B«'dinnung  nicht  erfüllt,  so  ist  der  Quotient  eine  Dezimalzahl  mit 
UTiendlich  ^;i•ll■n  T)( /irnrilslellen ,  best«*ht  ,il<n  ntis  cim-r  i:an;^en  Zahl  und  «  iiifni 
unendlichi'n  Dezimalbruch.  Da  nun  hei  jeiler  i"«Mhlivisiou  ein  Kest  bh'iben 
mnU,  der  kleiner  als  der,  als  ganze  Zahl  dargestellte,  Divisor  ist,  so  ist  die  .\nzahl 
der  möglichen  verschiedenen  Reste  um  1  kleiner  als  dieser  Divisor.  Es  mutt 
also  nach  höchstens  ^—1  Teildivisioncn  mit  dem  Divisor  fi  ein  Rest  erscheinen, 
«ler  schon  einmal  dat;ewesen  ist  und  snfern  aii  b«  idi-  Krsif  auch  di»'selh«>  Ziff«'r 
(Null)  angehängt  wird,  muU  sich  von  <ia  an  das  Divisions\ erfahren  in  derselben 
Weise,  wie  von  jenem  ersten  Reste  ab,  wiederholen.  Es  mufl  «ch  abo  auch 
im  Quotienten  von  einer  bestimmten  Stelle  an,  dieselbe  ZifTemgruppe  in  der- 
selben Weise  wiederholen. 

Beispiel:  15,3182  :  0,27  »  irj.%1,82  :  27  =  ä<i,7»407407  . . . 

1S1 

92 
tlO 
>00 
110 

Hs  ki'hrt  hierbei  die  Zitlerngruppe   foT  fortwährend  wieder. 

Kehrt  bei  einem  unendlichen  Dezimalbruch  dieselbe  Zifferngruppe  in  der- 
selben Ordnung  immer  wieder,  so  heißt  der  unendliche  Dezimalbruch  ein 
periodischer,  und  jene  ZifTemgruppe  seine  Periode.  Beginnt  die  erste  Periode 
mit  der  erst<>n  Dezimalstelle:  wie  z.  B.  in  OjTäTöT."»  .  .  .  ,  so  heit$f  der  Dezimal- 
bruch ein  rein  periodischer,  gehen  aber  der  ersten  Periode  Dezimalsielleii  vorher, 
die  nicht  dem  Gesetze  der  Periode  folgen,  so  heißt  er  ein  gemischt  periodischer. 

Jede  Division  mit  Dezimalzahlen,  die  nicht  ohne  Rest  aufgeht,  führt  also 
auf  einen  periodischen  Dezimalbruch  als  Resultat. 

4.  Auch  die  Division  zweif-r  i;anzen  Zahlen  kann,  wenn  sie  nicht  aufgeht, 
indem  man  dem  Dividenden  ein  Komma  und  beliebig  \iele  Nulh-n  anhängt,  in 
der  obigen  Weise  behandelt  werden.  Daher  läßt  sich  auch  jeder  gemeine  Bruch 
in  ein(>n  Dezimalbruch  verwandeln,  indem  man  mit  dem  Nenner  in  den  Zähler 
dividiert    So  ist: 

1  =  0,5  !  i  =  033  . . . :  i     0,25  ;  i  =  0,2  :  i  =  0,lüCG  . . , ;  f  «  0,375  . 

Umgekehrt  VAÜt  sich  jeder  D(>zimalbrnch  in  einen  gemeinen  Bruch  ver- 
wandeln. Für  endliche  De^im.ilhrürhe  \ ersteht  sich  dies  von  selbst:  i««  ist  hi'T 
nur  eine  Formverwandlung  vorzunetmien,  indem  man  cNmi  durch  das  Komma 
bestimmten  Nenner  als  solchen  hinschreibt  und,  wenn  möglich,  den  Bruch  noch 
durch  deo  größten  gemeinsamen  Faktor  des  Zählers  und  Nenners  kürzt   So  ist: 

0 17  =  17  »  Q  1  *>r,  ^  s  i » r»    tu 

S* 
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Ist  d^epcn  der  Desimalbrach  ein  unendlicher  periodischer,  so  kann  man 
nach  Anleitnng  folgender  Beispiele  verfahren: 

1)  ;r  —  0,801801 lOOO  x  »  80]t801 ... ,  also  1000    —  jc     801 ,  mithin 

2)  3,151515...  Man  srtzi'  .V  =  «MTiir»  .  . ,  ,  alsu  liMi  v    =  l",!').,,,  1(J(Ia-  Jf 
=  15,  <x- =  -3'^ :  mithin  ist  der  gegebene  Bruch  gleich        «  , 

3)  0,11  21S(J2180...  Man  si-tzr  .v  -  0.21SG  218G .  und  bestimm»-  wie  vorher 
^^liSÜ'   so  ist  der  gegebene  Bruch  gleich  -      14?^ :  lOU 

  M>IM   .  1  (1(1    7l«Ml 

Durch  X'erallpemeineninjr  rlieser  Belspieh*  lassen  sich  all^emeine  Ri-^i  In 
abh'iton,  welche  die  WiederhohtiiK  des  (»atizeti  Verfahrens  in  jedem  einzelnen 
Fall  überflüssig  machen. 


§  9.    Unvollständige  Dezimalzahlen. 

1«  Die  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode  eines  durch  Division  zweier  Zahlen 
entstehenden  unendlichen  Dezimalbruchs  muü,  wie  bemerkt,  mindestens  um  1 
klefner  nis  der  als  i;anze  Z  iliI  '^n-nommtMie  Divisor  sein.  Sie  ist  m«">u'li<  Ikt- 
weise  jjernij^er  als  dieser  Grenzwert,  kann  ihn  aber  auch  erreichen.  Beispiels- 
weise erhält  man  aus  einem  gemeinen  Briu  lu>,  dessen  Nenner  ü9  ist,  nicht  eine 
9H-stellige,  sondern  nur  eine  zweistellige  Periode;  dagegen  hat  die  Periode  für 
den  Nenner  7  Stets  die  volle  Anzahl  von  6  Stellen.  Hieraus  fjeht  her\or,  daU 
man,  wenn  der  Divisor  nicht  ciiir  kleine  Zahl  ist,  h\<  zur  Fcstsrcllinii,'  der  Periode 
eine  große  Anzahl  von  Dezimalstellen  zu  bestimmen  haben  kann.  Hierin  liegt 
für  das  praktische  Rechnen  eine  Unbequemlichkeit. 

In  der  Praxis  ist  es  nie  möglich,  die  den  Rechnungen  zu  Gnmde  liegenden 
Messungen  mit  vollkommener  Genauit;keii  auszuführen,  da  weder  die  dazu  j:e- 
brauchten  Meüinstrumente  noch  auch  die  menschlichen  Sinne  vnllknmmen  sind. 
.\uch  gestatten  die  Bedürlnisse  der  Praxis  stets,  dali  (irbüen  vernachlässigt 
werden,  die  eine  gewisse  durch  den  jedesmal  beabsichtigten  Zweck  bestimmte 
Grenze  der  Criiaiiigkeit  nicht  übersteigen.  Es  ist  daher  in  solchen  Fällen  ge*» 
stattet,  mit  /.ilili  n  zu  rechnen,  die  nicht  vollkommen  m-nau  sind,  wenn  nur  der 
daraus  entstellend«-  F«  hler  des  Resultats  nicht  über  die  im  einzelnen  Tall  ge- 
stattete Grenze  hinansnehL 

Eine  solche  nicht  vollkommen  genaue  Zahl  entsteht,  wenn  man  bei  einem 
Dezimalbruch  nur  eine  Anzahl  der  Dr  zimalstellen  benutzt  und  die  folgenden 
vernachlässigt.  I'.s  frai;t  sich  /miäf  iist,  welches  die  Grenzen  der  dabc-i  be<;anf(enen 
Fehler  sind.  Da  die  erste  Dezimalstelle  die  Zeluitel,  die  zweite  die  Hundertstel, 
die  dritte  die  Tausenibrtel  enthält  u.  s.  w.,  so  ergibt  sich,  daß  der  Fehler  bei 
dem  Weglassen  aller  Dezimalstellen  weniger  als  eine  ganze  Einheit,  bei  dem 
\Ve^;lassen  der  auf  die  erste  foljjenden  Dezimalstetlen  weniger  als  1*^,  bei  dem 
Beibehalten  von  2,  3,  4...  Dezimalen  weniger  als  ,1^,,,  im',-,'  in '.,.1.  •  •  • 
trägt.  Allgemein  ist,  wenn  mau  «  Dezimalstellen  beibehält  und  die  folgenden 
wegläßt,  der  Fehler  kleiner  als  eine  Einheit  der  letzten  beibehaltenen  Stelle, 

d.  h.  kleiner  als     '    ,  wo  lU"  ein  Produkt  von  n  Faktoren  bedeutet,   die  säint- 
1 U" 

lieh  gleich  H>  sind. 

tine  schärfere  Begründung  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dali  der  durch  Weg- 
lassen aller  Dezimalstellen  begangene  Fehler  nicht  größer  als  der  Wert  des 
periodischen  Dezimalbruchs  0,909 . . . ,  der  bei  Beibehaltung  nur  einer  Dezimal- 
stelle entstehende  Fehler  nicht  größer  als  0,0999  . . .  sein  kann  u.  s.  w. 
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2.  Eine  Desimabahl*  die  durch  Wcfrlassen  von  Dezimalstellen  abßekfirat  ist, 
nennt  man  eine  unvollstäiul ige  Di'zimalzahl.  Br\  dt-m  Abkürzt-n  ist,  wnin  die 
eiste  W('e£relassi'nt'  Ziffer  ;"»  odi*r  mehr  als  '»  b<'träj;t,  <Vir  Itfztc  ln-ibchaltcn»' 
ZUTer  um  imiu:  Einheit  zu  erhöhen,  denn  in  diesem  Fall  würde  ohne  die  Er- 
höhung der  Fehler  über  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Stelle  betragen»  während 
er  bei  der  Erhöhung  weniger  als  eine  solche  halbe  Einheit  beträgt.  Man  darf 
luernach  bei  jcrlcr  unvollständiir'  ii  /nhl  annehmen,  daü  der  Feliler 
wenijjer  beträft  als  die  Hälfte  einer  Kinheit  der  Icf/'en  angegebenen 
Stelle.  Ist  diese  Stelle  erhöhl  worden,  so  ist  der  nn\ollsiandii;e  Bruch  zu  (jroü, 
im  andern  Fall  zu  klein. 

Da  hiemach  der  Fehler  ni;t  j.  ch'r  Dezimalstelle ,  di«'  m»'hr  an)^efJeben  wird, 
?)tir  rill  Zchntt  l  so  'jroß  ist  als  vorher,  so  kann  man  dit'  Abkürzung  imm»*r  «o 
vornehmen,  daÜ  eine  durch  die  praktischen  Anforderunjjen  an  die  betreffende 
Kechuuug  bestimmte  l-e hiergrenze  nicht  überschritten  wird. 

Da  es  überflüssig  and  zeitraubend  ist,  mit  Dezimalstellen  zu  rechnen,  die 
in  der  Amrendnng  keinen  Gebrauch  Anden  nnd  wertlos  sind,  weil  die  den 
Rechnunpen  zu  Grunde  liegenden  Messungen  nicht  mit  entsprecht  ndi  r  Genauig- 
keit ausgeführt  wurden  oder  weil  die  l'raxis  die  betreffende  Genauigkeit  des 
ReMltats  nicht  veiwertet,  so  wird  der  praktische  Rechner  nicht  nur  alle  vor» 
kommenden  unendlichen  Dezimalbrüche,  sondern  überhaupt  alle,  die  mehr 
DezimalstelhMi  haben,  als  gebraucht  werden,  abkürzen.  Das  R«'clinen  mit  solchen 
nin oü^fäTuHefn  Zahlen  erfordert  aber,  fInB  man  »^fpfs  tifirr  die  Grenzen  der  be- 
gangenen Felder,  auch  in  den  Kesuliaten,  orientu-n  bieiiie,  damit  sie  das  im 
einzelnen  praktischen  Fall  erlaubte  Mall  nicht  übersteigen. 

II,  Unter  der  \'oraiisM  tzung  der  Unvollständigkeit  bedeutet  nach  dem 
vorhergegangenen  beispielsweise : 

171')  eine  Zahl  zwischen  1711,')  und  171.'),."»  , 

.j,7lfS  eine  Zahl  zwischen  '),727.')  und  .'),72sr»  , 

r),7280  eine  Zahl  zwischen  und  5,72>;i».')  , 

.500  eine  Zahl  zwischen  4Ü0,5  and  500,.')  , 

5  Hundert  eine  Zahl  zwischen  4.70  und  öoO  , 

3^  eine  Zahl  zwischen  3^^^'  * 

Man  darf  daher  z.  B.  in  der  unvollständigen  Zahl  3,400  die  Nullen  am 

Ende  nicht  weglassen:  da  3,4  bedenten  würde,  daß  die  dritte  und  vierte  Dezimale 
weggelassen,  die  für  diese  zu  srtz»>ndeTi  Ziffern  also  nicht  bekannt  seien,  während 
durch  3,40r»  gesagt  wird,  daLi  die  Hundertstel  und  Taust'udstel  bekannt  und  mit 
in  Rechnung  gezogen  sind. 

Zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  eim-r  Zahlangabe  genügt  nicht  die 
Kenntnis  d»'r  Anzah!  der  angegebenen  Dezimalstellrn.  Beispidsu  i  i<<^  dir 
Zahl  573  Zentim«'ier  ebenso  genau  als  die  Zahl  .'1,73  Meier,  denn  die  Fehlergrenze 
beträgt  bei  beiden  Zahlenangaben  i  Zentimeter.  Entsprechend  ist  die  Zahl  532U 
genauer  als  die  Zahl  0,178,  denn  ein  Fehler  von  0,5  ist  im  Verhältnis  zu  der 
Zahl  r>329  geringer  al^  i  '.w  Fehler  von  0,000.'»  im  Verhältnis  zur  Zahl  0,173:  im 
ersten  Fall  beträgt  der  Fehler  nur  ,„,\r>,.  im  1- riefen   ^]     der  bern-fl,  nden  Zaid. 

Man  hat  daher  unter  der  Genauigkeit  einer  Zahlangabe  das  \  erliältnis  der 
Zahl  zu  ihrer  Fehlergrenze,  also  zu  5  Einheiten  der  ersten  nicht  angt>gebenen 
Stelle  zn  verstehen. 

Bei  der  Addition  unvollständiger  Zahlen  werden  alle  Summanden  auf 
die  gleiche  Anzahl  vn?i  StclltMi  abgekürzt  angenonmien,  denn  andernfalls  würden 
im  Resultat  doch  nicht  nu  lir  .Stellen  verbürgt  sein,  als  der  am  meisten  abgekürzte 
Summand  enthält.  Sind  z.  B.  0,1.7274  und  H,4H1  zu  addieren,  so  sind  im  Resultat 
die  Zehn  tausendstel  und  die  Hundertiansendstel  nicht  zu  bestimmen,  weil  sie  in 
dem  zweiten  Summanden  fehlen.    Man  kürzt  daher  den  ersten  zu  0,153  ab. 
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Zur  R«>sf immiiii^  der  Fi-hli^rt^rcnzc  der  Summe  ist,  du  dif  l'chlcr  .illcr  t'iii- 
zelnen  Summandfii  mÖRlirht'nvcist'  in  drmsribrn  Sinne  wirk<'n  kontu't»,  «'inr  halb«* 
£mheit  der  letzti'ii  bcmitztL'u  Dezimale  mit  der  Anzahl  der  Summanden  zu  multi- 
plizieren. Werden  z.  B.  zwölf  funfatellige  Dezimalbrfiche  addiert,  Bo  kann  die 
Summe  bis  zu  sechs  Kinheiten  der  fünften  Dezimale  zu  prolJ  oder  zu  klein  sein. 
Hiernach  lalit  sieh  um-iekeliri  leicht  bestimmen,  w  ievtt  [  I  )»  zimalstclleii  die  Sum- 
matiden haben  müssen,  aul  wie  viele  mau  diese  also  abzukürzen  hat,  falls  sie 
genauer  gep^eben  sind»  damit  der  Fehler  in  der  Summe  eine  vorher  angegebene 
Grenze  nicht  übersteige.  Um  die  ii-te  Dezimale  in  der  Summe  sicher  zu  haben, 
so  daü  a!sn  di  r  Fehler  der  Summ«*  ein«*  halbe  Einheit  dl<  s<  r  //-len  St«*Ile  nicht 
überstrit:!.  muL»  mnn.  wenn  fli<*  Zahl  d«*r  Siiinmanden  unter  ](l  ist,  //  -j-  1-stellif;«* 
Zahlen  adili«'r»*n;  hei  ni«-lir  als  1  (j  und  w«*urg«T  als  lUU  Summanden  müsseu  diese 
n  +  2-steHi]^  sein. 

Für  genauer«*  R«chnun^«-n  mit  abgekürzt  n«-i;eb«'nen  Zahlen  fügt  man  der 
Summe  die  An^ab«*  ihrer  !">  tili'r^renz(*  hinzu.  IIierb«'i  können,  wenn  \nn  den 
verschiedenen  Summanden  verschied«*ii«*  Anzahlen  von  Stellen  bekannt  sind,  die 
überzäliligeu  Ziffern  zu  einer  Verminderung  der  anzunehmenden  Fehlergrenze  von 
Nutzen  sein.    Ist  z.  B.  die  Summe  folgender  Zahlen  zu  berechnen 

0,38721 
4,1276  . 

so  f>rhält  man  nach  Abkürzung  des  erst<>n  und  des  dritten  Summanden  auf  je 

drei  Stellen  die  Summe  O.SSf  mit  d«'r  l'f*hl»*rL:rnn7<"  'l.fMil."».  Benut7:t  tnan 
dagegen  die  Kcnnlnis  auch  der  vif-rleti  Siel!«*  in  zwei  Summanden,  so  erhält  man 
zwar  die  Summe  ebeidalls  nur  aul  drei  D«*zimalstellen  verbürgt,  aber  zur  Fehler- 
grenze nur  +0,0006,  da  man  die  Fehler  jener  beiden  Summanden  genauer  kennt. 

B«*i  d«'r  Subtraktion  unvollst ä n d i «e r  Zahlen  gilt  Entsprechend «-s,  wie 
b«*i  d(*r  Ad<lilion.  Die  FehlergreuT'c  tli  r  DUTi  rrnr  7:wefer  rr-«)telli;,"*ti  T)«'7ima!brnrh<* 
ist,  da  auch  hier  di«*  F«-hler  der  einzelnen  (ili«*d«*r  sich  summieren  können,  gleich 
einer  ganzen  Kinheit  der  »-ten  Stelle.  Um  also  n  Stellen  verbürgt  zu  erhalten, 
müssen  der  Minuend  nnd  der  Subtraihcnd  m  +  l*stellig  genommen  werden. 

4.  Um  d«*n  lM*hl«T  bei  der  Multiplikation  zweier  unvollständig«T 
l  )e/.i  malzahl «•  it  zu  {>•  iirt<  il*'n ,  sri  angi*noinm«*n,  daU  «'ine  m-strlü^c  Znhl  mit 
einer  Ä-slelligen  multipliziert  werden  solle.  üei  vollständiger  Ausrechtutng  er- 
scheinen dann  im  Resultat  m  +  «  Dezimalstellen;  man  sieht  jedoch  ein,  daß  diese, 
wenn  die  Faktoren  abgekürzte  Zahlen  waren,  nur  zum  Tt^il  brauchbar  sind;  denn 
higt»*  man  j»*nen  Faktori-n  noch  «'in«'  od«'r  mehrcr«-  l)«'zimalsi«*ll«*n  hin/n.  würden 
auch  die  letzt«*n  Ziffern  des  vorigen  Resultats  anders  austallen.  N'ergleichl  man 
z.  B.  die  beiden  Kechmingen 

0..:  1     .  0,24a  1  s_>:i .  «»,24:u 

s7JS  «7202 

«ir.4«;  ü'iiuu 

l>,u."»a<rJL?(i  «7292 

0,<ir>Hn7182 

mileinander,  so  «•rk<-iiin  man  leicht,  dalt,  w<  iin  die  Faktoren  des  ersteu  l'ruthikls 
durch  .Abkürzung  ans  denen  dos  zweiten  entstanden  sind,  von  dem  ersten  Resultat 

nur  0,().".;5  richti-^  ist.     Die  Berecliiumg  der  ührigi-n  Sl«*llen  war  dalu*r  überllüssii;. 

Aiirh  wenn  dit*  beiden  laktoren  i;<*nau<'  Zahh-ti  sind,  im  Resultat  jedoclt 
keine  so  groüe  ( ienaiiiizkeii ,  als  es  in  dies«*m  Fall«-  l>ietet,  verlangt  ist,  entsteht 
die  Aufg.ibe,  durch  ein  abgekürztes  Multiplikationsverfahren  die  Betech- 
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nullt;  (Irr  iibt'rflüssin«'n  Zitfrrn  zu  rrspami.  G«'nÜRt  z.  B.  für  die  praktische  Aii- 
w'rnduriR  die  Gcnauifikpit  von  drei  Dezimalen,  und  multipliziert  man  zwei  jjenaue 
dreistellige  Dezimalbrüche,  so  erhält  man  im  Resultat  sechs  Deziroaleu,  von  deiieit 
die  drei  letzten  wieder  gestrichen  werdeiit  ao  daß  also  ihre  Berechnann^  nicht 
nötig  war. 

Man  beachte  dir  den  vorliegenden  Zweck.  d.iG  ein  Produkt  unvollstfin(Iii:er 
Zahlen  höchstens  mit  derjenigen  Genauigkeit  angegeben  werden  kann,  die  das 
Produkt  des  minder  genauen  Faktors  mit  der  höchsten  Stelle  des  genaueren 
Faktors  erhält  Daher  nehme  man  den  angenaueren  Faktor«  also  den,  der  die 
\venii;sten  geltenden  Ziffern  hat,  zum  Multiplikan(!en.  Multipliziert  man  dann  auf 
die  Art,  bei  der  man  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplikators  beyinnt,  so  hat 
man  nur  die  nach  rechts  auiizurückeaden  Stelleu  der  folgenden  l'eilprodukte  weg- 
snlaasen  nnd  zu  beachten,  ob  infolge  dieses  Wegtassens  die  letzte  bleibende 
Ziffer  zu  erhöhen  ist.  Man  verküizt  also  den  Multiplikand  für  jedes  folgend« 
Teilprodukt  um  eine  Stelle,  wie  das  nachstehende  Beispiel  zeigt: 

5.274  *  8,165 

42492 

r>27 

f.Utöl 

Für  das  erste  Teilprodukt  ist  hier  ."1.27  i  mit  S  multipliziert;  dann  ist  in 
r>,:i74  die  letzte  Ziffer  4  weggelassen,  also  027  mit  1  multipliziert;  darauf  ist 
auch  7  weggelassen  und  also  für  das  dritte  Teilprodukt  nur  5,2  •  C  berechnet, 
jedoch  dabei  beachtet,  daU  die  weggelassene  Ziffer  7  durch  ihr  Produkt  mit  (» 
noch  (las  'I'eII|)rodukt  um  die  im  Sinne  behaltene  4  erhöht;  endlich  ist  .">  mit  .'» 
multipliziert  und  das  Teilprodiikt  ura  die  aus  ä  •  2  im  Sinne  behaltene  1  ver- 
mehrt. In  dem  Produkte  ist  in  der  Regel  nur  die  letzte  Stelle  unsicher,  da  die 
Fehler  der  letzten  Stellen  der  Teilprodukte  diese  beeinflussen  können. 

Um  jedoch  die  Fehlergrenze  des  abgekäizten  Produkts  näher  zu  bestimmen, 
unterscheiden  wir  den  Fall,  in  dem  die  gegebenen  Faktoren  genaue,  und  den, 
iu  dem  sie  abgekürzte  Zahlen  sind.  Im  ersten  Fall  entiiteht  eine  Ungeuauigkeii 
des  Produkts  mar  dadurch»  daß  die  einzelnen  Teilprodukte,  mit  Ausnahme  des 
ersten,  abgekürzt  worden  sind;  die  Unsicherheit  beträgt  also  so  oft  eine  halbe 
F.inheit  d<'r  letzten  angegebenen  Stelle,  als  die  um  1  verminderte  Anzahl  (b-r 
geltenden  Ziff<'ni  des  ^^d^ip!ikato^s  angibt.  Man  kann  selbstverständlich  dies»' 
Unsicherheit  verringern,  wenn  man  bei  der  Multiplikation  auch  den  Betrag  der 
jedesmal  zuerst  weggelassenen  Ziffer  des  Produkts  berficksichtigt 

Sind  dagegen  die  Faktoren  abg«'kurzte  Zahlen,  so  multipliziere  man  jeden 
der  l  aktnren  mit  der  erst«'n  fehlenden  Stelle  des  andern  Faktors,  für  die,  falU 
sie  unbekannt  ist,  .'i  genomm<'n  werden  muU,  und  addiere  die  beiih'ii  Produkte. 
Denn  ist  z.  B.  eine  vierstellige  Zahl  </  mit  einer  dreistelligen  b  zu  multiplizieren, 
SO  hat  man 

(tf  -r  i»,0OU0r.)  .  {/;  -    U.OüU.'»)  =  ab-\-  U,(»Ot)0.'j  •  b  +  «MMJt»:»  •  a  ^  U,U(i(MM)(Mij:» . 

Vernachlässigt   man   das  geg*'"  übrigen  kleine  Ict/tr-  Glit d  il,i-;er  Fiit- 

wicklung,  so  sieht  mau,  daü  das  Produkt  um  +  (t),«JUUU'>  •  b  j  «i,(juu"»  •  a) 
unsicher  isu 

Für  die  Praxis  genügt  meist  schon  folgendes:  Man  multipliziere  die  erste 

fehlende  Stelle  jedes  Faktors,  für  die  nötigenfalls  .5  angenommen  wird,  mit  der 
höchsten  geltenden  Ziffer  ries  andern  l-'aktors;  dasjenige  dit'ser  beiden  Produkte, 
das  deu  höhern  Wert  hat,  bestimmt  die  höchste  unsichere  Ziffer.    Für  das  Produkt 
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2,1 1") 7  .  .  .  s^:*>7,{2  brispi.  lswcisr  h.if  man  O.OOOOr»  •  .S00(»  =-0.1:  2  •  0,00."» 
=-=  0,01 0  :  die  Lnsiriirrhcit  beträfet  also  jedenfalls  mehr  als  0,1  und  reicht  also 
schon  bia  in  die  Ordnung  der  Zehntel.  Ebenso  erhält  mau  z.  B.  für  0,4 23U  . . . 
X  934253  . . .  zunächat  0,00005  *  10  »  0,0005  ;  0,4  •  0,000005  ^  0.000002  , 
als  Fehlerjjrenze  darf  daher  0,0005  anyenommeu  werden. 

5.  Fiir  die  Division  mit  unvollständigen  De?  i  m  n  Ira  h  1  'mi  erhält  man 
durch  entsprechende  Entwicklungen,  wie  bei  der  Multiplikation  lolgendes: 

£a  sei  ninächst  vorausgesetzt,  daJt  Diviaor  und  Diiridend  genaue  Zahlen  sind, 
und  nur  da^i  Resultat  bis  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Stellen  abgekfirst  er- 
scheinen soll.  Man  ht  sfinmir  die  erste  gellende  Stelle  des  Quotienten  wie  ge- 
wöhnlich und  kann  dann  am  h  noch  belichii;  viele  folgende  Ziffern  in  gleicher 
Weise  berechnen,  ehe  man  das  al»gekurzte  Di visionsve rfahren  beginnt.  Bei 
diesem  hängt  man  an  den  jedesmal  vorher  gebliebenen  Rest  nicht  die  betreffend** 
ZilTt-r  des  Dividendrn  oder  eine  Null  an,  sondern  streicht  jtdi  stiial  die  letzte  vor- 
haii(lrnt'  Ziff<T  ili's  Divisors,  berücksichtig:'  icd(ich  bei  der  Bildung  des  Tcilj)ro(!)ikf< 
diese  weggelassene  Ziffer  noch  in  (iedanken,  um  das  dabei  im  Smn  Behaltene 
SU  verwerten.  Im  folgenden  ist  die  genaue  Division  zweier  Dezimalzahlen  mit 
der  abgeküisten  in  verschiedener  Ausdehnung  der  Abkfirzong,  an  einem  Beispiel 
zur  Yergleichung  zusammengestellt: 

20349,85  :  312,4  »  20.H408,5  :  8124 
2o:t4!)S,5  :  3124  =  65,1403649  . . 

1ÜÜÖ8 

43H5  2o:MI)S,r> :  iiV^4.  05,1403040 

12G1U  10058   

11400  4385  203408,5  :  3124  65,1404 

20280  12G10  100r..S 

10300  11400  IHS.-»     2o:U9s,r,  :  3124  =.  65,140 

28040  202S  1201  10058 

524  154  12  439 

29  0  127 

1  2 

Um  hierbei  die  Fehlergrenze  des  Quotienten  zu  bestimmen,  beachte  man 

zunächst,  daü  der  Fehler  bei  der  vollständigen  Division,  in  Einheiten  der  letzten 
Stelle  des  <.)noticntcn  rms'^ed rückt,  gleich  dem  (Juötirntcii  des  zuletzt  }^cl>!ichenen 
Restes  durch  den  Divisor  ist,  im  obigen  Beispiel  also  gleich  ..,'^'^*4  •  Bei  der  ab- 
gekürzten Division  ist  der  letzte  Divisor  die  höchste  Ziffer  des  ursprünglichen 
Divisors,  der  letzte  Rest  aber  kann  bis  zu  so  vielen  halben  Einheiten  der  be- 
treffenden Stelle  ungenau  sein,  als  <lie  .\nzahl  der  abgekärzi  berechnt-ten  Teil- 
produkte beträgt.  M.in  erhält  h'crnarh  die  Fehlergrenz»*  des  (J'uotiemen,  wenn 
man  den  letzten  Rest  um  diesen  möglichen  Fehler  vermehrt  oder  vermindert  und 
das  Resultat  durch  die  erste  geltende  Ziffer  des  Dinsors  dividiert. 

Sind  ferner  schon  der  Divisor  und  der  Dividend  ungenaue  Zahlen,  so  wird 
die  erste  Sti  Ilf  des  (Quotienten,  wie  gewöiinlich,  bestimmt  und  für  die  lolg«>nden 
sogleich  das  at>gekürzte  \'erfahren  in  der  vorher  angegeb^^nen  W<'ise  angew«'ndet, 
so  daÜ  also  au  keinen  Rest  eine  weitere  Ziffer  des  Dividenden  oder  eine  Null 
angehängt  wird.  Ist  der  Divisor  genauer  als  der  Dividend,  so  muß  man  den 
Divisor  so  weit  abkürzen,  bis  sein  Produkt  mit  der  ersten  Ziffer  fh-s  Quotienten 
vom  Dividenden  abgezogen  werden  kann.    Li  0,527  :  471,89  z.  B.  oder 

52,7  :  471. =19  ^  0.00112 
56 
0 
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sind  an  52,7  nicht  dif  fehlenden  zwei  Xulltii  air/.uhäiitrtMi ,  sniulcni  471311  ist 
durch  Abstreichen  von  zwei  Stellen  abzukürzen,  man  subtrahiert  also  171  ^  oii 
."»27,  streicht  darauf  im  Divisor  auch  die  1  und  dividiert  also  mit  47  in  den  vor- 
her gebliebenen  Rest  56.  Darauf  wird  mit  4  in  den  Rest  9  dividiert,  jedoch 
berücksichtigt,  dal.'  die  wejjgelassene  Ziffer  7  des  Divisors  noch  eine  im  Sinne 
behaltene  1  zu  dem  l'rddiikt  I  •  2  8  liiiiznfiii;t.  Der  Ici/.ir  T\i  >t  ist  also  U. 
Hierbei  ist  die  letzte  Stelle  des  Quotieulen  infolge  des  möjjlichcn  Fehlers  in  dem 
letzten  Reste  unsicher. 

Ist  dagegen  der  Divisor  ungenauer  als  der  Dividend,-  so  ist  der  Dividend  auf 
so  viele  Stellen  abzuliärzen,  als  zur  Subtraktion  des  eisten  Teilprodukts  erforderlich 
sind  und  dann  ist  wie  vorher  abgekürzt  zu  dividieren. 

Beispiel:    643,lft  :  5,U2  ^  64318(0) :  5142  *-  125,1 

1200 

5 

0. 

Das  erste   i  edpro(Uikt  51 12  •  1  =  5142  ist  hier  von  abgezogen,  ilie 

folgende  Ziffer  S  wird  abgestrichen  und  nur  insofern  berücksichtigt,  als  der  Rest  1289 
um  1  zu  erhöhen  ist.  Dann  wird  im  Divisor  die  2  abgestrichen,  darauf  das  Teil« 
prodttkt  2  •  514,if  =  102s  vom  Reste  120t»  subtrahiert,  dann  auch  die  4  im  Divisor 
abpesfricheü,  flas  neue  Teilprodukt  51,4  •  5  =  2ö7  von  dem  vorigen  Reste  2ü2 
subtrahiert  u.  s.  w. 

Die  genauere  Bestimmung  der  Fehlergrerase  ist  hier  umständlicher  als  vorher, 
weil  nicht  blott  die  Ungenanägkeit  des  letzten  Restes,  sondern  auch  die  des  Divisors 
und  des  Dividtmden  zu  berücksichtigen  ist.  Man  kann  folgende  Regel  aufstellen, 
welche  daraus  folgt,  daU 

X  -  —  XTi  ,>  Ti        oder  >   <>  +     e  ; 

b  —  E     b  b{b  ■  t)  b{b~-  e)         b*  \      b  / 

ist:  Man  multipliziere  eine  halbe  Einheil  der  letzten  Stelle  des  Divisors  mit  dem 
auf  seine  erste  geltende  Ziffer  abgekürzten  Quotienten,  addiere  zum  Produkt  eine 
halbe  Kinheit  der  letzten  St»'lle  des  Dividenden  und  dividiere  die  Summe  durch 
dfii  T)I\is()r  'mIi-!  sciiir  höchste  pclfMidi-  Stille.  Der  I'rhier  ist  kleiner  als  das 
hierbei  entstehende  Resultat.  In  dem  vorher  beretiineten  freispiel  <i43,lS  :  5,142 
hat  man  also,  da  043,18  auf  ü43,2  abgekürzt  wird,  (0,0005  •  lOU  U,05) :  5  --  0,02, 
in  dem  diesem  vorhergehenden  Beispiel  0.527  : 471,39,  das  auf  0,527  : 471  ab- 
gekürzt wurde,  (0,5  •  0,001  -|-  0,0005):  500  -  0,00O0o2  . 

f{.  Arnvendung  der  Rechnung  mit  unvollständigen  DezimaUablen  zeigen 
folgende  Beispiele : 

1.  Das  Licht  gebraucht  8,22  Minuten,  um  den  W«g  von  der  Sonne  bis  zur 
Erde  (20658000  ^eogr.  Meilen)  zurückzulegen.  Wieviel  Meilen  durchläuft  es  in 
jeder  Sekunde? 

S,22  mm  ^  S,22  •  00  src      403,2  src 
20058  (0000)  :  4032  ^-  41hOO  Meilen  . 

930 

437 
43 

.^1 

2.  Kin  Mondinonat,  d.  h.  die  Zeit  von  einem  Nenmoiule  bis  zum  nächsten, 
dauert  29')?,(C,<.<  Tage.  Wieviel  Mondmonate  vertlieiJcn  in  19  Sonnenjahren, 
wenn  ein  solches  zu  305,24222  Tagen  gerechnet  wird? 
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mö:242-22  . 09390022  :  295805,88  =  234,997099,  rund  235  Moiiatf, 

l{0r»2,1222^  '  10:i.'U84(5 
:V2S7  1SOO  117"*;70 
0939  0U22  294447 

2SG72 
209.'» 
2S 
2  ' 

0  . 

Mail   btTt  rliii''   f!rn   Flrioheniiihalt        »-ines  Krcises,  wenn  der  Radius 
r=2,17lSw  •^(•urlirn  ivi.  ist  /-"—Tir-,  also 

r-      2,\:x  .  2,17S  ,  4,743  .  3,142  -  14,902  . 

4,350  ■  14,229^ 

21 s  474 
152  190 

17   9 

4;743  14,902 

4.  Man  berechne,  wieviel  Tage,  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  ein  Jahr 
hat,  wenn  es  365,24222  Tage  enthält. 

0,24222  «  24  0,813H  .  60  0,79«  *  60 

4,8444  48,798  47,8W 

9689 

5,81  B3 

Also  ist  ]  Jahr  s  H65  Tage  5  Stunden  48  Minuten  47,9  Sekunden. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Operationen  dritter  Stufe. 

§  10.    Das  Potenzieren. 

1«  Ein  Produkt,  dessen  Faktoren  einander  gleich  sind,  wird  eine  Potenz 
genannt  und  durch 

f M  /.  irhnot ,  \vob«'i  tt  «*iti>  r   (I<t  t:lriclKMi  l  aktorcii,  n  «lic  An/alil  du     i  I'aklnrcii 
ist  uikI  (i  dir  Basis,  ;/  (i<T  Kxpotit'iit  der  l'otonz  yf-uaiini  wird.    Man  li«*st  den 
übij^cn  Ausdruck    tj  zur  n-U'ii  Poteiu    odt-r  kurz    a  zur  n-Wn  ,  oder       hoch  n  . 
Der  Exponent  ist  eine  naturliche  Zahl. 

Es  ist  also  3-  =  3 •  3  »  9:  2<  2  •  2  •  2  •  2  »  16:  a»^a»a»a.  (vgl.  §  5 
Nr.  3). 

Die  Bfreclmuiig  des  Wertes  einer  Potenz,  als  einer  Verbindung  zweier 
Zahlen  a  und  »  wird  als  eine  neue  Operation  mit  dem  Namen  Potenzieren 
bezeichnet  und  ist  eine  dritte  Stufe  der  möglichen  Verbindungen  von  Zahlen. 

Bei  dieser  ()|)cration  ers^ibt  sich  fiiie  wesentlirlie  Abwi'ichuni;  von  den 
beiden  \  f>r!i*'ri:i  !p ml'  n  rl  r.  kten  ( )prra»ioiiei)  erster  mid  z\veit<T  Stuf«-,  der 
Addition  und   (irr   Midtipiikation.    Denn   während   bei  diesen  die  Grundjieselze 
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<t  />  ^  b  -\-  a  und  n  •  b  =  b  '  a  Geltung  hotten,  z«'i<;t  bri  der  Potensieruni; 
jedes  beliebige  Beispiel  (mit  Aiiäiiahnic  von  2^  und  4'-'),  dali 

o"  nicht  gleich  «" 

ist.  Dil'  Bt'standtf ilc  einer  Potrnz  können  nicht  vertauscht  werden.  Addition 
und  Mulliplikatioii  sind  kom  mts  t  a  t  i  \  !•  ( ypiTafionen,  das  l'ntfiizicrriT  nicht.  Daher 
erhalten  die  iiasis  und  der  Kxponeni  keinen  geraeinschaitlichen  Namen  und  die 
beiden  umgekehrten  Operationen,  die  aas  der  Potenzierang  hervoi^ehen,  nämlich 
die  Bestimmung  von  x  aus  den  Gle"ichunj:en  .v"  =^  c  und  «i*  =  r  sind  verschieden. 

Die  /.weite  Potenz  <i'-  einer  Zahl  a  wird  das  Quadrat  diest^r  Zalil  tjenannt 
und   *»;  im  f,)uadrat'    oder  abgekürzt   'rf(,>tiadTnt     geh*sen.    Die  dritte  Potenz 
heißt  auch  der  Kubus,  die  vierte  das  Üitjuadrat  von  a. 

Zwischen  dem  Begriff  der  Potenz  <»*  und  dem  Begriff  ihres  datch  Ausführang 
der  Rechnung  entstehenden  Wertes  bestehen  analoge  Bestimmungen,  wie  bei  den 
(.Iperationen  er«f(*r  zweiter  Stuft  . 

2.  Zur  lüitwickhni^  der  (iesetze  des  Polenzierens  lassen  wir  zuerst  die 
Basis  ij  einen  mittels  der  bekaniueu  Operationen  zusammengcäeLzteu  Ausdruck 
sein  und  erhalten  folgende  Regeln: 

Für  die  Potenzierung  einer  Summe  oder  Differenz  ergibt  die  Aus- 
führung der  Multiplikation  in  •  [a-^b)  » {a-t  ö)  , , daß 

[a  +  b)^  -      +  3  a^b  +  3  a  b^-  -f  b'^  , 
(ä  +  tf* -h  4ir»*  +  6<i«**  +  4   ^»  + 

und 

{a  -      =  tf«  -  3       +  3  ff*»  —  ^  , 

(ir  —  *)* IX*  -  4rt»*  4-  — -  4«^  +  *i 

ist.  Man  ersieht  schon  hieraus,  daü  die  Aulgabe,  alltjemein  eine  Formel  für  die 
Entwicklung  von  {a  +  bf  auhcustellen»  zu  keinem  Resultate  führen  kann,  das  hin- 
reichend einfach  ist,  um  an  dieser  .Stelle  Erörtenitii;  finden  zu  können.  £s 
emjjfirlilt  sich  daher,  vorläufin  bei  .\n*^(Inii  kei(  vOf>  der  Form  i<f  *  h)"  di«"se  un- 
\erandert  zu  lassen  und  bei  Zahlenbeispielen  die  Ausrechnuni;  des  Resultats 
dieser  Form  entsprechend  vorzunehmen.  AuÜer  den  obenstehenden  einfachsten 
Fällen  merke  man  sich  außerdem,  daß  {a-¥bY  nicht  gleich  <f*+^  gesetzt 
werden  darf,  n  nzu  eine  vermeintliche  Analogie  mit  {a-\-  b)*  n  Anfänger  irrtümlich 
verleiten  könnte. 

Für  die  Po t e nz i e rn  n L'  eines  Pro(iukis  lolfjt  dagegen  aus 

(<i  b)"  =  {a  b)  (</  /')  {ab)  .  .  .--  ^     a  a  ...")>  (b  b  b  .. . 

1)  {ub)"^ti"'b"  , 

und  dieses  G»m  !/  lälit  sich  leicht  auf  I'rodukf«'  mit  lidii  hiL,'  \ielen  I-aktoren  ati<- 
<lehnen,  die  also  potenziert  werd«Mi  ktituien,  indem  man  jeden  Faktor  poten- 
ziert und  dann  die  Potenzen  multipliziert. 

In  ent^rechender  Weise  ergibt  sich  für  die  Potenzierung  eines  Quo- 
tienten aus 

\b)    ^  b  '  b  '  b  "  '  ^  b  bb  TT,  ' 


oder  daü  ein  Rnnh  |>  f  i  f  c  t!  zi<' rl  wird,  iinii  in  in  n  ii  Zähler  und  Nenncr 
potenziert  und  die  Potenzen  entsprechend  dividiert. 
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So  ist  b«>is))u>)äwei8e  auch 

Ferner  ist 

Man  sieht  ein,  daß  die  Potenzen  echter  Bräche  hi(>rii.u  h  um  so  kleiner,  die 
Potenzen  unechter  Bntrhe  um  so  größer  werden,  i«'  ^röLlt  r  der  Exponent  ist. 

üm  endlich  eine  Potenz  a"  zu  potenzieren,  hat  mau  1)  wiederholt 
anznvenden  und  findet 

Außerdem  kann  man 

{fTf  —  [aaa  {aaa  . . .'")  •  {aaa 

setzen  und  erkennt,  daß  man  nach  Kntfernung  der  Klammern  ein  Produkt  erhält, 
dessen  Faktoren  sämtlich  gleich  a  sind,  und  in  dem  die  Anzahl  firr  Faktoren 
gleich  m  •  n  ist,  so  daß  es  als  Polenz  tj^"  lieschriehcn  werden  darl.    Somit  ist 

3)  =  . 

Soll  eine  Potenz  potenziert  werden,  so  kann  man  die  Reihenfolge  der  £x- 

pmieiuen  ändt  rn  oder  di«r  R;isis  mit  dem  Produkt  der  F.xponenten  poten/irreri. 
Ihrsclbe  Kegel  laßt  sich  durch  Wiederholung;  aul  mehr  ahi  zwei  auleinander 
l<jig«  Ilde  Exponenten  ausdehnen.    So  ist: 

3.  Während  vorher  für  di«'  Basis  einer  Potenz  <'in  /n<;ammengesetzter  Aus- 
druck gesetzt  war,  soll  nun  angenommen  werd-  ii.  daß  der  Exponent  eine  Summe, 
eine  Difterenz,  ein  Produkt  oder  ein  Quoti«*nt  s«'i. 

Soll  ein  Produkt  von  m-^n  gleichen  Faktoren  a  gebildet  werden,  so  kann 
man  das  Prodnkt  in  xn'ei  von  m  und  n  Faktoren  zerlegen,  also 

m  H 

a"*      =  aaa  . . .  '  aaaa  , . . 

setzen,  so  daß 

4)  Ä**  +  *  aas         .  fl* 

erhalten  wird. 

F,  ine  Zahl  wird  mit  c-incr  Stimme  pnt  <•  »ziert,  indem  man  sie  mit 
jedem  liummaiHlen  potenziert  iiud  du-  i'otenzcu  multipliziert.    So  ist 

3?  =  3^  + »  =- 3- •  , 

+  •  =  ff* +J' =  tf*  •  tfJ' •  a*  . 

Ist  der  Exponent  eine  Diflerenz  m  —  » ,  und  nimmt  man  die  Basis  a  zunächst 

w  mal  als  Faktor,  so  hat  die  entstandene  Potenz  a'"  den  Faktor  ff  mal  mehr  als 
verlangt  ist.  Die  n  über/.äldigen  Faktoren  können  durch  Division  mit  <?*  wieder 
entiernt  werden,  und  somit  ist 


Eine  Zahl  wird  mit  einer  Differenz  potenziert  indem  man  sie  mit 
dem  Minnenden  und  Subtrahenden  potenziert  und  die  erste  der  beiden 

Potenzen  diir«-h  die  zweite  dividiert.  Hierbei  ist,  da  /«  —  n  eine  natür- 
liche Zahl  sein  muß,  vorausgesetzt,  daß  der  Minuend  m  größer  ist  als  der  Sub- 
(rahoiul  n. 
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Ist  ferner  der  Exponent  ein  Produkt  m«,  so  erpbt  sich»  indem  man  mn 
als   «  iii'   Summe  /// -j- jw -}-... "  oder  «  +  «  +  «  +  darstellt,  aus  4),  oder 

auch  durch  Umkehmng  von  3) 

6)  ««•■  =  («-•>-  =  . 

Kinc  Zahi  wird  mit  eiaem  Produkt  potenziert,  indem  man  sie  mit 
(!rn  Faktoren  nacheinander  und  cwar  in  beliebiger  Rethenfolge  po> 

tt*  HZ  iert. 

Der  Fall  endlich,  in  dem  der  Exponent  ein  Quotient  ist,  kann  nach  der 
Erklärunir  der  Potenz  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Dividend  ein  Vielfaches  des 

Divisors  ist. 

4.  Z»  der  Auftjnbe,  dir  Gosftzc  des  I'ot^nzii'icns  mit  znsnnim(*nt!«'Sftzti'U 
Zahlen  zu  entwickeln,  tritt  noch  die  hinzu,  die  verschiedenen  Rechnungsarten  auf 
Potenzen  amsnwenden,  also  zn  f raffen,  wie  man  Potenzen  addieren,  subtrahieren, 
mtütipltzieren,  dividieren  o<U*r  pott  ii/,i>  r<  ii  kann. 

Für  die  Addition  und  Subtraktion  brli.  bii;er  Potenzen  lass<^n  sich  keine  ein- 
fachen Gesetze  entwickeln.  Ausdrücke,  wie  a'" -\-  h" ,  können  also  nicht  durch 
pleichwertijic  von  einlacherer  Form  ersetzt  und  müssen  bei  bestimmten  Zahlen- 
beispielcn  ausgerechnet  werden.  Daß  man  sich  insbesondere  zu  hfiten  hat,  etwa 
a" -^r  ^  (a by  zu  setzen,  fol^jt  aus  Nr.  2.  Auch  ein  Produkt  beliebiger 
Potenzen  gestattet  keine  einfache  l'nifomiunp.  Dageuen  ist  eine  solche  möglich, 
wenn  entweder  die  Basen  oder  die  Exponenten  einander  gleich  sind,  und  das- 
selbe gilt  für  Quotienten  von  Potenzen.  Man  erhält  nämlich  durch  Umkehrung 
der  Formeln  1)  bis  4)  die  folgenden: 

7)  .  o-  «  a-  + «  ,     ^  «        «  , 

ff* 

Diese  Regeln  lassen  sich  kurz  ausdrücken: 

Potenzen  mit  gleichen  Basen  werden  multipliziert  oder  dividiert, 
indem  man  ihre  F,xpnnrnti*n  addirrt   (mIit  su  b  1  i  a  h  i  <•  rt: 

PntfMiz'u  mit  gleichen  Kx])  o  nc  ii  l  e  n  werden  multipliziert  oder 
dividiert,  indem  man  die  Basen  multipliziert  oder  dividiert. 

Daher  ist  auch 

ff* 

Die  Potenzierimii  einer  Potenz  ist  bereits  durch  ?>]  rrh  tÜL:!. 

5.  Nach  der  F.rklärung  der  l'otrnz  kann  nur  die  Basis  gleich  Null  oder 
negativ  sein.  Ist  die  Basis  U,  so  toigt  aus  0  .()  =  (>,  daü  jede  Potenz  der 
Zahl  (»  gleich  Null  ist.    Ist  die  Basis  negativ,  so  folgt  aus 

=  (---  (j)  •  (  —  (7)      --,t-  :    t  {  —(J)-  '  {  —  <7)  =  — (?'  , 

u. «.  w.,  allgemein 

d.h.  man  potenziert  eine  negative  Zahl,  indem  man  ihren  absoluten 
Wert  potenziert  und  der  Potenz  he]  geradem  Exponenten  das  Vor- 
zeichen ,  bei  ungeradem  Exponenten  das  Vorzeichen  —  giht.  F"ur 
positive  Zahlen  ist  immer  =  -\-a*. 

Obgleich  der  Exponent  einer  Potenz  nach  der  Erklärung  in  Nr.  1  nie  Null 
oder  negativ  sein  kann,  so  läßt  sich  doch  diese  Erklärung  dergestalt  erweitemp 
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daß  der  Betriff  der  Potenz  allgemeiner,  auch  fär  die  genannten  Fälle  gäUig 
bleibt.    Betrachtet  man  nämlich  die  Reihe  der  Potenxen  einer  Zahl  tf, 

«*,  ff*,  a*,      ...  a*,  .  , 

so  erkennt  man,  daO  jede  aus  der  folgenden  durch  Division  mit  a  abgeleitet 

werden  kann,  S<'i7.i  man  die  Reihe  nach  dem  gleichen  BiUhni^sm'setz  rückwärts, 
also  über  ihren  AtifaiiL;  Iiiiiau<  fort,  so  wird  mnn  zunächst  darauf  'ji  fuhrt,  ntuer  , 
welcher  Ausdruck  als  l'rodiikt  mit  nur  einem  Faktor  nach  dem  Irühercn  strenü 

genommen  auch  keinen  Sinn  haben  «rürde,  den  Wert  von  -      « ,  dann  unter  rr" 

<t 

a  1 
den  Werl  von  ——1,  unter  a    ^  den  Wert  von  —  u.  s.  w.  zu  verstehen,  also 
a  a 

ff""*  —  \  ,  ff~*  =      u.  5.  f.  zu  setzen.    Benutzt  man  also  jenes  Bilduii^s-jesetz 
(I-  ti 

zu  einer  enveiterten  Definition  des  Potenzbegritis,  oder  setzt  man,  was  aui  das- 
selbe hinauskommt,  fest,  daß  allgemein 

ff*" 
ff" 

sein  solle,  wenn  auch  der  Wert  der  Differenz  m  —  m  negativ  siMn  möge,  so  erhält 
man  insbesondere 


tf«=  1 


'  -  ( '-)"  • 


Ks  ist  also  <lie  Polenz  tt"  dahin  7u  erklar«'n,  daU  a1!r  vorhanden  gedachten 

Faktoren  a  durch  Division  mit  einer  gleichen  Anzahl  wieder  entfernt  gedacht 

werden.    Die  Regel,  daJS  jede  Zahl  mit  0  potenziert  1  gibt,  hat  jedoch 

eine  Ausnahme  in  dem  Fall,  dafi  die  Basis  a  selbst  gleich  Null  ist,  denn  aus 

ff*»  ■  0*"  0 

ff«  =  ff*" —*»■.-     geht  für  den  Fall  ff  >=  0  die  Form      =     hen  or,  und  es  ist 

daher  t)"  ebenso  wie       ein  unendlich  vieldeutiger  Ausdruck. 

Kine  Potenz  mit  neirrHivem  Kxpotirnten  ist  also  zu  i  rklaren  als 
der  reziproke  Wert  der  entsprechenden  Potenz  mit  positivem  Kxpo- 
nenten.  Statt  dessen  kann  man  auch  sagen,  eine  Potenz  mit  negativem 
Exponenten  ist  gleich  der  entsprechenden  Potens  des  reziproken 
Wertes  der  Basis  mit  positivem  Exponenten.  Z.B. 


Die  Rechenregeln  für  Potenzen,  deren  Exponenten  natürliche  Zahlen  sind, 

also  für  Produkte  aus  gleichen  Faktoren,  gelten,  wie  sich  ans  der  Definition  der 
Potenzen  mit  tiep  itivcn  F.vponejuen  ergibt,  auch  für  diese.  Dies  läßt  sich  für  jede 
der  Formeln  1)  bis  t<)  nachweisen.    Z.B.  ist 

ff~'**  >  ff~"  *  ^  .    ff  »  ff~  *«  —  •  • 

a'"  +  " 

rt*^*»  .  *•  =s  .    ]  '         =(ffM  -"»  , 

ff"»    ^      (ff*)-*  ^ 

Damit  ist  erst  die  Berrchiigimg  iiaclmrwiesiMi,  »'ine  Zaideiu  i-rbiiidting  wie  </~ 
als  Potenz  auizaiassen.    Man  kann  also  allgemein  mit  Potenzen,  die  einen  nega- 


bigiiized  by  Google 


1 1        UcgrUr  der  Wurzel.    Dritte  Erweiteraug  des  ZuhlbegrifTa.    Irrationale  /Cahlcu.  47 

üvt'n  Expoiu'ntrn  habi-ii,  fbeiiso  rrrhiirn,  wie  mit  Produktfii  aus  ^Irirlicn  Faktoren. 
Die  Bfsrhränkunp;,  dnÜ  i\i't  K\]>nTit*nt  i'iiicr  Potfnz  r-irif  natürlirhf  Zahl  soiti 
luüätic,  wird  also  insoweit  aiilgfiiobcii ,  dali  er  eine  positive  oder  negative  gaiv/.e 
Zahl  sein  kann. 

Im  Resnltat  einer  Rechnung  mit  Potenzen  kann  man  negative  Exponenten 
vt-rmeiflen.  Man  kann  sie  aber,  Itfipiemerer  Schreibweise  wegen,  auch  einführen 
Oller  stehen  la«»seii.    Z.  B.  ist  gelegentlich  einlacher 

zu  schreiben. 


g  11.    Betriff  der  Wurzel. 
Dritte  Erweiterung  des  Zahlbegriffs.    Irrationale  Zahlen. 

1.  Als  erste  Umkehmng  des  Potenzierens  behandeln  wir  die  Aufgabe,  zu 

(l'-m  c^'j-ehenen  Werfe  einer  I'ntenz  iiiid  ihrem  Exponenten  die  Basis  EU  berech- 
nen, oder  den  Wert  von  o:  aus  der  Gleichung 

zu  bestinim'-ii.  Mnn  nennt  dies«'  R«Tlinnn!;sart  R.i<!i/.ieren  (uler  Wnrzel- 
ausziehen,  d«'n  j»<'^ebenen  Wert  a  der  Potenz  den  Rad i ka lui  e n ,  den  jje- 
j^ebenen  Exponenten  n  den  Wurzelexponenten  und  die  j:esuchle  Basis  die 
Wurzel.    Ffir  diese  schreibt  man 

und  liest  diesen  Ausdruck  »die  n-te  Wurzel  aus  «r«. 

Die  Wunsel  ans  einer  Zahl  ist  also  gleich  der  Basis,  die  mit  d«'m  Wurzi'l- 
>>\-pnnenten  potenziert  den  Radikanden  gibL  Diese  Erklärung  kann  durch  die 
1  ormel  da^estelll  werden: 


Du-  zwi  iic  W  urzel  h«'iür  die  < .)  u ad  r a I  w ii  rze I ,  die  dritte  die  Kubikwurzel 
aus  der  Zalil.    Hei  der  Quadratwurzel  pflej^t  man  den  Wurzelexponenten  weg- 

*/  - 

zulassen;  \ a    bedeutet  also  y a  . 

So  ist  beispielswets«'  y<j  =  3,  |  8     2,  denn  3=^  —  9,  2^  ^  8.  Ebenso  ist 

J'tf  •   I    '         <V  ,     I  .V  •  \  X  •  I  X  —  X  . 

Auä  der  Erklärung  der  Wurzel  lolgt  weiter 

d.  b.  radiziert  man  eine  Potenz  mit  ihrem  Exponenten,  so  erhält  man  ihre  Basis. 

2.  Wie  bei  den  Inversen  (umgekehrten)  Operationen  erster  und  zweiter 
Stufe,  der  Subtraktion  und  der  Division,  so  «•nisteht  aueh  bei  der  Ratlizierunp  die 
Kraj^e,  ob  diese  auch  dann  ausführbar  ist,  wenn  die  W«Tte  des  Radikanden  und 
des  Exponenten  nicht  durch  Umkehrung  einer  wirklich  ausgeführten  Poienzierunj; 
entstanden  sind,  sondern  wenn  ffir  sie  willkürliche  Zahlen  gesetzt  werden.  Zu 
dieser  Untersuchung  setzen  wir  zunächst  nur  natürliche  Zahlen  voraus. 

Man  sieht  ziuiachst  ein,  daß  nach  der  Krklinui,.'   der  \\"i.r7,rl  ans  a 

nicht  nur  der  Wurzelexponent  n  eine  natürliche  Zahl  sein  muß,  sondern  daü  auch 
der  Radikand  nicht  beliebig  angenommen  werden  kann.  Beispielsweise  sind  4, 
16,  25...  und  ebenso  \,  |,        2\  vollständige  zweite  Potenzen  und  daher  die 

Quadrarwurzi'ln  aus  denselben  möplich,  da^ieyen  ist  di«'  Aufiiabe,  zu  bestimmen, 
im  bish.  ri.j<  ii  Sinne  unlösbar,  da  sich  unter  den  bisher  bekannten  Zihlformen 
keine  Zahl  finden  läür,  deren  Produkt  mit  sich  selbst  gleich  7  ist.    Zunächst  ist 
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eioleurhtcnd,  (lali  in  der  Ri-ih«"  der  Quadrat«'  der  natürlichen  Zahlen:  1,  4,  0, 
10...  di«*  Zahl  7  nicht  rnthaltcn  ist,  und  fs  blicb<'  somit  nur  die  Mö^lirhk^'it, 

daü  \  7  durch  eine  gebrochene  Zahl  angegeben  werden  könnte.    Nimmt  mau 

nun  an,  daß  ^  dieser  Bruch  und  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedrückt 

sei,  so  dafl  also  f  und  d  relativ  prim  seien,  so  mässtc  ^  ^  7 ,  also     durch  d* 

teilbar  sein,  was  nach  §  G  Nr.  H  unin»>glich  ist.  ^  

Es  ist  nicht  schwer,  diese  Schlnfifolgemng  su  verallgemeinern.  Soll  }[a  be- 
rechnet werden,  und  ist  a  eine  natürliche  Zahl,  so  ^eliört  a  entweder  der  Reihe 

der  ft-ten  Potenzen  der  nntftrlichen  Zahlen  1",  .  .  .  nn.  fider  l!eu;t  zwischen 

7,vvei  (iliedern  dieser  Reihe,  so  daü  also  daselbst  keine  natürliche  Zahl  sein  kann. 

"   c 

Wäre  in  diesem  Falle        einer  gebrochenen  Zahl      gleich,  so  erhielte  man  in 

derselben  Weise  wie  vorher  die  unmögliche  Folgerung,  da0  r"  durch  tP^  teilbar 

sein  müsse,  auch  wenn  c  und  d  relativ  prim  sind. 

Ebensowenig  kann  behauptet  werden,  daß,  wenn  a  eine  gebrochene  Zahl 

**i —  1*/  P  <' 

ist,  ya  immer  in  dem  bisherigen  Sinne  möglich  sei.  Denn  setst  man  I/-  —  ,  • 

r  ^  « 

p      i"  Pf 
so  ist     ^  ,  und  sind  -  und      in  den  kleinsten  Zahlen  ausgediückt,  also  auch 
q     d"  q  d 

n  n 

i"  und  d*  relativ  prim,  80  muli  p  ~  (*  und  q  =  d" ,  also  c  -  -  }  /  ,  d  ~  \q  sei», 
womit  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurnckgeführt  ist. 

n 

iJie  Form  \a  führt  also  lür  deu  Fall,  daü  a  keine  vollständige  «-le  Potenz 
einer  der  bisher  bekannten  Zahlen  ist,  auf  eine  neue  Erweiterung  des  Zahlen- 
begrilla,  die  zunächst  an  einem  Betspiel  erläutert  werden  soll: 

Es  sei  die  ;\uf|iabe  jicstellt,  ^2  ZU  berechnen,  also  eine  Zahl  zu  ermitteln, 
die  mit  sich  selbst  multipliziert,  zum  Pmflukt  2  jjebe.  T)m  nun  1-  -  1  luid 
2-  =  4  ist,  so  netime  man  zunächst  an,  die  gesuchte  Zahl  lie^e  zwischen  1  untl  2. 
Berechnet  mau  nun  nacheinander  1,1-,  1,2-,  1,3-  u.  s.  w.,  so  ergibt  sich  1,4^  —  l,9(i 
und  !,.'>'=  2,25,  imd  man  kann  hiemach  annehmen,  daS  die  gesuchte  Zahl 
zwischen  1,4  und  1,.')  Iie(Te.  Geht  man  in  dieser  Weise  weiter  fort,  berechnet 
also  zunächst  die  Quadrate  von  1,41  ,  von  1,42  u.  s.  w.,  so  findet  man  1,41- 
=  l,Ubyl  und  1,42- -  2,ül64,  ebenso  weiterhin  1,414*=  l,99U:J9ü  und  1,415* 
=  3,002225  0.  8.  w.  Man  sieht  nun  bereits,  daß  man  in  dieser  Weise  die  Reihe 
der  gefundenen  Zahlen  1,  14 >  li41 ,  1,414...  immer  weiter  fortsetzen  kann, 
so  daß  das  Quadrat  einer  jeden  foljfenden  Zahl  dieser  Reihe  näher  an  die  Zahl  2 

kommt,  rtls  das*  der  \  orherjrehenden,  und  daC  ninri  also  den  Wert  von  )  2  durch 
einen  Bruch  zuar  nie?iialH  absolut  nenau,  aber  doch  bis  zu  jedem  verlangten 
Grade  der  .\unalierung  darstellen  kann. 

Derartige  Zahlen  nennt  man  irrationale,  und  im  Gegensatz  zu  ihnen  die 
im  früheren  behandelten  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  rationale. 

Eine  irrationale  Zahl  ist  also  eine  Zahl,  die  zwischen  zwei  rationalen 

*         *  -4-  1  ^ 

Zahlen  -  und  -■         so  eingeschlossen  ist,  dafi  man  die  beiden  Grenzen  ohne 

y  ^  1 

Ende  einander  nähern,  d.  h.  ihre  Differenz  —  mit  unendlichem  Wachsen  von  q 

<? 

unendlich  klein  machen  kann,  ohne  gleictiwohl  den  Wert  der  irrationalen  Zahl 
auf  diese  Weise  absolut  genau  zu  erhalten. 

3.  Eine  klare  Einsicht  in  das  Wesen  einer  irrationalen  Zahl  liefert  die 

geometrische  Veranschaulichung.  In  der  Planimetrie  wird  gezt'igt,  daß  bei  der 
Vergleichung  der  Längen  zweier  Strecken  AB  =  a,  Cl>  ^  ö  folgende  Fälle  müg- 
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lieh  sind:  1.  Man  kann  die  kleinere  Strecke  ^  wiederiiolt  auf  der  größeren  a  ab- 
tragen, ohne  daß  zuletst  ein  Rest  bleibt.    In  dieaem  Fall  ist  a  ein  Vtelfaches 

von  und  setzt  man  <7  /  «  ,  so  ist  /  eine  natürliche  Zahl.  2.  Bei  dem 
wiederholten  Ahtrapon  (ii-r  Stn-rkc*  i*  von  der  Strecke  (t  bleibt  zuletzt  ein  Rest, 
der  kleiner  als  />  ist,  aber  man  kann  eine  dritte  Strecke  c  tindeii,  die  sich  sonohl 
auf  ^  als  auf  «  ohne  Rest  abtragen  IftßL  Es  ist  also  a  ein  Vielfaches  eines 
ganxiahligen  Teiles,  ».B.  das  /«-fache  des  «-ten  Teiles  von  und  in  a  ^  p  •  l» 
ist  also  /  eine  gcbroch f  ii  c  Zahl.  Ks  .^ibt  auch  kciiif  dritte  Strecke  c,  die 
ein  gauzxahliger  Teil  beider  gegebeneu  Strecken  zugleich  ist.    Nimmt  man  in 

diesem  Fall  einen  beliebigen  ganizahligen  Teil  von  ^,  et«ra  —     an  und  trägt 

ff 

denselben  so  oft  als  möglich  auf  a  ab,  so  bleibt  snietst  ein  Rest,  der  kleiner 
ab  ein  solcher  Teil  sein  muff.  Hat  hierbei  eine  »r>malige  Abtragung  stattgefunden, 

M  M  -|-  1 

so  ist  a  größer  als  — b  und  kleiner  als  ^.  Da  man  nan  den  Wert  von  n 

n  n 

so  groü  machen  kann,  als  mau  will,  so  kann  man  auch  die  beiden  (irenzwerte, 
sirischen  denen  der  Wert  von  a  liegen  maß,  einander  so  nahe  bringen  als  man  «rilL 

In  a  ~  p  '  h  ist  p  i»*lzt  t  iui-  irratioaah-  Zalil,  deren  zwischen       und  — 

n  n 

liegender  Wert  durch  eine  dieser  beiden  Zahlen  um  so  genauer  angegeben  wird, 

je  größer  jr,  je  kleiner  also  die  DifTerenz  —  dieser  Zahlen  isL 

Eine  irrationale  Zahl  ist  also  eine  solche,  die  sich  nicht  voll- 
kommen  );enau  durch  eine   rationale  Zahl,  d.h.  durch   einen  Bruch 

ansd  nicke  ti  läßt,  rl  essen  Zähler  und  N«'nner  natiirlirhe  Zahlen  sind, 
aber  bis  zu  jetler  beliebigen  (ienauigkeit  angenäiiert.  Die  Annäherung 
wird  um  so  größer,  je  grölier  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  werden. 

Stellt  man,  wie  früher  geschehen,  die  Reihe  der  natfirlichen  Zahlen  durch 
eine  Reihe  von  Punkten  einer  Geraden  dar,  die  in  gleichen  .Abständen  aufeinander 
folgen,  die  gebrochenen  Zahlen  also  durch  zwischen  den  so  bestimmten  Punkten 
eingeschaltete  Punkte,  so  bleiben  nach  dem  vorigen  noch  immer  l*unkte  übrig, 
deren  Abstand  vom  Anfangspunkt  der  Zählung  auf  diese  Weise  nicht  erhalten 
werden  kann,  weil  er  mit  dem  die  Einheit  darstellenden  Abstand  kein  gemein- 
schaftliches Maß  hat.  Diese  Punkte  versinnlichen  also  die  irrationalen  Zahlen, 
und  durch  sie  wird  nun  die  bisher  eine  Reihe  unterbrochener,  wenn  auch  noch 
ao  nahe  aneinanderlieg»'nder  Punkte  bildende  Darstellung  der  Zahlenreihe  zur 
kontinuierlichen  Zahlenlinie:  denn  es  kann  keinen  Punkt  auf  dieser  Linie  geben, 
dessen  .\bstand  vom  Anfangspunkt  sich  nicht  entweder  durch  eine  rationale  oder 
durch  eine  irrationale  Zalit  ausdn'irken  täCf. 

Die  irrationalen  Zahlen  sind,  obgleich  durch  rationale  nicht  absolut  genau 
ausdrückbar,  doch  wie  diese,  bestimmte  Zahlen.  Sie  sind  bei  der  Anwendung 
auf  Größen  irgendwelcher  Art  nur  mit  der  gewählten  Einheit  nicht  durch  ganse 
oder  gebrochene  Zahlen  zu  \crgletchen,  und  dieselbe  Größe,  die  in  Besiehung 
auf  eine  beslinnrnte  Kirdieit  durch  eine  irrationale  Zahl  gemessen  wird,  kann  in 
Beziehung  auf  eine  andre  Einheit  rational  erscheinen. 

Sind  s.  B.  die  beiden  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  <?,  so 
ist  cttfolge  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  die  Iiy)>otenuse  gleich  ^2a*.  Nimmt 
man  also  die  Länge  der  Kathete  zur  Einheit  an,  so  ist  die  der  Hypotenuse 

gleich  y2^.  Diese  irrationale  Zahl  ist  also  hier  durch  eine  eindeutig  besdmmte 
konstruierhare  Läng»'  dargestellt.  Dieselbe  Länge  aber  isT  durch  «'ine  rationale 
Zahl  ausgedrückt,  wenn  man  z.  B.  die  Hälfte  oder  das  Drittel  u.  s.  w.  der  Hypo- 
tenuse zur  Einheit  nimmt,  und  in  diesem  Fall  wird  umgekehrt  die  Zahl  der  Ein- 
heiten der  Kathete  irrational. 

8atUMMil<au  Handbudi  der  Mmthcmatik,  2.  Aull.,  Bd.  L  4 
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Es  erscheint  als  selbstverständlich,  daß  man  auch  von  positiven  und 
nr^^ativcn  I  r  r  ,1 1  i  n  n  a  Iz  n  h  I  r  ii  rcricn,  ntlcr  daß  die  St(ni;^krlt  der  ZahleiÜtnie 
nach  beiden  Kichlunjien  vom  Anian^spunkt  aus  erreicht  werden  kann. 

4.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  die  bisherigen  Erklärungen  und  Rechen- 
regelüT  die  nur  unter  der  Voraussetsunf;  rationaler  Zahlen  anf^stellt  nnd  ab- 
}i«'leitet  waren,  aoch  auf  irrationale  Zahlen  angewendet  werden  dürfen.  Daü  dies 
nichr  (ilmt-  weiteres  '^-'schehen  kann,  folgt  schon  daran«?,  daü  dir  frülu-rt  ti  !>- 
klärungeii  der  Summe,  Differenz  u.  s.  vv.  von  der  Entstehung  der  Zahlen  aus  der 
Einheit  ausgmgi-n,  bei  den  Irrationalzahlen  aber  eine  Zerlegung  in  Einheiten  nicht 
möglich  ist.  Gleichwohl  mfisaen  diese  Erklärungen  sich  auch  auf  die  neue  Zahl- 
fonn  ausdehnen  lassen.  Zur  Vermeidung  weitläufiger  abstrakter  Erörterungen  mag 
folgende  Darsteilung  in  Bcueff  der  aufgeworlenen  Frage  genügen:  Jede  irrationale 

a 

Zahl  kann  nach  dem  vorigen  durch  eine  rationale  Zahl  -7  annähernd  dargestellt 

o 

werden,  wobei  dieser  Bmch  von  der  Irrationalsahl  selbst  am  so  wenif^er  ver- 

schicdi  ii  im,  je  gröber  a  und  b  gedacht  werden.    Die  gelnochene  Zahl  ver- 

p 

lant't  dir  lidduns:  von  h  Teili  inh<Mten  aus  der  ursprüntdichen  ganzen  Einheit, 
demnach  erfordert  die  Irrationalzahl  eine  Teilung  der  Einheit  in  unendlich  viele 
gleiche,  daher  an  Größe  unendlich  kleine  Teile  der  Einheit.  Eine  solche  Teilung 
kann  nicht  wirklich  ausgeführt  werden,  sondern  kann  nur  ausgeführt  gedacht 
werden.  Weil  ab«T  die  Erklärungen  der  Rechnungsarten  und  die  Ableitungen 
der  Gesetz''  für  u'chrochrtie  Zahlen  unabhängig  warrn  von  der  (JröBf"  der  NeTiner, 
also  von  (h-r  Anzahl  der  Teile,  in  die  die  Einheit  geteilt  gedacht  wurde,  so 
müssen  sie  auch  gültig  bleiben,  wenn  diese  Anzahl  unendlich  wächst. 

Denkt  man  sich  eine  Irrationalzahl  durch  einen  Deaimalbruch  annähernd 
dargesJrllf,  so  muÜ  die  Anzahl  dt  r  Dezimalstellen  um  so  mehr  znuelimen,  je 
irrriiiger  seine  Abweichung  von  der  Irrationalzahl  selbst  sein  soll.  Die  irrationale 
Zahl  selbst  könnte  aber  nur  durch  einen  Dezimalbruch  von  unendlich 
vielen  Stellen  angegeben  werden.  Obgleich  es  nun  unmöglich  ist,  einen 
solchen  zu  schreiben,  so  kann  doch  die  Existenz  «-ines  solchen  gedacht  und 
es  können  nueli  solche  DezimalliriiclK'  unter  sich  iider  mit  endlichen  Dezimal- 
brüchen addiert,  subtrahiert,  multipliziert  u.  s.  w.  gedacht  werden,  ohne  dali  es 
nötig  wäre,  diese  Operationen  wirklich  ausza führen.  Auch  ohne  dies  läßt  sich 
zu  zwei  unendlichen  Dezimalbrüchen  ein  dritter  unendlicher  Dezimalbrach  denken, 
dessen  einzelne  Stellen  bis  ins  Unendliche  durch  Addition  tt.  s.  w.  der  ent^rechen- 
den  SicIUmi  der  beiden  ersten  entsirhen  würden. 

Es  mag  übrigen  hier  besoinlers  erwäiuit  werden,  dati  nicht  jeder  unendlich- 
vielstellige  Dezimalbruch  eine  Irrationalzahl  ist.  Die  periodischen  Dezimalbrüche 
sind  gemeinen  Brüchen  gleich,  also  rational  (vgl  §  H  Nr.  4^). 

§  12.    Das  Radizieren. 

1»  Die  Gesetze  des  Rechnens  mit  Wurzeln,  also  auch  mit  Irrationalzafüen, 
ergebt-n  si»'h  aus  dem  Begriff  der  Wurzel  und  durch  Umkehrung  der  l'otenz- 
regeln.  Auch  für  die  Wurzeln  aus  Summen  und  Differenzen  gibt  es  keine  ein- 
fachen Umformungen.  Dagegen  kann  eine  Wurzel  aus  «-inem  Produkt 
gezogen  werden,  indem  man  die  einzelnen  Faktoren  mit  demselben 
Exponenten  radiziert  und  die  entstehenden  Wurzeln  maltipUzicrt, 
oder  es  ist 

1)  \aä  =  f<f  •  \ä  , 

eine  Regel,  die  sich  auf  Produkte  von  l>eliebig  vielen  Faktoren  ausdehnen  läßt, 
und  deren  Richtigkeit  sich  daraus  ergibt,  daß 
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  «.      IH         /m     -i«     /»  — \«  < 

.ilso  in  der  Tat  dir  rrc  hte  Seite  der  Gleichung  der  Zahl  gleich  ist,  deren  jv-te 
Potenz  den  Wert  a />  liat. 

Dieser  Satz  findet  eine  wiciitige  Anwendung  zunächst  zur  praktischen  Be- 
rechnung von  Waizeln,  deren  Radikanden  sich  in  Faktoren  lerlegen  lassen,  ans 
denen  die  Wnizeln  bekannt  sind.    So  ist  z.B. 


JU0H4      )2  .  2  .  3  .  3  .  13  .  13  =        •  3«  •  13-  =  2.3.13-  TS  , 
>'74U88  »  y2«.3»-7»=-  2  .  3  .  7  «  42  , 

  5  

Auch  wenn  der  Radikand  sich  nicht  vollständig  in  so  geeignete  Faktoren 
zerlegen  läßt,  kann  das  Auszirhfn  (ii  r  Wurzeln  ans  einzelnen  solchen  Faktoren 
zur  Vereinlachung  einer  Rechenaulgabe  dienen.    So  hat  man  z.  B.: 

yi8=y9T2  =  3.y2;    y^=^8Ty=2}T  ; 

iia^h  =  ^ia*»aä  =  2  a^ä^  . 

Da  umgekehrt  das  Produkt  zweier  Wurzeln  mit  gleichen  Exponen- 
ten gleich  der  Wurzel  aus  dem  Produkt  der  Radikanden  sein  muli,  so 
kann  man  beispiebireise: 


setzen  und  auch  Faktoren  vor  einer  Wurzel  unter  das  Wurzelzeichen  schaffen, 
wie  in  folgenden  Beispielen: 

a''\b  =  *i&'  '  \b  -  i  a''  b\      Tx }  3  ^ )  25  •  3  --  J  75  : 

För  die  Warzeln  aus  Quotienten  erhält  man  entq>rechend 

«  —     «  - 

"  l'-v- 

d.  h.  man  kann  eine  Wurzel  aus  einem  Quotienten  ziehen,  indem  man, 
die  Wiir/t  l  ins  dem  Dividenden  und  dem  Divisor  zieht  und  die  erste 
durch  (ii<-  zweite  dividiert. 

Uuig«*kehrt  kann  mau  zwei  Wurzeln,  die  gleiche  Exponenten 
haben,  dividieren,  indem  man  ihre  Radikanden  dividiert  und  aus 
dem  Quotienten  die  Wurzel  zieht. 

Der  Beweis  der  Formel  2)  ergibt  sich,  entsprechend  dem  vorigen  aus: 


j"  b 


4* 
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Beiq>iels«*eiae  ist  also  ' 

y'49      7       1  /</«7»4r«     ab€       i  <i**»V«  _  i 
64 '"  8*  r  /V*    W '  I'  «  * 

und  amgekehrt 

»...8       3  a, 

Man  kann  auf  (!i«  si'  Weise  stets  bewirken,  daß  die  Ausziehung  einer  Wurzel 
aus  einem  Ururhc  wiidcr  zu  einem  Bnirhe  führt,  dessen  Nenner  rational  ist, 
denn  man  hat  nur  notig  den  Radikanden  so  zu  crK'citcrn,  dali  der  Nenner  eine 
dem  Wunelexponenten  entsprechende  vollständige  Potenz  wird.    Man  hat  s.  B. 


8  „  S 


1*1'-*=  *  -  =    F4-18-2'''  • 

Überhaupt  kann  man  in  Brüchen,  deren  Nenner  irrational  sind)  den  Nenner 
rational  machen,  wie  folgende  Beispiele  zeigen  mögen: 

fb  l-'    ll>~^       ****  >3 


\b-{-c     (l^-f    (y^  — ib*  —  f*        *  — 

6        »(yä  +  i)    ■•>    .-     V       1  — V^_5-p. 

X  ( )  /7  -f  1  Ä  —  ]V  )  _   .V 1  )  ,1  r       —  \<  ) 

_  x(\M  +  \b  —  \  c  )  ja  +  A      r  -^2y<i^) 
~  (tf  4-^  — 0^— 4ii<>  * 

1  <7  -f- 1 — )  </      (a     I    —  I  'J^l       —    —  \  (' ) 


a—\a  —  \a      a^—a-\-)a  i^a^  —  a}- -  u 

2«  Um  eine  Wurzel  aus  einer  Potenz  ziehen  7ai  können,  muß  voraoscesetzt 
werden,  datt  der  Potenzeiq)Onent  ein  Vielfaches  des  Wurzelexponenten  sei.  Da 

m  — 

nämlich  der  Ausdruck  [ti""  verlangt,  dali  die  l'utenz  a"  in  n  ^hnche  Faktoren 
zerlegt  werde,  so  erjjibt  sich  lür  diesen  Fall  di'-  Losung,  daß  für  m—f*H  ein 
solcher  Faktor  gleich       ist.    Es  ist  nämlich  dann 

oder,  wenn  man  p  ^  —  einführt, 
'  n 

T)ie    Umkehruiij;   dieser  Rei-el   liefert   die   \orbehaltene   Umfornnuiy  einer 
Potenz  mit  gebrochenem  Exponenten  unter  der  Voraussetzung,  daU  der  Dividend  m 
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ein  Vielfaches  von  n  seL    Ist  diese  Bedtngnn{r  nicht  erfüllt,  also  -  ein  ei{;ent- 

lieber  Bruch,  so  hat  a"  nach  der  früheren  Erklärung  der  Potenz  keinen  Sinn, 
führt  aber  zu  einer  Erweiterung  dieser  Erklärung,  durch  i^elche  die  Formel  3) 
die  Bedeutung  einer  allgemeinen  Definition  des  Potensbegriffs  erhält,  und  somit 

m 

selbst  allgeniein  ^iiUi^  wird.  Setzt  man  nämlich,  um  die  dem  Avisdruck  a"  not- 
wendig! beizulegende  allgemeine  Bedeutnn};  tn  ermitteln,  zunächst  die  Basis  n  statt 

mal,  m  mal  als  Faktor,  so  hat  man  </  xu  oft  gesetzt,  d.  h.  die  Anzahl  der  ge- 

setzten  Faktoren  ist  n  mal  su  grofi.    Um  also  den  wirklich  verlangten  Ausdruck 

m 

SU  erhalten,  muß  man  die  genannte  Potenz  aaa»,*  in  n  gleiche  Faktoren  zer- 
legen. Dies  ist  aber  nach  dem  frühf^rm  nicht  bloß  dann  möglich,  wenn  m  ein 
V  ielfaches  von  n  ist,  sondern  mit  Hilfe  der  Wurzelausziehung  und  der  neuen 
Zahlform  der  Irrationalzahlen  ganz  allgemein. 

Hiernach  ist  also  beispielsweise  der  .\usdruck  5*  dahin  zu  deuten,  daÜ  eme 
Zahl  gesucht  werden  solle,  die  zweimal  als  Faktor  gesetzt,  den  Wert  5  •  5  •  5 
ergebe,  oder  daß  dieses  Produkt  in  zwei  gleiche  Faktoren  zu  zerlegen  sei.  Dies 
ist  zwar  nicht  durch  Angabe  einer  ganzen  Anzahl  der  vorhandenen  Faktoren  5» 
wohl  aber  fhirch  rü«-  Irrationalzahl  112"»  möglich. 

Hiemach  führt  also  die  konsequente  Erweiterung  der  bisherigen  Begritte  mit 

Nf 

.Notwendigkeit  zu  der.  Erklärung,  daß  unter  a"  in  jedem  Fall  die  ii-te 
Wurzel  aus  «**  verstanden  werden,  also  immer 


MT 

H 


sein  soll. 

Da  man  hierbei  den  Quotienten  —  beliebig  erweitern  oder  gelegentlich 
küraen  kann,  so  fährt  die  Formet  weiter  zu  den  folgenden: 

«  «:/ 

Potenzexponent  und  Wurzelexponent  stehen  also  in  einer  ähnlichen  Be- 
ziehung, wie  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches.  Wie  diese,  so  darf  man  auch 
jene  dnrch  gemeinschaftliche  Faktoren  dividieren,  also  z.  B. 

12  tu  H/  m  - 

setzen,  und  nmi^fkrlirt.  Dit-  Multiplikaiion  beider  KxpoiH'Titi»n  niii  (icmselhen 
Faktor  führt  zu  der  Möglichkeit,  zwei  Wurzeln  so  umzuformen,  daÜ  sie  denselben 
Potenzexponent  oder  denselben  Wurzelexponent  erhalten.  Der  gemeinschaftliche 
Exponent  wird  hierbei  ebenso  bestimmt,  wie  der  Generalnenner  bei  dem  Gleich« 
namigmachen  von  Brüchen.    Sind  z.  B. 

Irt", 

gegeben,  so  erhält  man  gleiche  Wurzelexponeiitt  ii ,  milcm  man  "i  .  S  •  ^  =  12*J 
zum  gemeinsamen  Exponenten  macht,  also  für  die  gegfbeaen  Wurzeln 

_       ISO,   11»,—  IM  

y«*«,    f^,  yaw% 

setzt,  dagegen  gleiche  Potenzexponenten  mittels  2  •  S  •  3  •  5     90,  also 

tf6  240  UM)  21«; 

J«'«,      \a''\  |<i='«  . 
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Da  nun  Wurzeln  mil  gleichen  Wurzelexponenten  sich  nach  1 )  und  2)  multi- 
plizif'ren  unfl  dividieren  lassen,  so  erhält  man  die  MoMlichkeil,  allgemein  die 
Multiplikatiun  und  Division  von  Wurzeln  auszuführen.    Su  ist 

m, —    r,  -      Hr..  mr,   nr.   _       3         4  I2__  11,  

y«-» .  J>  «  ;   y<is  ,  y<|S  «  ya*^  , 

Als  ein  besonderer  1  all  der  Anwendung  der  obigen  Keifel  kann  auch  die 

n  »IM' 

Umlonnung  von  ^a"'  in      ^a"'  '"  t  d.  h. 


M 

m 


5)  ^tf«  =-  \'a 

gelten.  In  der  Fraxis  findet  diese  Anwendung,  wenn  n  ein  Vielfache«  von  m  ist. 
So  ist  s.  B. 

15, —        5,^  mm^- —  «_ 

Zugleich  ergibt  diese  Formel  die  Bedeutung,  die  einer  Wurzel  mit  ge- 
brochenem Exponenten  beizulegen  isL 

Da  jede  Zahl  als  l'otenx  mit  dem  F.xponenten  1  geschrieben  werden  kann, 
so  läßt  sich  jeder  Wurzel  die  Form  einer  Potenz  geben.    Es  ist  also 

1 

|fl2  =  II*  , 

also  z.  B.  ,  and  umgekehrt  4^  =         2 ;  8^  —  2,  8^  <^  4. 

3.  Ks  läUt  sich  zeigen,  daß  alle  früher  für  Potenzen  im  engeren  Sinne,  also 
für  solche  mit  positiv n  oder  n«>gativen  ganzen  Krponenlen  abgeleiteten  Regeln 
auch  für  die  neue,  erweiterte  Bedeutung  der  Potenz  richtig  bleiben. 

So  ist  z.  B. 

m        p         »w  ,  / 

denn 

Ebenso  ist 


« 


a*  .      ^  \a"'  '  \^>"'  —  \{aö)"*  -  {ab}"  . 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Potenz  in  Form  einer  Wurzel  schreiben: 
denn  es  ist 

1  n 

—  m 

ui  m 

df*"  —  Ja,       </ "  -  \  a 

Eine  Potenz  kann  in  eine  Wurzel  und  umgekehrt  eine  Wurzel  in  eine  Potenz 
verwandelt  werden,  wenn  man  statt  des  Exponenten  seinen  reziproken  Wert  setzt. 

Der  Ausdriu  k  )  ti"'  gestattet  endlich  noch  eine  andre  Umformung,  die  sich 
auf  die  Reihenfolge  der  Operationen  bezieht  und  in  der  Formel 


M   in  Y 

0)  \<^  =  [\a) 


aii.si;fs|)rncht'ii  ist.  Man  kann  also  statt  der  Potenz  ihre  Basis  radizit-mi 
und  die  entstandene  Wurzel  mit  dem  Potenzexponenten  potenzieren. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ergibt  sich  daraus»  daß 

l  W=  Kl")?- 

ist    So  ist  z.  B. 

a 

Umgekehrt  kann  man  hiernach  eine  Wurzel  potenzierent  indem  man  ihren 
Radikanden  potenziert. 

Um  endlich  eine  Wurzel  zu  radizieren,  findet  man  die  Formel 

7)  ]U=\ya^  ia  . 

d.  h.  man  kann  die  beiden  Wurzelexponenten  miteinander  vertauschen» 

oder  auch  statt  der  zueimaliKen  Wurzelaiisziehung  eine  einmalige  mit 
dem  l'rodiikt  der  beiden  Exponenten  vorm-hmeii. 

Der  Beweis  ergibt  sich  wieder  aus  (iem  üegriti  der  Wurzel.    Es  ist 

und  auch 

m  H 

Umgekehrt  zeigt  die  Foimet  7)»  wie  man  eine  Zahl  mit  einem  Prodtikt  als 

Exponenten  radizieren  kann. 
So  ist  also  beispielsweise 

Der  verallgemeinerte  Begriff  der  Poteuz  und  Wurzel  gilt  auch  dann,  wenn 
der  Exponent  eine  negative  gebrochene  Zahl  ist.    Man  hat  nämltch 

— ■»  ^ 

a    *  aas  a  *   —  }fä~^  t 

^  ,1  "  =    I  f/"* 

Kndlirh  knnn  man  sich  soj;ar  irrationale  Potenz-  oder  Wurzelexponenten 
denken,  tur  die  man  hei  Ausführung  der  Rechnung  rationale  Zahlen,  die  bis  zu 
der  verlangten  Genaoigkeit  gleich  den  irrationalen  Exponenten  anzunehmen  sind, 
zu  setzen  hätte. 

Aus  flifsf'Ti  n(  tr.u  htiingen  gehl  aber  henor,  daI5  der  Rr  -ritT  di-r  Potenz  dahin 
erweitert  werden  kann,  dali  der  Exponent  jede  bisher  hekamit<-  Z  ili!  sein  darf, 
also  positiv  oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder  irrational.  Die  aus 
dem  nraprünglichen,  engsten  Begriff  der  Potenz  als  einem  Produkt  aus  gleichen 
Faktoren  gelten  für  diesen  allgemeinsten  Begrif)'.    Man  kann  daher  definieren: 

Kine  Potenz  ist  di«»  Zahleiiverbindung,  mit  der  man  rechnen  kann 
als  wäre  sie  ein  Produkt  aus  gleichen  Faktoren. 

§  13*    Vierte  Erweiterung  des  Zahlbegriffs. 
Imaginäre  und  komplexe  Zahlen. 

1.  Ist  der  Radikand  einer  Wurzel  eine  algebraische  Zahl,  so  hat  man  zu 
beachten,  daß  zwar  (-|-<i)*  stets  gleich  -^(a"),  dag<  geii  ( —  a)",  je  nachdem  der 
Exponent  <Mne  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  ist,  entweder  gleich  oder 
gleich  — (rt")  ist. 
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Hi<*raus  folm  umpt*kt.'hrt ,  daU  ]  falls  «  eine  pcrade  Zahl  ist,  sowohl 

gleich  +ör,  als  auch  plfich  —  a ,  dagegen  wenn  n  ungerade  ist,  nur  gleich  -\-a 

sei,  sowie  daU  [  — </*  für  ein  gerades  n  nicht  möglich,  für  ein  ungerades  gleich 
—a  sei.    So  ist  «.  B.  (—2)« (-f  2)«  = +4 ,  (—2)»  =  — 8.  daher  kann  y4 

9,  - 

sowohl  gleich         als  auch  gleich  — 2  sein,  während  fH  nur  gleich  +2,  und 

9. 

y — H  =  — 2  au  setzen  tat.  Die  Aufgabe,  die  Qnadratwurael  aus  einer  positiven 
Zahl  zu  ziehen,  ist  demnach  immer  sweideutig.   Dagegen  erscheint  die  Aufgabe, 

die  Kubikwnr/i  l  nus  fitj»T  positiven  oder  negativen  Zaii!  tw  ziehen,  immer  ein- 
deutig zu  sein.  Dali  dies  nicht  der  Fall  ist,  ergibt  sich  später  in  §  21.  Unter 
den  bnher  bekannten  Zahlen  gibt  es  abtir  keine,  deren  sweite  Potens  negativ  ist, 

und        4  erscheint  also  als  unmöglich. 

Ist  der  Exponent  keine  ganze  Zahl,  so  kann  die  Wurzel  auf  eine  solche 
znrückgeiährt  werden,  bei  der  dies  der  Fall  ist.    So  hat  man  beispielsweise 

A  «.    -       » —         -s  -        1  1 

1^64  * 

Man  kann  sidi  daher  auf  den  Fall,  in  dem  der  Wuizelexponent  eine 
natürliche  Zahl  ist,  beschränken,  und  also  folgende  Regeln  aufstellen: 

l ' ni  e i n e  Wu r z e  1  aus  einer  algebraischen  Zahl  zu  ziehen,  kann 
man  im  allgemeinen  die  Wurzel  aus  ihrem  absoluten  Werte  ziehen 
und  das  Vorzeichen  wie  folgt,  bestimmen: 

Ist  der  Wurzelexponent  ungerade,  so  erhält  die  Wtirsel  das  V'or- 
seichen  (!rs  Radikanden. 

Ist  der  \\'urz<'lexponent  gerade,  so  erhält  die  Wurzel  b«  i  positivem 
Radikanden  beide  Vorzeichen.  Si«-  hat  also  zwei  \N'«'rte,  ist  zwei- 
deutig. Ist  der  Radikand  negativ,  so  entspricht  in  diesem  Fall  der 
Wurzel  keine  der  bisher  bekannten  Zahlformen. 

Es  ist  also 

—  -\^a=-ir     ia\        ^^a^-  }a  , 

S«  2» —  tm. — - — 

I <t  = yai     y  -a  unmöglich. 

Insbesondere  ist  also 

,-.  9.   S,. 

ytf«=4-tf,     y^i^^^ax    |--it«=-a  . 

tu   _^ 

Daraus,  dali    |  —  a  durch   keine  der  bisherigen  Zahlform»'n  angegeben 
werden    kann,   darf  ebensowenig   wie   in   ähnliclien    früheren   lallen  gefolgert 
werden,  dal)  ein  solcher  Ausdruck  fiberhaupt  keinen  Sinn  haben  könne,  sondern 
es  ist  zu  untersuchen,  ob  nicht  auch  in  diesem  Fall  eine  Erweitemng  des  bis- 
herigen Zahlbt'griffs  möglich  sei.    Hierfür  bietet  uns  wieder 
("  die  \'eranschaulichi!nt:  (!<»r  Zahlen  <lurch  StreckfTi  »-in  Hilfs- 

mittel, wobei  wir  uns  aul  den  einfachsten  und  in  tieii  spa- 
^     tem  Anwendungen  ausschließlich  vorkommenden  Fall  der 
8  I      Quadratwurzel  ans  negativen  Zahlen  beschränken. 

Die  Zahl       1    wurde    früher   durch   eine  Strecke  OA 
veranschaulicht,  die  \ou   einem  Anfangspunkte  O  aus  nach 
^'  einer  bestimmten,  als  positiv  angenommenen  Richtung  auf 

einer  unendlichen  Geraden  abgetragen  war.  Entsprechend 
stellte  die  an  Läiig<'  der  OA  gleiche,  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
ah'/efTagene  Stri  .  k<  QP  <Hi'  Zahl  — I  dar.  l'rrit  hi<  i  man  nun  auf  der  durch 
A  und  B  gehenden  Zahlenluiie  im  .Anfangspunkte  O  die  Senkrechte  und  trägt 
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auf  dieser  nach  der  einen  Richtung  OC,  nach  der  andern  Ol?  ab,  so  daß 

OC  OD  ~  OA  i$t,  so  ist  nach  geometrischrn  Sätzen  OC  di«'  mittlere  Pro- 
portionale   zwischen  OA   nnd   OB,    also    OC^  =  OA  •  OB.     Man    kann  daher 

OC^-=\-t\)'K — 1)  =  — 1,  und  somit  OC  'S — 1  setzen.  Das  gleiche  gilt 
von  OD,    Jind    da    die    Richtungen    \(ju    OC   und    OD    entgeirenuesetzt  sind, 

SO  wird  man  (iie  eine  dieser  Strecken  gleich  -j- }  —  1,  die  amire  gleich  — \ — 1 
setzen  dfirfen.  Man  kann  non  OC  als  die  Einheit  einer  «»'eiten  Zahtenltnie  be- 
trachten, die  zu  der  ersten  senkrecht  steht  und  aus  dieser  Kinheit  durch  Wieder- 
holung oder  Tciluriu'  «  Ix  nso  wit>  bei  der  ersten  Zahlenlinie  die  übrigen  Zahlen 
der   zweiten   Zaiilenlinif    ahlcitrn.     Diese    Zahlen    heilien   imaginäre   und  die 

Zahl  ]  — 1  die  ima;:iii;irr  Kinhfii.  Im  Gegensatz  dazu  fieiUt-n  die  bisher 
bfkaiuiteu  Zahlen  (i'T  rrstrn  Z;ihlrnlinic  reelle.    Da  nun   ]  =  — 1) 

—  a}  —  1  gesetzt  werden  kann,  so  erhalt  jede  Quadratwurzel  aus  einer  negativen 
reellen  Zahl  die  Bedeutung  einer  imaginären  Zahl.  £s  ist  also  umgekehrt  das 
Quadrat  einer  reellen  Zahl  eine  positive,  das  Quadrat  einer  imaginären  Zahl 
eine  negative  rft-lli-  Z;ih!. 

Imaginäre  Zahlen  sind  also  solche,  die  sich  weder  durch  Wiederholung  noch 
durch  Teilung,  selbst  wenn  diese  unendlich  fortgesetzt  gedacht  wird,  aus  der  ur- 
sprünglichen Einheit  oder  aus  der  dieser  entgegengesetzten  negativen  Einheit  ab- 
leiten lassen,  sondern  die  aus  einer  Einheit  andrer  Art  ht  n  nrüiehen.  Während 
die  negative  Zahl  — a  ans  der  entgegengesetzten  -\-a  durch  Umkehrung  der 
kithlung,  also  durch  Drehuii:;  des  j^ositiven  Strahlt»  d«'r  reellen  Zaiilt  nlliiii'  um 
ISO'*  entstehend  gedacht  werden   kann,   mtsteht  die    imaginäre  Zahl  -4- (/ )  —  l 

oder  — a\  —  1  durch  eine  solche  Drehung  um  \)\\^K  Welche  der  beiden  Rich- 
tungen der  imaginären  Zahlenlinie  man  als  die  positive,  welche  als  die  negative 
annehmen  will,  bleibt  hierbei,  wie  bei  der  reellen  Zahlenlinie,  willkürlich.  Hat 
man  eine  dieser  Rirlitnnt:i  n  als  die  positive  angenommen,  so  wird  dadurch  die 
entgegengesetzte  zur  negativen.  Die  imaginäre  Zahlenlinie  ist  nicht  an  sich, 
sondern  nur  durch  ihre  Beziehung  zur  reeUen  imaginär.  Würden  die  auf  CD 
gemessenen  Strecken  als  die  ursprünglichen  angesehen,  so  wären  die  betrelü^en 
Zahlen  ats  reelle  nnd  im  («<  '^;i  nNatz  dazu  die  der  Zahlenlinie  AB  als  die  imagi- 
nären 7.\\  b»*trarhten,  —  Die  Null  ist  bridm  Zahlenarten  1,'cmrinsrhaftlich,  da 
beide  Linien  einander  in  dem  Anlangspunkt  der  Zahlung  schneiden. 

Ebenso  wie  in  praktischen  Aufgaben  ein  negatives  Resultat  die  Unmöglichkeit 
der  Auflösung  bezeichnet,  wenn  für  die  Zahlen  d(>r  Aulgabe  ein  Ri(  iitungsgegensatz 
nicht  existiert,  oder  wie  dasselbe  bei  einer  gebrochenen  Zahl  der  I  all  wir,  wenn 
die  Kinhi'it  ki  ine  T'  ilnni:  /.nlieli,  so  sagt  in  Anfnaben,  wo  nur  reelle  Resultate 
einen  Smn  haben,  ein  imaginäres  Resultat,  daU  die  .Auflösung  nicht  möglich  sei. 
Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  daß  in  der  Rechnung  selbst  keine  imaginären 
Zahlen  vorkommen  durften,  denn  es  kann  auch  aus  solchen  bei  weiterer  Rechnung 

ein  reelles  Resultat  hervorgehen,  wie  z.  B.  ans  ^^—a  durch  Erhebung  ins  Quadrat 

der  Radikand  — a. 

Die  Worte  reell  und  imaginär  sind  nicht  in  ihrem  eigentlichen  Worisinne 
zu  verstehen,  sondern  nur  historisch  aufzufassen;  da  man  zur  Zeit  ihrer  Ein- 
führung das  Wesen  des  Unterschieds  damit  zu  bezeichnen  glaubte.    Im  «Mgent- 

lichen  Wortsinne  sind  reell  nur  die  aus  der  Krfahrung  gegebenen  natürlichen 
Zahlen.  Alle  andern  Zahlen  sind  imaginär:  denn  sie  sind  nur  abstrakte  Be- 
gritVf,  durch  notwendige  Knveilerung  des  urspriHiglii:hen  Zahlbegriffs  einstanden. 

Ij.  Bei  dem  Rechnen  mit  imaginären  Zahlen  bezeichnet  man  nach  dem  Vor- 
gänge von  Gauss  die  imaginäre  Einheit  durch  den  Buchstaben  f. 

Da  alle  früher  abgeleiteten  Rechenregeln  unter  der  Voraussetzung  reeller 
Zahlen  entwickelt  worden  sind,  so  können  diese  nicht  ohne  weiteres  auf  imaginäre 
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Zahlen  angewendet  werden,  and  es  ist  also  zunächst  nacluaweisen,  daß  dies  er« 
laubt  ist. 

Da  nun  die  imaginären  Zahlen  in  derselben  Weise  aus  der  imaginären 
Einheit  entstehen»  wie  die  reeUen  ans  der  reellen  Einheit,  so  lassen  sich  Imagi» 
näre  Zahlen  unter  sich,  ebenso  wie  reelle  unter  sich  addim  n  und  subtrahieren 
und  da  ferner  auch  hier  das  Gesetz  von  der  \'ertauschbarkeit  d<  r  Summanden 
gelten  muU,  so  sind  die  Rechenregchi,  die  früher  für  die  Addition  und  Sub- 
traktion reeller  Zahlen  auf  Grund  dieser  Vertanschbarkeit  abgeleitet  wurden,  in 
gleicher  Weise  für  die  Addition  und  Subtraktion  imaginärer  Zahlen  gültig.  Es 
ist  also 

ai  -\-  öi  =  (<i  -r-       ;  ai  —  di  —  (d  —  d)i  , 
0  4-   /  =  -f  / ;  0  —  ai  —  — a i 
{  +  i—ai)  =  U  . 

Kino  Summe  von  ijll  irhrn  imaginären  SiimmandcTi  führt  fcnier  auf  den  Be- 
griff des  l'rodukts  einer  imaginären  mit  einer  natürlichen  Zahl.    Es  ist 

(+<!»)  •  d  =•        -J-  ö«  +  , , .  =  -{-{<?  4-  a  4-  •  •  » 

und  entsprechend 

{—ai) .  ö  —  (—ai)  +  (—ai)  +  . . .  ^  —(a^)i  . 

Nach  der  Krweitenmg  des  Begriffs  des  Produkts,  müssrn  diese  Regeln  für 
jede  positive  reellf  Zahl  />  gelten.  l''ben«o  findet  der  Regriti  di  r  Multiplikation 
mit  einem  negativen  reellen  Multiplikator  Anwendung,  wonach  mit  — d  multi- 
plizieren gleichbedeutend  ist  mit  der  Multiplikation  mit  und  Umkehrung  des 
Vorzeichens  des  Resultats.    Es  ist  also 

Man  kann  entsprechend  erklären,  daB  mit  einer  imaginären  Zahl  ronlti* 
plizicren  gleichbedeutend  sei  mit  der  Multiplikation  mit  der  entsprechenden  reellen 
Zahl  und  Versetzung  des  Resultats  in  die  imaginäre  Zahlenlinie.    Hiemach  ist 

(+«)  •        =-  ;  (+tf)  •  (— ^i")  - 

und  die  Vergleichung  mit  den  vorhergehenden  Resultaten  zeigt,  daB  auch  hier 

das  Gesetz  von  der  Vertauschbarkeit  der  Faktoren  gilt. 

Kntsprechend  läÜt  sich  auch  einem  I*rndiikr  zweier  imaginärer  Zahlen  eine 
Bedeutung  beilegen.  Die  Aufgabe  {ai)  •  bedeutet,  dali  ai  mit  d  multipliziert 
und  daB  außerdem  das  Resultat  in  die  imaginäre  Zahlenlinie  versetzt  werden  soll, 
80  dafi  dieses  reell  wird.  Ks  bleibt  hierbei  aber  noch  unbestimmt,  in  welche 
Richtung  der  andern  Zahl'  iilini«-  <!;i^  Produkt  zu  verlegen,  also  ob  dasselbe 
positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist.    Diese  Frage  erledigt  sich  dadurch,  dali 

i.i'-{f^i)' — 1 

gesetzt  werden  muB,  und  daB  hiemach 

(+0  •  (+0  =  —1 ;  (+/) « (— -  i—i)  •  (+0  -  +1 ;  (— /)  •  {—*)  1 

zu  setzen  ist.    Man  ist  also  zu  folgender  Erklärung  genötigt: 

Unter  einem  Produkt  zweier  imaginärer  Zahlen  ist  diejenige^  Zahl  zu  \er- 
stehfii,  die  man  durch  Midtiplikatlon  der  entsprechenden  fellrn  Zahlen  erhält 
und  zwar  die  positiv  retdle,  wenn  die  beiden  imaginären  iaktoren  ungleiche,  die 
negativ  reelle,  wetui  die  Faktoren  gleiche  Vorzeichen  haben.    Fs  ist  also 

{-\~ai)  •  (-i-^*)  =  — :  •  (— i^/)  =  -~{ai)  •  (-f-^'ö  =^  ; 
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Die  Regel  »gleiche  Vorzeichen  geben  angleiche  — «  verwandelt  sich 
also  hiiT  in  die  entp('^(*nj;cs<'tztt». 

Kntsprt*ch«*ndp  Reir^^'n  fnr  (ü'-  Division  imaginären  Znhicn  cr'jeben  sich 

durch  Umkehrung  aus  diiu  ii  Im  die  Multipiikaiion.    Es  ist  hiernach 

^b*  * 

a 

a 

-V  • 

Die  vorstehenden  Mii!ti|»lik.itinns-  und  DivisioTisr(>^:;(  ln  lassen  sich,  wie  folgt, 
nii  rken:  Die  Venvandlung  einer  reellen  Zahl  a  in  ciih'  imaginäre  ai  knnn  auf- 
gelaüt  werden  als  eine  Richtuugsveräuderung,  die  durch  eine  Drehung  aus  der 
Zahlenlinie  um  90*  hervorgebracht  wird.  Hierbei  wird  man  sich  die  Drehung 
so  denken,  daß  ?       — <J  >"  — «*  übergeht.    Die  imaginäre  Zahl  ai 

wieder  imaginär  nehm^^n,  lirilit  diese  Drehung  um  9'»®  in  demselben  Sinne  wi<'(!»T- 
bolen.  Hierdurch  geht  otienbar  die  positiv  imaginäre  Zahl  -\-ai  in  die  negativ 
reelle  — a  und  ebemo  die  negativ  imaginäre  '^ai  in  die  positiv  reelle  über, 
denn  beide  Drehungen  ergeben  zusammen  eine  solche  von  180".  Mit 
miilti|ilizi(  ri"n  heißt  nun  mit  /'  iiniltiplizit  rcn  und  in  dem  gedachten  Sinne  die 
Richtuiit^  um  90^  verändern:  mit  — bi  multiplizieren  hrilU  mit  b  multiplizieren 
niu\  die  Richtung  im  umgekehrten  Sinne  verändern.  Daher  wird  aus  {-\-a)-  (-\~bi) 
wieder  n  iabji,  aus  (+<!)•( — fit)  dagegen  — iafi)t\  femer  aus  (~\-ai)  -  {-{-bi), 
weil  zweimalige  Drehung  um  90''  eine  solche  um  ISO"  hervorbringt,  — tfdtt.s.w. — 
Die  Divisionsregeln  ergeben  sich  durch  Umkehrung  dieses  Gedankengangs.  Soll 

2.  B.         berechnet,  also  der  Faktor  gesucht  werden»  womit  -^fii  xa  multipliaieren 

-^bt 

ist,  um  die  positiv  reelle  Zahl  -\-a  zu  geben,  so  muß  dieser  Faktor  uegaüv  imaginär 
sein,  denn  ein  positiv  imaginärer  würde  ein  negativ  reelles  Resultat  geben  u.  s.  w. 

Man  hüte  sich  ah»  in  Aufgaben ,  wie  y — a  >  V--^  nach  den  Regeln  für 
reelle  Zahlen  etwa  }( —  a)  •  (    A)«^-!-«^  — zu  rechnen.  Von  dem  hierbei 

erhaltenen  dnppcitt  ii  Rcsiiliat  ist  nur  das  eine  — ab  richtig. 

Die  vorstehenden  Regeln  gelten  auch,  wenn  a  oder  b  gebrochene  oder 
irrationale  Zahlen  sind,  da  in  diesem  Fall  die  früher  ausgeführten  Entwicklungen 
sich  ebenfalls  anwenden  lassen. 

Auch  ergibt  sich  di«-  al!i:>-ineine  Richtigkeit  des  Satzes,  daß  bei  Produkten 
von  b«>liebig  vielen,  rfcllt  ii  (uh  r  imafinärcii  Faktoren,  die  Reihenfolge  der  Multi- 
plikationen für  das  Resultat  gleichgültig  ist. 

Fflr  die  Poteniienmg  einer  imaginären  Za^hl  gehen  ans  dem  vorstehenden 
folgende  Regeln  hervor:  Zunächst  ist  für  die  imaginäre  Einheit: 

u*  s.  Wn  allgemein 

I**  =  +1 ,  f*«+»  —  +* .   1 ;        -  — *  • 

Femer  ist 

-1       *        '  ^_       1  .     -3  __  ^  ^  __£_• 

i     t*  /-  I*  I 

n*  S.  w.,  alleoraein 
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Ferner  ist  allgemein 

{aif  =  tf»  .  1«  ,  abo  («i")»  =.  — ;  {aif  =  —a^i  ; 

U.  fl.  w. 

Die  BchaiKlInnu'  flf'r  PoJLMizii  run-:  im.i'^'inärrr  Zahlen  für  dt'n  Fall,  daü  der 
Kxponent  eine  gebrochene,  irrationale  oder  eine  ima^jinäre  Zahl  ist,  sowie  die 
Behandlung  von  vierten,  sechsten  u.  g.  w.  Wurzeln  aus  negativen  Zahlen  muß 
späterer  UntersachunK  überlassen  bleiben. 

4.  Während  im  voripen  imaginäre  Zahlen  sowohl  unter  sich,  als  mit  reellen 
diirrh  Multiplikation  und  Division  verbunden  werden  konnten,  erschien  hv'\  der 
Addition  uud  Subtraktion  nur  eine  Verbindung  imaginärer  Zahlen  unter  sich, 
nicht  aber  mit  reellen  möglich,  weil  beide  Arten  von  Zahlen  sich  auf  verschieden- 
artige, nicht  vergleidibare  £inheiton  beziehen.  Ein  Ausdruck  von  der  Form  a  + 
erst  lirim  also  hiernach  unmöglich,  falls  es  nicht  auch  hier  g»'lingt,  durch  eine 
neue  Erweiterung  des  Znhlheirriffs  ihm  eine  Bedenltuit'  beizniesjen.  In  diesem 
Fall  muü  freilich  die  Zahl  authören,  nur  als  die  zusammenlassende  Angabe  einer 
bestimmten  Anzahl  völlig  gleichartiger  Größen  zu  gelten,  und  man  mu0  annehmen, 
daß  es  auch  möglich  sei,  Hinheiten  verschiedener  Arten  zu  einer  einzigen  2!abl 
zusammenzusetzen.  Inwiefern  dies  gestattet  sein  könne,  zeigt  wirder  eine  geo- 
metrische Veranschaulichung:  Man  kann  zu  einer  nach  bestimmter  Richtung  er- 
folgten Bewegung  nicht  bloö  eine  weitere  Bewegung  in  derselben  oder  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  sondern  auch  eine  nach  irgend  einer  andern  Richtung 
hinzufügen  und  die  zurückgelegten  Wege  nicht  htoü  nach  der  absoluten  Länge, 
sondern  auch  zugleich  nach  ilen  versrhicdenen  Rieht uiit'en  7,11  einer  Bewegimgs- 
größe  vereinigt  denken.  In  dieser  Weise  kann  die  komplexe  Zahl  a -\- b i  da- 
durch geometrisch  daigesteltt  werden,  daß  zuerst  auf  der  reellen  Zahlenlinie  eine 

Strecke  OA  —  a  und  dann  von  A  aus  in  einer  zu  OA 
senkrei'htei),  also  in  der  imaginären  Richtung,  eine  Strecke 
Aß      /'  abgt  trag«'n  wird.    Man  ^elanyt  so,  statt  zu  einem 
Punkte  der  reellen  oder  der  imaginären  Zahlenlinie,  zu 
_    einem  Punkte  j?,  der  seitlich  von  diesen  in  der  Ebene 
^        liegt  und  umgekehrt  läßt  sich  die  Lage  eines  jeden  Punktes 
der  Khene  durch  eine  Zahl  von  der  Form     -|-  bi,  wobei 
a  und  b  positiv  oder  negativ  üein  können,  darstellen.  Die 
Zahlenlinie  ist  also  durch  die  komplexen  Zahlen 
zur  Zahlenebene  erweitert. 
Während  demnach  die  reelh'ii  Zahlen  zur  Bezeichnung  der  Stellen  von  gleich- 
artigen Zahlen  dienen,  wenn  diese  sich  in  eine  »  inziire  Rcilie  ordnen  lassen,  reichen 
jiie  nicht  hin,  um  auch  die  Stellen  solcher  Zahl«'n  zu  bez«'ichuen,  bei  denen  die 
Anordnung  in  eine  einfache  Reihe  nicht  möglich  ist,  die  sich  vielmehr  nur  in 
verschiedenen  Reiht'u  n«'beneinander  ordnen  lassen.     Hier  tret«'n  die  komplexen 
Zahlet!  ati  ihre  SteHe.  die  übrig<'ns  die  reellen  wie  die  imauinäreii  a!«?  hevnnrh-re 
Fälle  einschließen,  denn  a  ■]  bi  wird  reell  für  /'      t»  und  imaginär  lur  a  — 

Eine  komplexe  Zahl  besteht  also  im  allgemeinen  aus  einem  reellen  und 
einem  imaginären  Teil. 

Zwei  komplex»'  Zahlen,  die  sich  voneinander  nur  durch  das  X'orzeichen  des 
imaginären  Teiles  untersciii  iden .  wie  a  A  /  tmd  a  —  bi,  heißen  konii!<,'iert 
komplex.  Sie  werden  dargestellt  durch  zwei  zur  reellen  Zahleidinie  symmetrisch 
liegende  Punkte. 

Zwei  komplexe  Zahlen  a -\- äi  und  e-^di  sind  einander  gleich,  wenn 

zugleich  Ii      c  un<l  b  -  d  ist. 

I  titer  der  Summe  zweier  komjile\er  Zrilihn  hat  man  rii««  komplexe  Zahl 
zu  verstehen,  deren  reeller  l'eil  die  Summe  ilirer  reellen  und  deren  imaginärer 


§  IS  Vierte  Erwdterang  des  Zahtbesriffs.  ImaginMre  und  komplexe  Zahlen.  Q] 

Teil  die  Summe  ihrer  imaginären  Teile  ist.    Man  hat  also 

[a  +  ^  /)  +  {c  -r  <//■)      (iJ  -\~     -i- {f>  +  (i)  i 
und  oiitsprocheud  di«*  Differt*ti/. 

(</  -\-  di)      {i  -j-  <//■)      {(I  —  c\  -{-(/•  —  (/i  /■  . 
Daher  tat  die  Samme  /.woirr  konja|;icrt  komplexer  Zahlen 

eine  reelle  und  die  Differenz 

eine  imafiinäre  Znlil. 

Ein  Polynom  aus  komplexen  Zahlen  ist  im  allgemctncn  wieder  eine  komplexe 
Zahl  A  -{-  B  /*  wobei  die  reellen  and  die  imaginären  Teile  ffir  mch  vereinigt 
werden  können. 

Das  F*rodukt  /.w-i^ier  komplexen  Zahlen  <7 -f  ^/  und  f ti i  kann  nach  der 
Re^el  für  das  Protiukt  zweier  Binome  entwickclr  werden,  da  sich  reelle  Zahlen 
mit  imaginären  inultiplizierrn  lassen.    Man  erhält.  >n: 

{ii  4-  ^ ')  •  ('■  +  iii)  =  {'^f  —  ^'^t      ><'    +  /'<')/'  • 

Das  I*rodukt  zweier  konjugierten  komplexen  Zahlen  ist  hiernach 

(a  +  ii)  •  {(I  --  fit)  ^      +  ,1  fii  —  a  h  i  +  //-      a"-  -\-  , 

also  eine  positive  reelle  Zahl,  die  Norm  (l*>r  knm[)lexen  Z;i!il  <7 /'/.     Da  das 
Vorzeichen  von  </  und  d  dabei  nicht  in  Betracht   kommt,  so   hüben   die  vier 
Zahlen  a  +  /i/,  — a  :\- d i  dieselbe  Norm  a--\-fi-. 
Femer  ist 

{a  ±  ^i)*  «  «»  4-  2  (^i)»  -  <r*  —  ^«  +  2     i  , 

(tf  +       =     —  3       +  /(H       —  *») 

und  allgemein  wird  jede  l*olenz  einer  komplexen  Zahl,  deren  Exponent  eine  natür- 
liche Zahl  ist,  wieder  eine  komplexe  Zahl  sein. 

Der  Quotient  zweier  komplexen  Zahlru  laüt  sich,  wi<*  ihre  Summe,  ihre 
Differenz  oder  ihr  Produkt  wieder  als  eine  komplexe  Zahl  darstellen.  Erweitert 
man  einen  ( )nntirriten,  dessen  Divisor  komplex  ist,  mit  der  zu  dem  Divisor  kon- 
jugierten Zahl,  sü  erhalt  man  als  Divisor  die  Norm  der  komplexen  Zahl,  also 
eine  reelle  Zahl.    So  wird: 

a l>i     (a -[-/>/)  {c     dt)     ac-\-bci     adi-{-bd     a  c b  d     bc  —  nd, 

^  {c-\-di)  {(-äi)  ^  c'-  +  d^-  '  "       -\-^^'  '  * 

Es  ergibt  sich  also,  daU  man  mit  Zahlen,  die  irgendwie  /  enthalten,  so  rechnen 
kann  als  wäre  /  eine  r(M  Iii-  Zahl,  wenn  man  nur  beachtet,  daß  =  -  \  ist.  Wenn 
man  hiemach  behebig  viele  komplexe  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraktion, 
Mahiplikation  und  Division  miteinander  verbindet,  so  ist  das  Reraltat  hn  all- 
gemeinen wieder  euie  komplexe  Zahl  A-^  ßi*  Vertauscht  man  überall  i  mit  — /, 
so  erhält  man  die  konjujrierte  Zahl  A  —  /?/. 

Ks  ist  möglich,  daU  ein  Zahl-Miaiisdnick  in  kfunplrxi  r  l'drm  erscheint, 
aber  reell  ist,  wenn  sich  die  ima^itianu  IVilr  auliieben.    So  muLi 

Ut  ^-  bi)^  4-  ((/  —  biY 
reell  sein,  weil  beide  Kuben  konjugiert  komplexe  Zahlen  geben.    Dagegen  ist 

(tf -f  bif  —  (a  —  bi)'* 
imaginär,  weil  sich  die  reellen  Teile  aufheben. 
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§  14.    Das  Ausziehen  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel. 

I.  Die  Berechnuri};  des  Wertes  der  Wurzel  aus  einer  gemeinen  Zahl  ergibt 
sich  (liircii  l'mki'hriiiiL:  der  cntsprrf'hcnden  Potfiizicrniii^sauf'^abt'. 

Die  (Quadrate  aller  eiuziürigen  natürlichen  Zahlen  liegen  zwischen  1*^1 
und  10-  =  lUO,  sind  also  ein-  oder  zweizitfrig;  die  Quadrate  aller  zweiziffrigeu 
Zahlen  liegen  zwischen  10'  —  100  and  100*  =  10000,  sind  also  drei-  oder  vier- 
ziffrig  u.  s.  w.  Allgemein  liegen  die  (jn  ad  rate  der  «-zittrigen  Zahlen  zwischen 
(10«-»)='  und  (10*)*,  d.  h.  zwischen  lO«*  *  und  10»*,  sind  also  2«—  1-  oder 
^ff-ziflfrig. 

Hieraus  folgt,  daß  umgekehrt  die  Quadratwurzel  aas  einer  2n  —  1-  oder 
2is-ziffirigen  Zahl,  oder,  falls  sie  irrational  ist,  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl, 

«-zifTrig  sein  muß. 

Die  Quadr.ntwiirzcl  (mtut  t'in-  odf-r  zwciziffrieen  Zahl  ist  also  einziffrig, 

und  kann  daher  mittels  des  Kinmaleins  gelunden  werden. 

Die  Quadratwurzel  aus  einer  drei-  oder  vierzUTrigen  Zahl  ist  zweizifTrig,  kann 
also  in  der  Form  10«  -|-  ^  geschrieben  werden.    Dann  ist  der  Radikand  gleich 

(10a  +  ö)-  =-  (lOtf  +  ö)  .  (lOtf  -f-  ^)     100^2  -J-  2  .  10a  .  ^  -r  . 

Daher  erhält  man  umgekehrt  aus  diesem  Radikanden  die  gesuchte  Wurzel,  indem 
man  ihn  in  zwei  Gruppen  teilt,  dcrrn  zweite  aus  den  beiden  h'tzt»^n  Ziffern  be- 
steht, und  dana  die  Ziffer  a  so  bestimmt,  daü  a*  entweder  gleich  der  die  erste 
Gruppe  bildenden  Zahl  oder  kleiner  als  diese  ist  und  ihr  möglichst  nahe  kommt 
Nachdem  man  dann  100  a-  von  dem  Radikanden  subtrahiert  hat,  dividiere  man 
in  den  Rof:i  mir  'JO,;;  der  Qnotirnt  liefert  die  Zifl"rr         Nachdem  von  dem 

Reste  subtrahit  rt  isi,  lial  man  endlich  noch  von  dem  hierbei  gel)lirl)ciu  a  Reste 
zu  subtrahieren.  Ergibt  sich,  daß  dieser  zu  klein  hierfür  ist,  so  hat  man  vorher 
d  zu  grofi  angenommen  und  muft  die  Rechnung  mit  einem  um  eine  Einheit 
kleineren  Werte  wiederholen.  Ist  der  letzte  Rest  gleich  /f',  so  ist  die  Wurzel 
rational  und  vollständig  l>rrrchnet.  Ist  der  letzte  Rest  größer  als  A^,  so  ist  die 
Wurzel  irrational  und  man  hat  die  nächstkleinere  ganze  Zahl  gefunden. 

Beispiele;  17  29    =  2(8)7 

100  a-'  _1U0  

20  a  «40329  329 
20ää=     320  20«^— 280 

9  49 
6*^  49 

Mau  sieht  ein,  daß  man  bei  dieser  Rechnung  die  Nulleu  au  100  a^  und  an 
20 ad  weglassen  und  demnach,  wie  folgt,  nach  der  Formel 

(tf  +      ^      -\-  2a^  -\ 

rechnen  kann: 

ah  it  b 

|  7  2!)  -  2  7  }7!)aü  =  8  9 

a-  =  -l  fU 

2a  —  4  32i*  =7  2  ff  =  10153^—  9 

'lab  ^2%  2ab^  144 


49  9G 
^«  =  49  b*  ^  81 

Rest:  15 
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Bei  efai^r  Übung  in  diesem  Verfahren  wird  man  die  Berechnung  von  2a^ 

und  von  ^*  miteinander  \ .rbindtMj,  also  2a^  (1*0  +  ^"»  »"'l«""!  man  mit 
beginnt,  als  L-in<'  ein?.!«;«'  /aiil  bestimmen  und  dann  subtrahieren.  Die  vorstehenden 
Beispiele  gestalten  sich  dann  wie  folgt; 

f  7,29 --2  7  J79  3Ü=-8U 

a*  =  4   «4 

2<r  — 4l82|9,^».7  16jl534» 
2tfA-(-^»  =  329  1521 

15 


In  dem  zweiten  Beispiele  ist  also,  wie  lol^t,  jjererhnet:  IG:     —  9 ; 

^^  =  81,  also  wird  1  hingeschrieben  und  Ö  im  Sinn  behalten;  16-9=^  1^4, 
144  +  B  152. 

Die  Quadratwurzel  aus  einer  fünf-  oder  sechsziffri{;en  Zahl  ist  dreiziflrig  und 
hat  also  die  Form  lon,?^  10/;^  od.r  1 0  .  (10  -r  -f- c-.  Setzt  mnn  also 
lU</  +  <^  =  </j,  so  erhält  man  die  vorij;e  torm  lü«|-i-^.  und  der  Radikand 
muß  gleich  H)()al  2  '  10  '  c  +  C'  sein.  Hieraus  folgt  die  Regel:  Man  teile 
den  Radikanden  von  rechts  nach  links  in  Gruppen  zu  je  awei  ZilTemr  wobei  die 
erste  Gruppe  links  ein-  oder  zweiziffrig  sein  kann,  bestimme  zu  den  beid«'n  ersten 
Gruppen,  wie  vorher  ijezeifjt,  die  zweizifTrige  Zahl  10</-'  ^,  sftze  diese  cicirh  </, ; 
und  entwickle  nun  mitlelü  dieses  a^  und  der  dritten  Gruppe  in  gleicher  Weise 
wie  vorher  2  •  10a|  •  ^ -j- Die  Ausführung  zeigen  folgende  Beispiele: 


y32j94  76  =     7  4  y4  20  27  ~  205 

a*  =  25  i 

2fT      10  70|4  (4)0  20  27 

2a/>  ~r     ^  74  !)  20  25 

2*/  =  lU  457  0  2 
24if +  r>-.457  6 

Für  Quadratwurzeln  aus  mt-hr  als  >*■(  hs/itTriL.'.  ii  Zahlen  erjjibt  sich  leicht  die 
Ausdehriiuitr  des  vorsfcIn-iKlrn  V«>rfahrens.  Ist  z.  Ii.  die  \Vnr/<  I  vierziffrig,  so 
denke  man  sich  diese  wictier  in  der  Form  «  ItiOOa-j-  lUU  ^  4-  10  ( -r  »i  und 
setze  10  Ii  -f-  ^  =  tf| ,  V)  a^  -i-  c  =  ,  also  s  «=  10  -j-  </.  Im  folgenden  Beispiel 
ist  noch  die  Abänderung  getroffen,  dafi  die  Werte  von  24i,  2«^  n.  s.  w.  über  die 
entsp reche mJen  Zahlen  </,  ii^  lu  s.  w.  des  Rt'sultats  geschrieben  sind,  wodurch 
eine  Bequemlichkeit  für  ihre  snccessive  Berechnung  erreicht  wird. 


 46SS 

Vo  35  69  10{25  «  23145 
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"     G  69 
4  61 

'2  08  10 
1  !s  1  90 
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2314  25 


uiyiii^Cü  Ly  google 


64 


Afithmedk  and  Algebra. 


§  14 


Iii  (If'Ti  samtlichen  vorstphi-ndi  ii  Rcispi«'!«'!!  ist  di«'  {»rhräiirhlirhc  Sohn  ihwfisc 
bfi  der  Division  bezw.  Subtraktion  angewendet  worden,  xim  das  \'crf;ihri'ii  mit 
hinreichender  Klarheit  deutlicli  /.u  machen.  Bei  Anwendung  der  Irüher  emplohleuen 
Methoden  der  Divinon  nnd  Subtraktion  vermindert  sich  die  Ansah!  der  hinzu- 
schreibenden ZilTein,  wie  die  folgende  Wiederholung  des  vorstehenden  Beispiels  seigt. 


Hier  ist  gerechnet  worden:  a  =  2,  also  a-  —  i:  4  -|-  1  5.  Die  Heran- 
siehung  der  nächsten  Gmppe  ergibt  also  135.  Nun  ist  2«  =  4;  13:4  liefert 
^  —  3»  also  f>'i  =  Ü:  9  4-  ü  =  IT):  3  .  4  -i  1  =  13,  13  -f  (t  =-  13.  Ks  Weiht 
also  nur  der  Rest  G,  nnd  die  Tlcraii/Irlmii^  der  nächsten  Gruppe  liefert  (JG9. 
Nun  ist  <i  —  23,  2  a  4b;  <JÜ  :  4ü  Uetert  =  1;  ^«  =  1;  1  -r  8  =  9;  1  •  G  -  G: 
G-f0<«6;l-4«»4,  4  +  2  —  6.  Es  bleibt  also  der  Rest  €08,  und  die 
Heranziehung  der  nächsten  Gruppe  liefert  20810;  dasu  ist  «ra- 231, 3tf  =  462, 
b  —  A  u.  s.  w. 

2.  Ist  der  Radikand  eine  jrehrorhene  Zahl,  so  kann  man  iia(  h  'D  in  12 
Nr.  1  die  Wurzel  aus  dem  Zähler  und  aus  dem  .Nenner  einzehi  aus/.ieiien  und  dann 
die  erste  durch  die  zweite  dividieren.  Bei  einer  Dezimalzahl  ist  die  Quadratwurzel 
aus  dem  Nenner  dann  «-in  volUtändijjes  Quadrat  einer  Potenz  von  10,  wenn  die 
.\nzahl  <li'r  Dezimalstellen  jjcrridc  ist.  Dies  läßt  sich  \m\\  immer  bewirken,  da 
man  nöti^enfallä  dem  Dezimalbruch  eine  Null  anhän^^en  kann.  Dann  ist  also 
die  Wurzel  wieder  eine  Dezimalzahl,  und  diese  hat  halb  soviele  Dezimalstellen, 
als  der  Radikand,  oder  ebensoviele,  als  Gruppen  von  ZifTerpaaren  auf  das 
Komma  folgen.    So  ist  z.  B. 


Hieraus  f<ri:iht  sich  folijende  praktische  Kegel  lür  die  Berechnung  von 
tjuatlratwurzeln  aus  Dezimalzahlen: 

Man  teile  den  Radikanden  in  Gruppen  von  je  zwei  ZifTem,  und  zwar  vom 

Komma  aus  nach  rechts  und  nach  links,  und  ergänz»-  die  letzte  Gruppe,  falls 
diese  t  in/iffrij  isl,  durch  eine  Null.  Man  radiziere  darin,  wir-  bei  ganzen  ZahltMi, 
also  ohne  Rucksicht  auf  das  Komma,  setze  ah<>r  in  dem  Resultal  das  Komma, 
sobald  mau  es  bei  dem  I'ortschreiten  von  Gruppe  zu  Gruppe  iuj  Radikanden 
Überschreiten  muH. 

Ist  der  Radikand  keine  vollständige  Quadratzahl,  bleibt  also  schüeülich  ein 
Rest,  «o  kann  man  durch  .\nhän|,'en  beliebig'  \  irler  Nullen  an  d<rt  Radikanden 
die  honsetzuug  der  Rechnung  ermöglichen,  und  so  für  den  irrationalen  Wurzel- 
wert  so  viele  Dezimalstellen  be^mmen,  bis  die  ffir  den  vorliegenden  Fall  er- 
forderliche Genauigkeit  erreicht  ist.  Dieses  Verfahren  findet  auch  Anwendung 
auf  clic  Berechnunn  von  irrationah'ii  (Quadratwurzeln  au.s  jranzeii  Zahlen,  da  man 
aitrh  diesen  «  in  Komma  und  beliebig  viele  Nullen  als  Dezimalstellen  anlügen 
kann.    h>o  hat  man  z.  H.: 


f'5;35|C9|iO  25  »23145 
135 


C  GU 
20010 

23  14  25 


0000 


Das  Ausziehen  der  Quadrat-  uud  Kubikwurzel. 
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(2)34040 

ya  =  1,73205 
200 
1100 

7]<i(t 
17000(10 

Um  int  Resultat  n  Dczinialstrllrii  zu  crhalirn,  crsctiriiu  hii-niacii  die  Kt'nntnis 
von  2  n  De/,imaistellen  im  Radikanden  notw  endig.  Dies  ist  jedoch  nur  schein- 
bar richtig,  denn  da  das  Quadrat  der  znletzt  gefundenen  Ziffer  der  Wnrsel  auf 
eine  Anzahl  der  folgenden  Ziffiem  ohne  £influß  ist,  und  soweit  nnberficksichtigt 
bleiben  darf,  so  kann  man  nach  Berechnung  irgend  einer  .\n7.ahl  von  Stellen  der 
Wurzel  das  Heranziehen  neuer  Steürn  dfs  Radikandt  ii  unterlassen  und  jedesmal 
bloU  das  Glied  2aä  berechnen  und  subtrahieren,  indem  man  bei  jeder  iolgenden 
Division  mit  2  a  eine  Ziffer  von  rechts  ans  vom  Divisor  abstreicht.  Man  kann 
auf  diese  Weise,  wenn  m  Ziffern  der  Wnnel  vorher  bestimmt  waren,  noch  n  —  1 
bis  n  weitere  Ziffern  berechnen.  Das  nachfolgende  Beispiel  wird  dieses  Ver- 
fahren der  sogenannten  abgekürzten  Ausr.iehnng  von  (Quadratwurzeln  erläntern. 

Es  wird  zunächst  wie  vorher  |flö  aul  3  Dezimalen  berechnet,  und  von  da  an 
abgekürzt  verfahren. 

J15  -  3,872983 
_9  

6  600 
644 

76  I  5600 

774  l  2 Alm 
15484 

7744  ,  7ül60^ 
69704 

774  I  7456 
6195 

77  ;  261 

232 

Ist  der  Radikand  selbst  vin  abgekürzter  Dezimalbruch,  so  ergibt  sich  aus 
dem  vorstchciKit-n,  wir*  \y*-\t  die  Wurzel  genau  'ji-fiin<Irii  urrdi-n  kann.  Für  cirii^ 
genauere  Bestimmung  dürfen  selbstverständlich  nicht  Nullen  an  den  Radikanden 
angehängt,  sondern  es  mflssen  die  nächstfolgenden  Stellen  des  Radikanden  er- 
mittelt werden. 

Die  Quadratwurzel  aus  einem  gemeinen  Bruch  wird  nach  der  Regel  2)  in  §  12 
Nr.  1  nur  dann  bequem  c'^fnndcn,  wenn  die  Wurzel  aus  dem  Nenner  rational,  oder 
eine  ganze  Zahl  mit  möglichst  wenigen  Zifieni  isL    Es  empfiehlt  sich  andernfalls, 

den  Nenner  rational  zu  roacheo,  also  u  B.  Vt  nicht  mittels  ^ "  zu  berechnen, 

sondern  vorher  in  J  Jj  =  ^  J  ü  umzutormen.  Noch  bequemer  ist  in  der  Regel  die 
Verwandlung  des  gemeinen  Bruches  tn  einen  Dezimalbruch,  also  im  vorliegenden 

Beispiel  die  Berechnung  von  ^6,666  . . . 

8*  Um  die  Quadrat^vurzel  aus  einem  Polynom  zu  berechnen,  ordne  man 
dieses  zunächst  nach  den  Potenzen  einer  Zahl  und  bestimme  dann  in  analoger 
SCBLOEXOCBS  Handbuch  der  MaUMmatik,  2.  Aufl.,  Bd.  L  5 
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Weiset  wie  bei  gemeinen  Zahlen,  nacheinander  ^  n.  s.  w.  entsprechend  der 
Formel     4- +  ^' («^  +  ^)**   Ata  Beispiel  hierzu  diene  das  folgende: 

tf»  =  81*»—" 

2ii»»«  +  126  Je<—» 

.  +  i^^"-*   

2««  18«**-»  4-  14 -x^-   »1  +    r,4.v«'-~«  r  42.V*"'   »>  9Jt*-'+» 

In  einfachen  Fällen  läßt  sich  durch  Zerl(>gung  des  Radikanden  nach  gewissen 
Quadratformeln  die  Quadratwurzel  angeben.    So  ist  zu  beachten,  <laU  das  Quadrat 

eines  Trinoms  im  rillKf meiru-n  H  Glieder  «•tiihaltcn  tntitJ.  nämlich  die  Summe  der 
Quadrate  der  3  <ili<'ticr  des  Tnnoms  und  die  doppelten  Produkte  von  je  zweien 
mit  BerucksichtiK«ii»y  des  Vorzeirhens.    Es  ist  also 

(a-\-l>-  0*  -  tf'  +      +  ^2  -r  -J  a/^  +  2  (Ii-  -r  Ibc  , 

Ui  -  b     0*     a't     b'^  -\-     -  1  ab  -  2  a i  -\-  1  b c  . 

Hiemach  ist  \\. 

]  4  o^^l  2  a^  b  -    1  a^b^-  —  2  iT/;  »  -  1  (IT* 
r=  ^4<i*  4-  ÖÄ*^«  +  10 b*^  +  \2a*ö  —  Iii a» b*  ^2^b^  ^  2a^ iab  —  ^ö*  , 

4.  Die  dritte  Potenz  einer  einziffrigen  Zahl  liegt  zwischen  1  *  =  1  und 

103  lOOO,  ist  also  ein-,  zwei-  oder  dreiziffri«;:  die  dritte  Potenz  einer  zxvci- 
ziffrieen  Zahl  liej;t  zwischen  lÖOO  und  1  OOOO^n i ,  ist  also  vier-  bis  sechsziifrig; 
aligemein  ist  die  dritte  Potenz  einer  //-ziffrigen  Zahl  3«  —  2-,  3« —  1-  oder 
3  n-zifirig. 

Femer  ist 

Die  Umkehrung  beider  Sätze  narh  Analogie  des  Verfahrens  bei  den  Quadrat» 
wurzeln  führt  nuf  folgende  Ree*'!  tiir  das  Ausziehen  von  Kubikwurzrhi. 

Man  teile  die  ZitTern  des  Radikanden  von  den  Kinein  aus,  also  bei  einer 
ganzen  Zahl  von  rechts  nach  links,  bei  einer  Dezimalzahl  vom  Komma  aus  nach 
beiden  Seiten,  in  Gruppen  zu  je  rirei  ZifTem,  wöbet  die  erste  Gruppe  links  auch 
zwei-  oder  einziffrig  werden  kann.  Man  bestimme  zu  dii'ser  ersten  Gruppe  den 
Wert  von  ti  so.  dall  gleich  dieser  (iruppi'  oder  der  näch<;t  kI»MTH'rn  i^itr/fn 
Kubikzahl  ist,  schlieüe  an  den  Rest  die  erste  Zitier  der  naclisten  (irupj)e  an, 
bilde  3  a*  und  dividiere  die  vorher  erhaltene  Zahl  dnrch  3«';  die  für  den 
Quotienten  erhalt«>ne  ganze  Zahl  nehme  man  zur  zxveiten  Ziffer  b  des  Resultats, 
bilde  W  b,  subtrahiere  dii-scs  \  di  r  vorln  r  rrii  ili  i  neu  Restzahl,  ziehe  im  <!>  m 
jetzt  bleibenden  Rest  die  zweite  Zilter  der  (iruppe  hi-nintiT,  subtrahiere  von  der 
entstehenden  Zahl  3a^',  ziehe  die  dritte  Ziffer  der  Gruppe  herunter  und  sub- 
trahiere b\  £rgibt  eine  der  gedachten  Subtraktionen  einen  Subtrahend,  der 
größer  als  der  Minuend  ist,  so  war  hir  b  ein  zu  grolier  Wert  angenommen  und 
di»'  kecluuing  ist  niii  {\<-\n  nächst  kleinern  Werfp  von  h  /n  wie(i<'rholen.  Man 
betrachte  sodann  du«  aus  den  Ziffern  a  und  b  tu  steliende  Zaid  als  eiu  neues  tf, 
die  bisherige  Berechnung  als  die  des  Gliedes  a*  der  Formel,  bestimme  mit  Hilfe 
der  nächsten  Gruppe  und  des  Gliedes  3  <l'^  durch  Division  rin  neues  b  und  fahre, 
wie  vorher,  fort.    Sind  alle  Gruppen  des  Radikanden  in  dieser  Weise  benutzt 
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und  bleibt  noch  ein  Rest,  90  kann  man  mittels  Anhängen  von  Nnllen  bis  tax 
Erreichunf  der  verlangten  Genauigkeit  weiter  rechnen.    Ist  der  Radikand  selbst 

abgekürzt,  so  dürfen  keine  Nullen  anpchängt  werden;  man  kann  auch  hier  statt 
dessen  abgekürzt  rectmen.  Die  Ausführung  des  Verfahrens  zeigen  folgende  Beispiele: 

t^l2|8  12[9  04  =  2  3  4  J'ÖfäÖOISiTjTiJ?  =  2103 

3  a«  =  12,  4b  .  d^d  —  4  zu  groll)  12jl3 
3a*^—        36  12 

121  ' io 

3«^=  54  6 


672  40 

P  =  27  1 


3  <^  =  15H7   G  l  .">0  ^1  =  4  1 323  399 

Sii;^, -»  6348  132  3U0I  399  477 

■"lllö  396  900 


3  tfi    —  1104  257  72 

e4  56  70 


«3  »  64  201  027 

—  27 

201  000 

Kürzer  als  die  vorstpJir-ruip  ausführliche  Reclinuiitiswt'isf  i<t  «  s.  jedesmal 
nach  Bestimmung  von  d  die  drei  fllieder  a' ,  'S  n  ^'  und  d"*  nicht  «'inzeln  nach- 
einander zu  subtrahieren,  sondern  die  Summe  Aa-^{-  lUU)  +  3  (•  lU) -|- 
zu  berechnen  und  nur  einmal  sn  subtrahieren»  wobei  man  sich  znr  Berechnui^f 
dieser  Summe  noch  verschiedener  Abfcuizungent  wie  z.  B.  der  Ahsunderung  des 
gemeinsamen  Faktors  bedienen  kann.  Wir  nnterlnssen  die  Ausführung  von 
Beispielen  hieizu,  da  man  in  der  Praxis  das  immerhin  um^tautiliche  Verfahren 
meist  durch  die  später  sn  entwickelnde  Methode  der  Berechnung  mit  Logarithmen 
ersetxen  wird.  —  Die  Ausciehung  der  Kubikwurzel  aus  Deziroalzahlen  u.  s.  w. 
geschieht  in  analoger  Weise  wie  bei  den  Quadratwurzeln. 

Für  Wurzeln,  deren  Kxpnnent  größer  als  3  ist,  kann  man  nach  Anleitiinc; 
des  bei  den  Quadrat-  und  Kubikwurzehi  eingeschlagenen  Verlahrens,  also  mit 
Hilfe  der  durch  Ausführung  der  Multiplikation  für  die  betreffende  Potenz  von 
1()</-|-^  zn  entwickelnden  Formeln»  entsprechende  Methoden  ableiten.  Doch  ist 
flie  AnwenduTiir  solcher  nicht  m  em]tfehlen.  wenn  der  Exponent  keine  Primzahl 
ist,  denn  in  diesem  Fall  kann  man  die  Wurzel  auf  solche  niederer  Grade  zuriick- 

führen,  waf  unter  alU'n  Umsrilnden  bequemer  i'^r.  So  ist  z.  R.  |  ,7  ]  |  (/ ,  und 
entsprechend  lassen  sich  S-te  Wurzein  durch  dreimahges  Ausziehen  einer  t^uadrat- 
wurzel,  6-te  durch  Ausziehung  einer  Kubikwurzel  aus  einer  Quadratwurzel  be- 
rechnen n.  s.  w. 

Auch  hier  wird  praktisch  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Logarithmen  an- 
gewendet (vgl.  §  16). 

tj  IT).     Das  Lo  tra  ri  t  !i  Uli  e  r  PH. 

1.  Dir  zweite  ümkehrung  des  Potenzien-ns  verlangt  die  Lösung  der  Aulgabc, 
zu  dem  gegebenen  Werte  einer  Potenz  und  ihrer  Basis  den  Exponenten  zu  be- 
rechnen» oder  den  Wert  von  x  ans  der  Gleichung 

zu  bestimmen.   Man  nennt  diese  Rechnungsart  Logarithmieren,  den  gegebenen 

5* 
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Wert  b  der  Potenz  dvn  Lo(;arithmand,  die  goßeb<-ne  Potenzbasis  a  die  Basis 
des  Lo'^Mrithniiis  und  den  Exponenten  x  den  Logarithmus,  Für  diesen 
schreibt  man 

und  liest  diesen  Ausdruck  »Logarithmus  von  b  sur  Basis  ac*  oder  kurz  ><f-Logarith- 

iniis  b<  . 

Di  r  Lnixarithmus'  i^^t  also  die  Zahl,  mit  der  die  Basis  pntenrtert  werden 
muü,  um  den  Lo^arithmanden  zu  erhalten.  Diese  Erklärung  kann  durch  folgende 
Formel  dargestellt  werden: 

So  ist  beispielsweise  ^IorH  ^  3,  denn  2'  S;  •»lopSl  4  ,  denn  3*==  81 ;  da- 
gegen "logSl  =  2  und  *Uog81  —  l.  Ferner  ist  i«log4==  i  ,  denn  lü*  =  J  lü  =  4; 

"^log  1     .       ( ü )-  -  }r>  - 1      3 ;  *''io>? »  =  -  i .  ^  log  V  =  -3  u.  s,  w. 

Aus  der  Erklärung  des  Logarithmus  folgt  ohne  weiteres 

*log  («*)  —  n  . 

Inbesondere  ist 

•log  , 

d.  h.  der  Logarithmus  der  Basis  ist  stets  gleich  1.    Kernet  ist 

*lon  1^0  , 

d.h.  der  Loi;aritlmiti^  \ on  1  ist  für  jede  Basis  gleich  0,  denn  =  1.  Eine 
Ausnahme  von  beiden  Regeln  macht 

d.  h.  der  Loguriihmus  von  1  zur  Basis  1  kann  jede  beliebige  Zahl  sein,  da  jede 
Potenx  von  1  gleich  1  ist. 

Der  Logarithmus  einer  Zahl,  die  nicht  gleich  1  ist,  sur  Basis  1  ist  nicht 

an^ebbar. 

Es  entsteht  auch  hier  diu  Frage,  ob  die  Logarithmierung  auch  dann  in 
allen  Fällen  möglich  ist,  wenn  sie  nicht  ans  der  Umkehrung  einer  wirklich 
ausgeführten  Potenzierung  hervorgegangen,  sondern  wenn  für  die  Basis  und  den 

Logarithmanden  willkürliche  Zahlenwerte  gesetzt  sind.  Für  diese  L'ntersixchung 
werde  hier  vorausgesetzt,  daß  Basis  und  Lnijjnrithmand  reell  sind.  Ist  die  Basis 
negativ,  so  sind  die  Logarithmen  aller  positiven  Zahlen,  die  imgerade  Potenzen 
der  Basis  sind  und  ebenso  die  aller  negativen  Zahlen,  die  gerade  Potensen  der 
Basis  sind,  nicht  reell.  So  sind  z.B.  — •log( — 4)  und~'logö  nicht  durch  re«>lle 
Zahlen  angebbar.  wird  daher  weiter  voraii<i'^esetzt,  d.iL5  die  f?asis  reell  und 

positiv  sei.  Dann  haben  negalivi;  Zahlen  keinen  reellen  Logaritlirauü,  da  die 
Potenz  einer  positiven  Basis  nicht  negativ  werden  kann. 

Dagegen  i^ibt  es  von  jeder  positiven  Zahl  einen  reellen  Logarithmus,  wenn 
die  Basis  positiv  ist.  Um  dieses  nachzuweisen,  beachte  man,  daß  man  aus  ii* 
durch  die  Annahme  ;r  =  0,;r^l  a.8*w.,        —  — 2  u.  s.  w*  eine  Reihe 

von  Zahlen 

11,  , 
a*  a 

erhält,  die  nach  der  einen  Seite  unbegrenzt  wäclist,  nach  der  andern  unbegrenzt 
abnimmt.    Ist  nun  'log^=:x  zu  bestimmen,  soll  also  a*  =  b  sein,  so  müssen 

sich  für  reelle  positive  Werte  von  a  und  /;  zwei  Zahlen  jener  Reihe  angeben 
la^'^'-n,  zw  isciien  denen  b  liegt,  wenn  b  nicht  eine  der  Zahlen  jener  Reihe  selbst, 
.V  also  als  ganze  Zahl  bestimmt  isL 
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£s  seien  a  und  a  +  1  j^n®  beiden  Zahlen,  8o  kann  man 
mithin 

setzen  nnd  wieder  für  v  zwei  ^anze  Zahlen  ß,  (i  -|  1  bestimmen,  «o  daß 

zwischen       und  li<'gt>  dann  _>»  — -|  £  setzen,  und  in  dieser  Weise  lori- 

fabren* 

Es  sei  beispielsnreise  ««'log?  gesucht,  so  hat  man  2**«!!  2*  2  t 
2»     4 ,  2  ♦     8 ,  2*  =  16 ,  also  kann  man  7  =  2*  =  2    "  =  4  •  2»« 

7  \io 


lU 


setzen.    Da  nun  {^'^  =  2693^  ...  und  2»  =  256 .  2^  =  512 ,  so  kann  man 
»  8  H-  ^  setzen  und  erhält 

•/-i-(j=  .."^(i)':..«,  ^-[ar=H'° 

u 

woraus  wieder  *  ~  *^  "i"       ^olgt»  Es  ist  alsjo 

«log  7  =  2,80  ... 

Aut  diese  Weise  kann  man  lur  jeden  Logarithmus  ein«'n  Wert  erhalten,  der 
entweder  rational,  abo  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  oder  irrational  iät,  also 
bis  zu  beliebiger  Genauigkeit  angenähert  durch  eine  Dezimalzahl  ausgedruckt 

werden  kann. 

2.  Für  das  Kcrhnen  mit  Logarithmen  gehen  folgende  Sätze: 

Der  Logarithmus  eines  i'rodukts  ist  gleich  der  Summe  der  Loga- 
rithmen der  Faktoren. 

Der  Logarithmus  eines  Quotienten  ist  gleich  der  Differenz  der 
Logarithmen  des  Dividenden  und  des  Divisors. 

Der  Logarithmus  t  iner  Potenz  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem 
Exponenten  und  dem  Lugaritlimus  ihrer  Basis. 

Der  Logarithmus  einer  Wurzel  ist  gleich  dem  Quotienten  aus 
dem  Logarithmus  des  Radikanden  und  dem  Wurzelexponenten. 

Dabri  vv<  rdt  n  (Ii.-  Lnu'aritJimen  für  dieselbe  Basis  angenommen.  Diese  Sätze 
sind  in  Formeln  auszudrücken: 

»•log«  +  ""log^ 

'"logÄ  —  '"log^ 


1) 

•"log(<i^) 

2) 

«log-^ 

3) 

«Iog(<T«) 

^) 

H 

••log  |<z 

n  •  »"log  n 

'"\0ilit  1 


**log<i  . 
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Diese  Sätze  sind  die  Umkehnmgen  von  Potenxsätxen.  Man  kann  sie  be- 
weisen, indem  man  die  Basis  m  mit  beiden  Seiten  der  Gleichun^^en  potenziert 
und  die  ent^rechenden  Potensregeln  anwendet.    Z.B.  ist  in  der  Tat 

Der  Beweis  kann  auch  auf  foljEfende  Art  geführt  werden.  Ist 

•"log  a  —  jc ,     ""log  d.  —  j  , 

SO  folgt 
mithin 

a  n  b     m*  '  mf  ^  m*^^ ,       *  +    =  "log {a  *  b)  =  "*log «  +  *"log  A  t 
a  ib'^m*  imJ^  =  m*—^  ,      x  —y  =  *'log(a :  b)  «  "»log«  —  ""log^  , 
tf"  =  (j»')*     ^  oF*    ,  « Jt  =  ""log(tf*)    =ii»"'Iog«  • 

i. 

Der  vierte  Satz  ist  in  dem  dritten  enthalten,  da  jja  —  a"  ZU  setzen  ist. 
AU  bcsondem  Fall  des  zw<-iteii  Satzes  hat  man  noch 

5)  "»lOR  (  j  )  ^  ""'o?  ^  —  "log^  =  — "»log*  , 

d.  h.  der  I.oijarithmus  einer  Zahl  ist  L;lfirh  di  rn  negativen  Logarithmus  d>'s  ri'/i- 
proken  Wertes  der  Zahl  oder  die  Logarithmen  einer  Zahl  und  ihres  rezuirokeii 
Wertes  haben  gleichen  absoluten  Wert  aber  entgegengesetzte  Voneiclien.  Ist 
^>  1  ,  M>  1  so  ist  log(l :  ^)  negativ.  Der  Logarithmus  eines  echten  Bruches 
ist  also  für  eine  Kuis,  die  größer  als  1  ist,  immer  ne^jariw 

3.  Ist  man  imsfaiidc,  die  Logarithmen  aller  positi\i'ii  Zahlen  für  «-ine  posi- 
tive Basis  m  anzugeben,  und  soll  der  Logarithmus  einer  Zahl  a  für  eine  andre 
Bashi  n  gefunden  werden,  so  sei 

Nimmt  man  \on  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung  die  Logarithmen  zur  Basis  m, 

80  erhält  man 

X  •  *»log  «  =  *"  log  f?  , 

also 

•"log  a 

d}  X  -  "loga  —  —   . 

""log  n 

Man  findet  also  aus  den  Logarithmen  der  Zahlen  für  eine  Basis  m  die  Loga- 
rithmen der  Zahlen  für  ein''  andre  Basis  n,  indem  man  sie  durch  den  Loga- 
rithmus d<*r  neuen  Basis  //  tur  die  alte  w  dividiert. 

Hiermit  ist  die  Aulgabe  der  Berechnung  der  Loguritlunen  zuruckgetuhrt  aul 
die  Aufgabe,  diese  für  irgend  eine  Basis  zu  berechnen. 

Die  Gesamtheit  der  Logarithmen  aller  positiven  Zahlen  für  dieselbe  Basis 
bilden  ein  Logarithmensystem  für  diese  Basis. 

Hat  man  ein»»  Tabelle  (Logarithmentafel)  bi-rechnct .  die  gt-stattel,  von 
jeder  positiven  Zahl  den  Logaritbraus  für  irgend  ein  System  aul/uschlageu,  so  kann 
man  mit  Hilfe  dieser  Tafel  nach  dem  vorstehenden  Lehrsate  die  Logarithmen 
für  jedes  beliebige  andre  System  berechnen. 

Daü,  und  auf  welche  Weise  die  Ber^  <  hnnni,»  einer  solchen  TahrUr  möt;lich 
ist,  t.u  ht  schon  aus  der  KntAvicklung  in  Nr.  l  lienor.  Das  daselbst  angegebene 
V'erlalura  ist  freilich  so  überaus  mühsam  und  zeitraubend,  daü  die  praktische 
Ausführung  der  Berechnung  aller  Logarithmen  nach  ihm  schwerlich  von  jemand 
auch  nur  %'ersucht  werden  dürfte. 
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Eine  bequeme  Mtuhode  zur  Berechnung  von  Logaritbincn  wird  in  §  37 
ppzpipt.  An  dieser  Stelle  genügt  es  anrtinohmen,  daß  man  imstande  sei,  eine 
Logarithmentafel  heizustellen,  d.  h.  ein  Logarithmensystem  für  eine  Basis  zu  be- 
tecfanen* 

Fär  den  praktischen  Gebrauch  bedient  man  sich  ans  sogleich  anxngebenden 

Gründen  der  gemeinen  Logarithmen,  deren  Baais  die  Zahl  10  ist,  und  die  nach 
ihrem  Erfinder  aiu  h  Brk;*  ;  lache  Logarithmen  genannt  werden.  Sir  werden  ohne 
Angabe  der  Basis  geschrieben,  so  daß  unter  log<i  der  gemeine  Logarithmus  der 
Zahl  a  an  verstehen  and  immer 

ist    Für  irgend  eine  Basis  »  hat  man  dann  nach  6): 

log« 
"log  tf  =  , 

log« 


§  16.    Die  Logarithmen  als  Rechenhilfsmittel. 

!•  Daß  fär  ein  Logarithmensystem  die  Basis  10  am  bequemsten  ist,  geht 
aus  fönenden  Eigenschaften  der  gemeinen  Logarithmen  hervor. 
Es  ist: 

log  1      u  ,  log  10  =  1  ,  log  100  —  2  u.  8.  Wm 

daher  sind  die  der  Logarithmen  aller  Zahlen  zwischen  1  nnd  10,  d.  h.  aller 
ein/.ifFrigen  Zahlen  /.wischt-n  ti  und  1,  diejenigen  der  Zahlen  zwis(-hen  10  und  100, 
d.  h.  der  zweizifirigeu  ZaliU*n  zwischen  1  und  2  enthaiten  u-  s.  w.  Allgemein 
folgt  ans  loglO*~'  =  i»  —  1  und  log  10*  =  «,  daß  der  Logarithmus  einer 
jf-affrigen  Zahl  z\visrh"Mi  n  —  1  uiul  n  enthalten  ist, 

l>i''  im  allgemeitH  ii  irrationalen  Loparithnicii  lassen  sii  h  als  Dezimalzahlen 
darstellen,  die  je  nach  der  erforderlirli<ni  Genauigkeit  auf  eine  mehr  oder  minder 
große  Anzahl  von  Dezimalstelleii  abgekürzt  sind.  Jeder  Logarithmus  besteht  also 
ans  einer  ganzen  Zahl  und  einem  echten  Dezimalbmch.  Die  ganze  Zahl  wird 
die  Kennziffer,  der  echte  Bruch  die  Mantisse  des  Logarithmus  genannt.  Fär 
die  gemeinen  Logarithmen  b»'8teht  sonach  die  Regel,  daü  die  Kennziffer  ans  der 
.Anzahl  der  Ziffern  des  Lo^anthmanden,  wenn  dieser  eine  ganze  Zahl  ist,  be- 
stimmt werden  kann;  er  ist  um  1  kleiner  als  diese  AnzahL 

Die  zweite  Eigentümlichkeit  der  gemeinen  Logarithmen  besteht  darin,  daft 
der  Logarithmus  einer  Zahl,  die  sich  aus  einer  andern  durch  Anhängen  von 
Nullen  ableiten  läfit,  flirsclbt»  Mantiss(>  haben  muß,  so  Hali  die  Logarithmen 
beider  sich  nur  durch  die  Kennzirter  unterscheiden.  Denn  ist  z.B.  log 2  =  0,30103 
bekannt,  so  hat  man 

log  20  =  log (2  .  n»)    log  2  +  log  10  =  log  2  -f  1  -  1,30  io:|  , 

log  200  -  log  (2  .  100)  -  log  2  +  log  100  —  log  2  -|-  2  —  2,30  103  , 
log  2000  =  log  (2  »  1000)  =  log  2  -f  log  1000  —  log  2  \  3  -  3,30 103  , 

U.  8.  W. 

Al^emein  ist  log(tf  •  lU")  -  loga  -f  log  10"—  log<z  -j-  n\  der  zweite  Summand  n 
ist  hier  eine  ganze  Zahl,  ändert  also  nur  die  KemudlTer,  so  daS  die  Mantisse 

unverändert  bleibt. 

Aus  diesrn  l)eiden  Kigentümlirhkiitrn  dfr  Hki' .< äschen  Logarithmen  folgt: 
Eine  Tafel,  welche  die  Logaritlmien  aller  ganzen  Zahlen  bis  zu  einer  bestimmten 
durch  die  höchste  in  den  Rechnungen  voraui^esetste  2Kffeizahl  bedingten  Grenze 
angeben  soll,  braucht  nicht  die  Kennziffern,  sondern  nur  die  Mantissen  dieser 
Logarithmen  zu  enthalten.    Da  aber  die  Mantissen  aller  Zahlen,  die  nicht  die 
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hörhstr  vtirkointjuMidc  An/.ahl  von  ZifTi'rn  bpsit-/»*?!,  sich  bfi  den  hörli«;tziffrigen 
Zahlen  wieder  finden,  die  aus  jenen  durcii  Anhangen  von  Nullen  riitMeiuni,  so 
iBt  es  äberhaupt  nur  nötif;,  in  der  Tafel  die  Mantissen  der  höchstzitfrigeii  Zahlen 
anzugeben. 

Soll  z.  B.  die  Tafel  die  Logarithmen  der  Zahlen  bis  zu  den  vierziffrigen 
einschlieülich  enthalten,  so  kann  man  die  Mantisse  zu  log  2  bei  derjenigen  von 
log  2<»UÜ  aufsuchen  und  die  Kennziffer  U  dazu  setzen.  Ebenso  findet  man  die 
Mantitte  sa  log  52  bei  der  Zahl  i}200,  die  zu  352  bet  3320.  Hierdurch  wird  der 
Umfang  der  Tafel  verkleinert  imd  das  Aufsuchen  eines  Logarithmus  erleichtert. 

Hat  eine  ganze  Zahl  am  Ende  Kullfn  und  streicht  man  die  letzte,  so  wird 
die  Zahl  durch  lU  dividiert,  die  Keuiaiffer  des  Logarithmen  also  um  1  ver- 
mindert, während  die  Mantiise  unverändert  bleibt  Hat  die  Zahl  keine  Null  am 
Ende,  so  wird  sie  durch  10  dividiert,  indem  man  die  letzte  Stelle  durch  das 
Komma  abschneidet.  Also  muß  auch  der  Logarithmus  der  Dezimalzahl  eine 
um  1  verminderte  Kennziflfer  aber  noch  dieselbe  Mantisse  haben.    So  ist  z.  B* 

log  5782  =  3,75  831 ,  log  573,2  «  2,75  831  ,  log  57,32  =  1,75  831  , 

log  5,732  »  0,75  831  . 

Daraua  ergibt  sich  die  Regel:  Die  Kennziffer  des  Logarithmus  einer  Dezimalzahl 
bestimmt  sich  nach  der  Anzahl  der  Ziffern  vor  dem  Komma,  die  Mantisse  erhält 
man,  wenn  man  die  Zahl  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma  in  di-r  Tafpl  aufschlägt. 

Hat  die  Dezimalzahl  nur  noch  eine  Ziffer  vor  dem  Komma,  so  dividiert  man 
sie  dofdi  10,  indem  man  das  Komma  vor  die  Ganzen  tmd  davor  0  setzt  Es 
mnfl  sich  dann  nochmals  die  Kennziffer  des  Logarithmen  um  1  vermindern,  die 
Mantisae  aber  unverändert  bleiben.    Man  hat  also 

log  0,5733  =  0,75831  ~  1  , 

demnach 

log  0,5732  =  —0,24109 

eine  negative  Zahl,  da  0,5732  ein  echter  Bruch  ist.  Man  schreibt  einen  negativen 
Logarithmus  aber  in  der  ersten  l'nnn,  um  anzuileuten,  daü  die  positive  Mintisse 
dieselbe  geblieben  ist  und  nimmt  —  1  als  negative  Kennziffer.  Die  Kenn/.itier 
des  Logarithmus  einer  Dezimalzahl,  deren  geltenden  Ziffern  Nullen  vorangehen, 
hat  so  viel  negative  Einheiten  wie  die  Anzahl  dieser  Nullen,  einschliefilich  der 
Null  vor  dem  Komma  angibt.  Es  ist  gewöhnlich  bequem,  den  Logarithmus  einer 
sntrhrn  Zahl  zunächst  um  ID  zu  groli  anzugeben  und  dann  10  wieder  zu  sub- 
trahieren,  also  zu  schreiben 

log  0,5732  =  i),75  8;Jl  —  H» 

und,  \v<  iiti  kein  »TStändnis  zu  befürrlitrn  isi,  — K)  i.'infa«  h  u  «'u/ulnsvcn. 

Kiitsprechend  sind  auch  die  Logarithmen  gemeiner  eduer  lirüchte  negativ 
und  werden  mit  positiver  Mantisse  und  angeliängter  negativer  Kennziffer  ge- 
schrieben.   Um  z.  B«  log|  zu  bestimmen,  hat  man 

log  j-;      log  2  —  logli  ^  i>,:^<il(i:5  --  «(,47  712  . 

Statt  aber  hierfür  — (M70<H.>  zu  setz«  n,  erh<»lif  mnn  b<-hnfs  der  Suhtrnkfion  die 
Kennziffer  von  log  2  um  1  und  iügt  nach  Ausluhrung  der  Subtraktion  diesr  1  ais 
negative  Kennziffer  zu,  schreibt  also 

log  ^      0,82391  —  1  . 

Mart  kann  auch  bequemer  log  2  um  10  vermehrt  denken  und  erhält  mit 

VVeglassung  von  — Ii): 

log2  =- 0,N2;}01  . 
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Den  Logarithmus  des  reziproken  Wertes  einer  Zahl  findet  man  nach  §  15 
Nr.  2,  5),  indem  man  den  Logarithmus  der  Zahl  von  10  subtrahiert  und  — 10 
anhängt.    Es  ist  aJao  z.  B. 

legi  =  10  —  0,47712  —  10  =  9.52288  —  10 
log     «  1 0  —  l,2a045  —  10  =•  8.76  955  —  10  . 

Da  9,r>2  288  also  U,47  712  zu  10  ergänzt,  so  neuut  man  diese  Zahl  die  dekadische 
Ergänzung  zu  log  3.  Bei  einiger  Übung  schreibt  man  diese  statt  des  Logarithmen 
der  Zahl  selbst  hin,  indem  man  jede  Zitfer  zu  9,  die  letzte  zu  Hl  er^^änzL  Man 
kann  also  rhonso  leicht  \og  \  l'i^'^  wie  lop  H  in  dt  r  Tafel  aufschlagen. 

2«  Vergleicht  man  die  Lo^arithmeu  je  zweier  von  drei  aufeinander  folgenden 
ganzen  Zahlen  m  —  1,  n,  ff  1,  so  erhält  man  ihre  Differenzen  nach  dem  Satze  2) 
in  §  15  Nr.  2 

11-4-1  /       1  \ 

log(« -I-  1)  —  log// log-  — —  logll -f  , 

log«  —  log     —  1 )  «  log  -  *—      log  (l  +  — ^ 

K       l  \        ff  — 

Ist  nun  ff  eine  große  Zahl,  so  sind  —  und  — ~  nur  wenig  verschieden  und  es  ist 
angenähert 

log  (ff  +  1)  —  log«  »  logff  —  log  (ff  —  1) 

nnd  zwar  um  so  genauer,  je  großer  n  ist.  In  der  Tat  bemerkt  man,  daß  die 
Unterschiede  der  Mantissen  in  den  Tafeln  bei  großen  Zahlen  in  einem  gewissen 
Bereiche  nahezu  konstant  bleiben.   Man  findet  z.  B. 

log3H50  =  :v>2r>ij4  ,  iog:^3r>i  =  :i,ri2r»l7  .  iog:i:ir»2  -  :{,r.2530  a.  s.  w. 

und  die  Differenz  o.OOtiiR  aufeinander  lolgender  Mantissen  bleibt  eine  Weile  lang 
dieselbe.    Man  konnte  daher  etwa 

log 3357  —  log 3350  +  7  >  0,00013  —  3,52504  +  0,00091  ^  8,52595 

bestimmen,  und  die  Tafel  gibt  wirklich  diesen  Logarithmus.  Man  kann  daher 
sagen,  daß  die  Differenz  der  Logariüimen  großer  Zahlen  nahezu  der  Differenz 
dieser  Zahlen  proportional  sei.    Dies  wird  um  so  genauer  gelten,  je  größer  die 

Zahlen  und  jf  kleiner  ihre  Difft  n-ir/:  n!sn  noch  eenaiier,  wenn  man  z.  B.  von 
log  3352  auf  log  3302,6  kommen  will.  Es  gelKiri  dann  zu  «ier  Differenz  0,(i  der 
Zahlen  nur  0,ü  •  0,00013  =  0,0000«  der  Manti.^s. ,  es  ist  also 

log  3352,0  »3,52  538  . 

Damit  ist  die  Mantisse  von  log  3352,6,  die  in  Tafeln  nicht  enthalten  ist.  die 

nur  die  Logarithmen  von  höchstens  vierstelligen  Zahlen  uclu  n,  zwischen  die  in 
dt  ii  Tafi'lii  cnthalteiif n  Mantissen  vnn  lotj  33r)2  und  log  3353  eingeschaltot 
(interpoliert)  worden,  indem  man  zu  der  Mantisse  von  log  3352  einen  Pro- 
portionalleil  der  Differenz  zweier  aufeinander  folgender  Mantissen  hinzugefügt  bat. 

In  den  überaus  zahlreichen  in  Gebrauch  befindlichen  Logarithmentafeln  sind 
über  deren  Einrichtung,  auch  wiis  die  umgekehrte  Aufgabe  betrifft,  zu  einem 
gegebenen  Logarithmus  die  Zahl  auf/i!siiil.-i<,'en,  spezielle  Anweisungen  e»'5:cb»>n. 
Die  Tafeln  unterscheiden  sich  namentlich  durch  die  Anzahl  der  Dezimalstellen, 
in  denen  die  Mantissen  gegeben  sind.  Für  Praxis  und  Schule  genügen  gewöhnlich 
ffinfoteliige  Tafeln,  wie  sie  im  folgenden  vorausgesetzt  werden,  doch  wird  für  die 
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Schttlr  ni  (It  ii  iiK'isicn  Fallen  berfits  die  Criiaiiii;keit  vit•rsIrlli^('^  Tafeln  voll- 
koinmt-n  ausrfichen.     i'ür  wisscnschaiiiiche  Zwecke  hat  mau  auch  sechs-  und 

siebenstellige  Tafeln. 

Wenn  man  in  einer  Lc^^thmentafel  zu  «Mncr  gegebenen  Zahl  den 
Logarithmus  aufschlägt,  so  bat  man  damit  die  Zahl  als  Potenz  von  10  ge- 
schrieben.   Ist  2.  B. 

log2G,8  =.  1,42  975 

gefunden,  so  folgt 

26,8  -  lOM«»«  . 

Schlägt  man  dagegen  zu  einem  gegebenen  Logarithmus  die  Zahl  auf,  so  hat 
man  10  mit  dem  Logarithmus  potenziert    Findet  man  z.  B. 

2,83967  =  log  091,3  . 

so  ist  nun 

lOMitw  =  691,3  . 

Nun  wcrrh'Ti  Potenzen  mit  t;leichen  Basen  m  n  1  ti  p  1  i  zi  e  rr  oder  di\i(liert.  indem 
man  ilire  Kxponenteii  ailtliert  oder  sublraliierl  und  eine  Polenz  wird  poten- 
ziert oder  radiziert,  indem  man  ihren  Exponenten  multipliziert  oder  divi- 
diert. Hat  man  also  zwei  Zahlen  als  Potenzen  VOlk  !(•  geschrieben,  so  werden  die 
Zahlen  nudlipbziert  oder  dividiert,  indem  man  ihre  Logarithmen  addiert  oder 
subtraliiert  und  die  Zahl  aufschlägt,  die  die  Summe  oder  Differenz  der  Logarithmen 
als  Logarithmus  haL  Ebenso  kann  man  eine  Zahl  potenzieren  oder  radizieren, 
indem  man  den  Logarithmus  der  Zahl  mit  dem  Exponenten  multipliziert  oder 
dividiert  und  zu  dem  Produkt  oder  Quotienten  als  Logarithmus  die  Zahl  aufschlägt. 

Dieses  Verfahren  stellt  sich  dar  als  Anwendiint:  der  Sätze  1)  bi?»  !)  in  ^  15 
Nr.  2.  Damit  erkennt  man  in  einer  Logarithmentafel  ein  unentbehrliches  Hills- 
mittel zur  wesentlichen  Erleichterung  umständlicher  Rechnungen  mit  unbequemen 
gemeinen  Zahlen.  Wenn  man  statt  mit  den  Zahlen  selbst  mit  ihren  Logarithmen, 
die  man  aus  der  Tafel  entnommen  hat,  rerhnct,  so  kann  man  Multiplikation  und 
Division  auf  .\ddition  und  Subtraktion,  Potenziening  und  Radizierung  auf  Multi- 
plikation und  Division,  also  eine  Operation  zweiter  und  dritter  Stufe  auf  eine 
solche  erster  und  zireiter  zurfickfnhren. 

4.  Bei  der  Ausführung  einer  umständlichen  numerischen  Rechnung  mit 
Hilfe  der  Logarithmen  ist  es  notwendig,  die  Rechnung  in  einem  ütx  rsirhtlichen 
Schema  anfzusrhreiben.  Dieses  wird  zweckmälSiij  so  eingerichtet,  daU  man  hinler 
den  zu  berechnenden  Zahlenausdruck  nacii  ileui  Gleichheiiszeichen  zuletzt  das 
Resultat  setzt  und  unter  einem  Strich  die  aufgeschlagenen  Logarithmen  und  deren 
Verbindungen  hinschreibt.  Die  Art  dieser  Verbindung  (Addition  und  Subtraktion, 
Multiplikation  nnd  Division)  anztirrcben,  ist  entl)ehrlich,  weil  iiai  h  der  vorstehenden 
Re'je!  jef!e  ()|M'ration,  die  niii  d«'n  Zahlen  vorgenommen  werden  soll,  sich  bei 
ihren  Loganiinneii  um  eine  Stufe  erniedrigt. 


Beispiel 


LS 


2,746  .  14,318  •  7,459      ,    .  . 
M7,982 


log  2,74G  =  0,43  87o 
log  14,318     1,15  58H 

log  7,4r»9  =  0,H7  20S 
2.4  (J  72»> 
log  27,982  =  1.44  (i>^s 

i,(>2  oas 
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■    2.  17.159  .  1.7485»  _  ^3^.^^^ 

0,014  .  yi23,4&6 


log  1,7480 

-0,24267 

0,72  801 

logl7,l&0 

=  1,23  449 

1,96250 

log  123,456 

»  2,09 162 

0,G9  717 

logO,UU 

=  S,14  013  — 

8,81  330  — 

3,11  920 

Hei  der  Division  eines  LoL^arifhmn.s  mit  nci^rttiver  Kennziffer  dnrrli  eine 
natürliche  Znhl,  hat  man  es  su  einzurichten,  daÜ  die  Kenn/.itVer  durch  die  Zahl 
ohne  Rest  zu  dividieren  ist.  Um  /..  B.  9,... — 1  durch  3  äu  dtvidtereu,  denkt 
man  aich  2,... — 3  geschrieben.  Bei  der  üblichen  Schreibweise  9f- — 10  hat 
man  dann  29,>.d> — 30  tu  denken,  damit  die  negative  Kenniiffer  ein  Vielfaches 
von  10  wird. 


Kö76 


^  =  2U,1543 

9,02  0^4" 


log  0,0058  =  7,76  343 
 9,44  086 

8,32  257 

1,30  437 

Hat  man  za  einer  nlg<*brai9chen  Forme!  ein  numerisches  Beispiel  zu  be> 
rechnen,  so  schreibt  man  zunächst  die  für  die  allgemeinen  Zahlen  gegebenen 
Werte,  dann  die  atL;ehrais(  hr  Formel  und  hinter  das  ni(>i(  hlieitszeirhen  wieder 
das  Resultat.  In  tiem  iogacithmischen  Rechnungsschema  benutzt  man  die  Buch- 
staben zur  Abkürzung. 

4*  Das  Volumen  F  eines  Kegels  zu  berechnen,  dessen  Grundfläche  den 
Radius  r  hat  und  dessen  Höhe  A  ist,  für  die  Werte: 

r=  12,382,  ^=»29,520 

r=  A  =  3Ü0O  rund 

'  log  \  ==  9,52  Jss  ~ 

log  .TT  0,411  7  1  :> 
log  r  =  1,0.»  04(i 
log  r  1,00  040 
logA  ^  1,47  012 
logr=  3,59 107 

5.  £nthält  ein  numerischer  Ausdruck  nur  Operationen  zweiter  und  dritter 
Stufe,  so  läfit  er  sich  unutiterbrochen  logarithmisch  berechnen.  KonTnu  n  daueq:en 
auch  Operationen  erster  Stufe  vor,  so  innü  man  bei  den  Operaiions/.eii  hen  plus 
und  minus  liie  loirarithmische  Reclinung  unterbrechen,  d.  h.  von  (ien  Logaritiuiien 
zu  den  Zahlen  übergehen  und  mit  diesen  zunächst  weiter  rechnen.  Der  Logarith- 
mos  eines  Polynoms  laßt  sich  nämlich  nicht  durch  die  Logarithmen  der  Glieder 
ausdrüdcen  oder  die  Operationen  erster  Stnfe  lassen  sich  durch  Rechnung  mit 
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den  Logarithmen  der  Zahlen  night  auf  noch  einfachere  Operationen  zurückführen. 
Die  l''iit<  rbrechiing  wird  in  dem  K(  (  li»  ris<  hcma  ersichtlich  siemat  ht,  drtß  man  die 
Zahl  m  dem  Logarithmus  daneben  rechts  sciireibl  und  rechts  die  Rechnung  mit 
den  Zahlen  selbst  aasfflhrt;  beim  Obcrgani;  von  der  Zahl  znm  Logarithmiu 
schreibt  man  diesen  wieder  links  daneben. 


5.  1    ^   ^'  —  l  187,516     0,94  508 

f'  y  0,4 14 

log  0,414  =  9,61  700 

log  1,482  ^  u.  17  085 

<  »,30  235     2,30  332 


log 87,510  -=  l,i>4  20« 
log  »  -  5V22  isr. 


<M9  2'Jü      1,5-1  91 9 


log  U,84  413  =  9,92  641      0,84  41 :5 
9,97  547 

In  riiesf>tn  Beispiel  macht  dii'  l^nterbrerhnne  (Ut  logarithraischen  Rechnung 
drei  Aufscidagungen  in  den  laieln  mehr  nötig  als  wem»  au  Stelle  des  Minus- 
zeichens etwa  ein  Mnltiplikattoitszeicben  stuide.  Da  die  größere  Zahl  der  not» 
wendigen  Aufschlagungen  hauptsächlich  die  Rechnung  weitläufig  macht,  so  wäre 

es  ein  Vorteil,  wenn  man  bei  einem  Beispiel  diese  Anzahl  reduzieren  köimte. 
Dies  kann  in  gewissen  Fällen,  wo  nach  alirr-braischen  Formeln  zu  rechneif  ist, 
geschehen  durch  Umgestaltung  dieser  Form(*ln.    Schreibt  man  z.  B. 

1/'':  --H  ^  i/(^^)  («-^ 

\b      a     f     ad        \    '  ab 

und  sind  für  <t  und  6  numerische  Werte  direkt  gegeben,  so  hat  man  nach  der 

Formel  in  d«'r  iirsf)nint:lr(  hen  Gestalt  sechs,  in  di  r  dritten  nur  fünf  Attf- 
schlagungen  vorzunehmen.    Kbenso  bei  der  Umiormuug 


würde  man  in  der  ersten  Gestalt  sieben,  in  der  zweiten  nur  sechs  Aufschlagvmgen 
nötig  haben.  Dieser  kleine  Vorteil  fällt  doch  ins  Gewicht,  wenn  man  nacheinander 
viele  derartige  Rechnungen  zu  machen  hat. 

Kin  andres  praktisch  wichti'jr-s  Hilfsniittfl  ^phrn  rüc  Cai  ^s  sehet)  Utlfs- 
tafeln  zur  Berechnung  des  Logarithmus  d<T  Summe  oder  Ditierenz  zweier  Zatdeii, 
deren  Logarithmen  g(>geben  sind.  Diese  Hilbtafeln  sind  einigen  Logarithmentafeln 
(denen  von  F.  G.  Gauss,  IIeoer  u.  a.)  beigegeben.    Schreibt  man 


so  ist 


Ii)  . 

log  {a  -T  l>)  -  log  /'  4-  log  ^'^  j   1  j  . 


Sind  log^?  und  log^  gegeben,  so  ist  log  (</ :  —  logtf  —  lou /'  einlach  zu  be- 
rechnen.   Hat  man  nun  Tafeln  berechnet,  die  unter  A  den  Logarithmus  einer 
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Zahl  n  und  unter  ß  den  Lo^aritlimus  der  Zahl  n  -\-  1  geben,  So  schlagt  man 
log  a  —  log  ^  =  W  auf,  bestimmt  das  sagehörige  ß  und  bat 

log(0  +  ^)  — log^  + 27  . 

Sucht  man  dagegen  log«  —  log unter  /}  auf,  80  gibt  das  zogehdrige  j4  den 
Logarithmus  der  um  1  kleinem  Zahl  und  es  ist 

log  (tf  —  ^)  =  log  ^  +  i4  . 

Hätte  man  aus  log<7  und  log  ^  zu  finden  log  («/  /f) ,  so  würde  di<'s  mit  den  ge- 
u  üliiilli  ht-n  T  if  ln  (!rri,  mit  den  Gai  ss sciirii  Hilfstafeln  nur  t  im'  Aufx  hla^iin«^ 
nötig  machen.  Aber  auch  wenn  in  Formeln  l  ine  Summe  oder  l.>itier«'nz  vor- 
kommt von  Ausdrücken,  die  selbst  erst  loganiliiuisch  berechnet  werden  müssen, 
ersparen  die  Gauss  sehen  Hilfstafeln  zwei  Atifschlagungen.   Ist  s.  B.  der  Ausdruck 

für  gegebene  numerische  Werte  für  a,  f>,  c,  d  zu  hcrrrbnen.  so  hat  man  mit 
Unterbrechung  der  gewöhnlichen  logarithmischen  Rechnung  acht,  mit  Benutzung 
der  Hüfstafeln  nur  sechs  Aufachlagungen  nötig. 
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II.  Teil 


Die  Gleichungen. 

Dritter  Abschnitt. 

AllKemeines  über  Gleichungen.  Gleichungen  ersten  und  swriten  Grades. 

§  17.    Einteilung  and  Umformung  der  Gleichungen. 

1.  Eine  Gleichung  entsteht,  wenn  man  zwei  gleiche  Zahlen  oder  Zahlen- 
ausdrücke  durch  das  Gleichheitszeichen  verbindet.  Die  beiden  Zahlen  oder 
Zahlenausdrücke  selbst  sind  (!!»•  Seiten  der  Gleirhunj;. 

Am  einfachsten  ist  t-im;  Gleichunp,  die  eine  selbstverstaiulliche  Idenfitfit 
aussagt,  z.  B.  7  —  7,  a  ^  a.  Solche  Gleichungen  drücken  nur  den  Grundsau 
aus,  dafi  jede  Gröfte  sich  selbst  gleich  ist 

Ks  können  aber  die  beiden  Seiten  einer  Gleichung  identisch  sein,  ohne  daß 
»'S  sofort  7.U  sehen  ist,  wenn  sie  denselben  Wert  in  andrer  Form  enthaltet).  So 
sieht  man,  daß  die  Gleichung  5  -|-  7  ^  20  —  H  identisch  ist,  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  die  Rechenoperationen  wirklich  ausfährt.  Beide  Seiten  steilen  dieselbe 
Zahl  12  in  zwei  verschiedenen  Formen  dar.    So  drückt  auch 

3  .f.  8  —  .')  =  6 

•  inf  Identität  aus,  wentT  man  die  Unke  Seite  als  eine  gegebene  Recbenanigabet 
die  rechte  als  das  Resultat  betrachtet. 

Solche  identische  Gleichungen  sind  alle,  die  nur  gemeine  Zahlen  ent- 
halten. Gleichungen,  die  auch  allgemeine  Zahlen  enthalten,  können  identisch 
sein,  wenn  man  dnrrh  Anwendtinc:  <Ier  Reijelii  der  a]lv;eineinen  Arithmetik  die 
eine  Seite  der  Gleichung  in  die  andre  umformen  kann;  z.  B.: 

Jede  solche  identische  Gleichung  ist  der  algebraische  Auadruck  eines  arith* 
metischen  Satzes,  der  für  jeden  Wert  i;elteti  miiB,  den  man  den  darin  vorkommenden 
allgemeinen  Z.dilen  beile^;!.  identische  Gleichungen  dieser  Art,  die  \ielfarli  bei 
algebraisdien  Rechnungen  weiter  benutzt  werden,  sind  die  Formeln  der  Arith- 
metik. Ist  eine  Formel  dem  Rechner  noch  nicht  bekannt,  so  muß  er  ihre 
Richtigkeit  beweisen. 

D,igegen  ist  z.  B.  die  Gieichtmg  ti  -f-  7  ==  \  '2  nicht  für  jeden  beliebigen 
Wert  von  sondern  nur  für  <7  —  5  gültig,  und  daher  keine  ideiifisclie.  Das- 
selbe gilt  auch  von  der  Gleichung  .t  4-^  =  10,  die  zwar  für  unendlich  viele 
verschiedene  Werte  von  *  und  y,  wie  =  1,  ^  —  9  oder  Jc«  2,  ^'  «  8  oder 
X  —  0,r> ,  y  9,5  richtig  ist,  jedoch  nicht  für  alle  den  Zahlen  x  und  y  zugleich 
willkürlich  beijielegte  Werte  \i,ü\ü)>,  bleibt. 

F.ine  nifiif  identisrhe  Gleichung  enthält  die  Auft'abe,  diejenigen  Werte  zu 
bestininien,  die  man  iur  eine  oder  mehrere  der  ui  liir  enthaltenen  allgemeinen 
Zahlen  selxcn  kann,  damit  die  Gleichung  eine  identische  werde.  Mit  Rücksicht 
hierauf  nennt  man  eine  solche  Gleichung  eine  Bestimmungsgleichnng.  So 
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enthält  die  Gleichung  a-\-l  ^  12  die  Aufgabe,  eine  Zahl  a  zu  bestimmen»  die 
am  7  vermehrt,  12  gibt  und  jr  +  ^     10  die  Aufgabe,  zwei  Zahlen  x  und  y  zu 

bestimmen,  deren  Summe  10  ist. 

Eine  RpsHmmHngsgleirhnne  flnlrkt  ciiu'  Beziehunj»  zwischfn  Hr-ii  In  ihr  vor- 
kommenden Zahlen  aus.  Umgekehrt  iatii  ^ich  eine  Beziehung  zwischen  Zahlen 
häufig  in  Form  einer  Bestimmungsgleichung  schreiben.  Ist  z.  B.  zwischen  vier 
Zahlen  die  Beziehung  bekannt,  daß  die  Summe  von  zweien  a,  b  ebenso  groB  wie 
die  DiiTerenz  der  beiden  'andern     <f  ist,  so  gibt  diese  Beziehung  die  Bestimmungs- 

Eine  solche  arithmetische  Beziehung  zwischen  Zahlen  kann  wie  in  diesem 
Beispiel,  TOUkoromen  willkürlich,  sie  kann  aber  auch  gesetzmäßig  begründet  sein. 

So  werden  geometrist  he  Lehrsätze,  plivsikalische  Gesetz«^  in  I'nrm  von  Gleicliungen 
geschrieben,  wenn  die  Beziehungen,  die  diese  Lehrsätze  oder  Gesetze  ausdrücken, 
in  arithmetische  Form  gebracht  werden  können.  Sind  z.  B.  die  Seiten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  gemessen  und  für  die  Katheten  a  und  ^,  für  die  Hypo- 
tenuse c  Längeneinheiten  gehuiden  worden,  so  besteht  als  notwendige  Beziehung 
zwischen  den  Zahlen  a,  öt  c  die  Gleichung 

+     — , 

die  ab  arithmetischer  Ausdruck  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  ztigleich  als  eine 
BestimmungsgleirhuTiti  mit  den  allgemeinen  Zahlen       ^,  r  erscheint. 

Eine  Bestimmungsgleichung  aullöseu  heiUt,  die  Werte  bestimmen,  die  iür 
eine  oder  mehrere  der  in  ihr  vorkommenden  allgemeinen  Zahlen  gesetzt  werden 
müssen,  damit  die  Gleichung  identisch  werde,  oder  die  der  Gleichung  genügen. 
Die  allgemeinen  Zahlen,  lÖr  die  bestimmte  Werte  gesucht  werden,  heißen  die 
LTnbekannten,  die  übrigen  und  die  <'t\va  vorkommenden  gemeinen  Zahlen  di«' 
Bekannten  der  Gleichung*  An  sich  kann  jede  der  allgemeinen  Zahlen  einer 
Gleichung  ab  Unbekannte  betrachtet  werden:  will  man  aber  gewisse  dieser  Zahlen 
vorzugsweise  ab  solche  kenntlich  machen,  so  bezeichnet  man  sie  mit  einem  der 
letzten  Buchstaben  .v,  y,  z  des  Alphabets.  Die  Werte,  die  für  die  Unbekannten 
gesetzt  werden  müssen,  um  die  Bf'stirnmungsgleirhnnif  zu  einer  identischen  zu 
machen,  heilien  die  Wurzeln  der  Gleichung.  Man  kann  daher  auch  sagen:  eine 
Gleicfanng  auflösen,  heifit  ihre  Wurzeln  bestimmen.  Eine  Wurzel  einer  Gleichung 
kann  nur  ein  Zahlenausdruck  sein,  in  dem  die  Bekannten  der  Gleichung  vor- 
knmmrn.  Hiernach  dient  <Ur  Auflösuni:  einer  nifichun^  dazu,  eine  Unbekannte 
auf  die  Bekannten  zurückzulühren,  sie  durch  Bekannte  auszudrücken. 

2.  Aus  jeder  gegebenen  Gleichung,  sie  sei  eine  identische  oder  eine  Be- 
stiromuttgsgleichnng,  kann  man  durch  Vornahme  gleicher  Operationen  auf  beiden 
Seiten  neue  Gleichungen  ableiten,  die  denselben  Inhalt  nur  in  verschiedenen 
Formen  (iarstrilcii.  Solche  Gleir!uini;en  kann  tnan  der  ersten  und  untereinander 
kongruent  nennen.    Die  wichtigsten  derartigen  Lmlormungen  sind  folgende; 

1.  Aus  dem  Grundsätze:  Gleiches  zu  Gleichem  addiert,  gibt  Gleiches,  folgt, 
daß  man  zu  beiden  Seiten  einer  gegebenen  Gleichung  gleiche  Glieder  addieren 
darf.  Addiert  man  insbesondere  zu  beiden  Seiten  ein  Glied,  das  auf  einer  Seite 
bereits  dnrrh  Subtraktion  verbundiMi  \orkommt,  so  fällt  infolge  <ler  Addition  dieses 
Glied  auf  jener  .Seite  weg  und  erscheint  auf  der  andern  mit  dem  X'orzeichen  +  . 
So  erhält  man  z.  B.  aus 

ax  •\-  t  —  cx  —  d  » 
indem  man  zu  beiden  Seiten  d  addiert, 

a  X  -i-  l>     ii  =  <•  x  . 

Da  man  ferner  in  derselben  Weise  von  beulen  Seiten  einer  GU'ichung  gleiche 
Glieder  subtrahieren  darf,  so  folgt,  daß  man  durch  Subtraktion  eines  vorher  auf 
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einer  Seite  durch  +  verbundenen  Gliedes  dieses  von  jener  Seite  entfernen  und 
auf  der  andern  mil  dem  Vorzeichen  ■ —  verbindfn  kann. 

Die  beidcit  Regeln  lassen  sich  in  folgende  zusamraenfasseu: 

Ein  Glied  einer  Seite  einer  Gleichung  kann  auf  die  andre  Seite 
mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  gebracht  werden* 

So  ergibt  sich  B.  aus  .v  -f  7  -  IT»:  x  —  15  —  7;  a  H  ,  aus  5.v  0 
=—  3  A-  -|-  11,  ')  X  -       A-  -  1 1    =  0  .  nm  a  x      h      ,/  —  r  a  ,  a  x     c  x      b  -\-  d . 

Insbesondere  können  Glieder  einer  Gleichung,  die  aut  beiden  Seiten  zugleich 
'und  mit  demselben  Vorzeichen  stehen,  beiderseits  weggelassen  werden;  sie  heben 
sich  weg. 

Femer  kann  man  niiitils  d<T  vorstehendt-n  1\<  lm1  eine  Gli  iihuii}{  auf  Null 
reduzii'ren,  d.  h.  bewirken,  daü  alle  Glieder  auf  derselben  Seite  stehen,  für  die 
andre  Seite  also  Null  zu  setzen  ist. 

Beispiel:  Aua  .  a  —  bx  +  f  ^  dx  —  r+/ 
wird  abgeleitet 

a  —  öx-{-f  —  äx-^c — /=0  . 

2«  Da  femer  Gleiches  mit  Gleichem  multipliziert  oder  dividiert»  Gleiches 
<z'\hu  Icann  man  hoidf  St-itfn  einer  Gleichun;:  mit  drrsilben  Zahl  (aTis^iMiommcn 
0  und  «xj)  midtipiizieren  oder  dnrrh  dieselbe  Zahl  di\i(licren,  oder  auch  mit  bi-idi-ii 
Seiten  (falls  nicht  beide  gleich  Null  oder  un»'ndlich  sind)  in  dieselbe  Zahl  dividieren. 

Die  Multiplikation  beider  Seiten,  also  sämtlicher  Glieder  mit  deiselben  Zahl 
bietet  die  Möglichkeit,  jeden  in  einem  Gliede  vorkommenden  Divisor  durch  Multi- 
plikation mit  diesem  wegzuschaffen.    So  geht  z.  B.  die  Gleichung 

a  c 

durch  Multiplikation  mit  b  über  in  die  ihr  kongruente 

bc 

.     bm  , 

a 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  nacheinander  alle  vorkommenden  Nenner  weg> 
schaffen.  Man  kaim  aus  einer  Gleichung  die  Nenner  gleichseitig  fortschaffen,  indem 
man  beide  Seiten  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Nenner, 

dem  Generalnrntirr,  multipliziert. 

So  ergibt  sich  z.  B.  aus  der  Gleichung 

.  ff      i  ft* 

2x^    ^.3^6*  10* 

durch  Multiplikation  mit  30  x  die  ihr  kongruente 

15  a2  +  30  l>  A  f  Uli  A  -r  5  e f  -  :  fi  gx  —  .\ /r-  , 

wobei  jedoch  voraitsrnsrt/cn  ist,  daU  a'  ni<'ht  den  Wert  0  habe. 
Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Verhältnissen»  wie 

(l  c 

wird  auch  Proportion  genannt  und  gelesen:  a  xerhält  sich  zu  b,  wie  c  zu  ä«. 
Durch  Wegschaffung  der  Nenner  erhält  man  die  Produktengleichung 

ad=bc  . 

Umgekehrt  kann  man  eine  Gleichung  von  zwei  Produkten  in  Form  einer 
Proportion  schreiben  und  lesen. 
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Insbesondere  kann  man,  wenn  aUe  Glieder  einer  Gleichung  denselben  Faktor 

oder  dcnsclln-n  Divisor  oder  denselben  Faktor  im  Divisor  haben,  und  dieser  nicht 
cli  ii  h  Null  sein  kann,  den  gemeinschaftlichen  Faktor  odor  Divisor  weglassen.  Das 
Weglassen  eines  gemeinschaitlichen  Faktors  aller  Glieder  heißt,  die  Gleichung 
kürzen. 

So  kann  z>  B.  die  Gleichung 

ax-[-  ad  —  af 

durch  a  geirärzt  werden  und  ergibt 

ebenso  die  Gleichui^ 

+       — 30«  —  15 
durch  5»  wodurch  sie  sich  vereinfacht  m 

jr-f4j— G2  —  3 

3.  Man  kann  endlich  jede  Seite  einer  Gleichung  mit  d»'rst>lIton  Zahl,  oder 
dieselbe  Zahl  mit  jeder  Seite  potenzieren,  aus  beiden  Seiten  dieselbe  Wurzel 
ziehen  oder  von  beiden  Seiten  den  Logarithmus  zu  derselben  Basis  nehmen. 

Insbesondere  lassen  sich  in  einer  Gleichnng  vorkommende  Wurseln  durch 
Potenzierung  beider  Seiten  mit  dem  Wur/j'l('\[)uiirnten  wegschaffen,  wenn  man 
zuvor  das  Glirr!  mit  der  zu  entfernenden  Wuixel  auf  eine  Seite  allein  gebracht . 
(isoliert)  hat.    So  ergibt  die  Gleichung 

nach  Umformung  in 

}a  -\-  ix  =  d  —  € 
durch  Eriieben  beider  Seiten  ins  Quadrat: 

Bei  allen  diesen  Umformungen  ist  jedoch  vorauszusetzen,  daü  die  \Vurzelgrüli«.'u 
und  die  Logarithmen  nicht  auf  der  einen  Seite  eine  größere  Anzahl  von  Deu- 
tungen i-rhaltrn,  als  auf  der  andern.  So  besitzt  z.  B.  die  Gleichung  9  einen 
weitern  Umfang  als  die  Tdrichung  .r  -3,  donn  sie  könnte,  außer  aus  dieser« 
auch  aus  .v  —  — 3  durch  Potenzieren  beider  Seiten  .ibgeleitet  werden. 

8.  Eine  Gleichung  heißt  in  Beziehung  auf  eine  oder  mehrere  in  ihr  ent- 
haltene Unbekannte  eine  algebraische,  wenn  diese  in  ihr  nur  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen,  Multiplikationen  oder  Divisionen  unter 
sich  oder  mit  I^'kannten  vcrhiindcn,  oder  wenn  diese  als  Potenzbasi?;  ntJrr  Radikand 
vorkommen.  Alle  andern  Gleichungen,  also  z.  B.  solche,  in  denen  eine  oder 
mehrere  Unbekaimte  in  Potenx>  oder  Wufzelexponenten,  als  Logarithmand  oder 
Basis  eines  Logarithmus  u.  dgl.  m.  \*orkommen,  heißen  in  Beziehung  auf  diese 
Größen  transcendent. 

Gcwissp  transcendente  Glei(dit!n<*en  lasst^n  sich  auf  algebraische  zurückführen, 
sind  also  im  eigentlichen  Sinne  nicht  transcendent.  Dies  gilt  zunächst  von  den 
Exponentialgleichungen,  die  so  genannt  werden,  wenn  die  Unbekannte  im 
Exponenten  einer  Potenz  oder  Wurzel  vorkommt    Da  man  ans  der  Gleichung 

schließen  kann,  daß 

ist,  so  läßt  sich  eine  Exponentialgleichung  auf  eine  algebraische  zurückführen, 
wenn  es  gelingt,  beide  Seiten  der  Gleichung  als  Potenzen  derselben  Basis  zu 
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schreiben.    So  findet  man  aus  der  Gleichung 

  5  

die  algebraische 

8  —  4  .V       6  —  7  X 

—2  5-  = 

ebenso  aus 

32-'  .  4/  =  lü*''-»  .  0,125»>'+* 

die  algebraische 

5*  +  2^  =  4(2x«  — 3)  — 3(37«-h4)  , 
Jedenfalls  Icann  man  eine  Gleidinng  von  der  Form 

=  ^ 

so  schreiben,  daß  beide  Seilen  Poteii/en  einer  belit  bi|;eu  Basis  c  werden,  wenn  man 

«etat   Es  verwandelt  sich  dann  die  Gleichung  in 

die  mdglicherwetse  algebraisch  ist.    So  kann  man  die  Gleichung 

a*  -j-  a*-¥*»  s  ^  -|- 

zunächst  schreiben 

und  dann 

.V  lu^i/  +  loirll  +  'T'")  =  J'  log/^  +  log(l  -r  d^)  , 

wobei  die  Basis  der  Logarithmen  willkürlich  isU 

Im  folgenden  sollen  zunächst  nur  algebraische  Gleichungen  behandelt  werden. 

4«  Wir  setsen  femer  voraus,  daß  alle  in  einer  algebraischen  Gleichung  vor- 
kommenden irrnttonalen  Glieder,  d.  h.  also  solchr,  ilic  t  inr  oder  mehrere  Un- 
bekannt** im  Katiikand  ein»'r  Wurzel  enthalten,  durch  l  iiildriniiiiL:  der  rileiclmng 
in  der  eben  angegebenen  Weise  rational  gemacht  seien,  dali  also  die  weiter  zu 
behandelnde  Gleichung  keine  Unbekannten  unter  einem  Wurzelzeichen  enthalte. 

Beispielsweise  wurde  die  Gleichung 

s 

.V'*  -■-  ax  =  d  ,  d.  i.        -\-  ax  ^ 
als  in  Beziehung  au(  .v  irrational,  durch  die  Umiormungeu 

xi'  sm  t  —  ax  , 

rational  zu  machen  sein.    Dagegen  ist  die  Gleichung 

a  X  -  -t-  \  ii  —  />  '  ]  -= 

in  Beziehung  aul  a  rational,  da  die  Wurzeln  .v  nicht  enthalten. 

Eine  den  vorstehenden  Bedingungen  entsprechende  Gleichung  heiÜt  in  Be- 
ziehung auf  die  Unbekannten  geordnet,  wenn  mit  ihr,  soweit  es  erforderlich, 
folgende  Umformungen  mit  Hilfe  <i(>r  vorstehenden  Regeln  vorgenommen  sind: 

1.  es  muÜ  die  (jUMchung  auf  Null  rrt1)i7i«'rt  sein, 

2.  es  müssen  alle  Neuner,  in  denen  eine  der  Unbekaualen  vorkam,  weg- 
geschafll  sein, 

3.  es  müssen  alle  Klammem,  in  denen  eine  Unbekannte  vorkam,  aufgelöst  sein, 

4.  es  müssen  alle  Glieder,  die  eine  Uiihckinnte  in  derselben  Poti'nz,  oder 
die  dasselbe  Produkt  von  aus  diesen  Größen  bestehenden  Faktoren  enthalten,  in 
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je  ein  Glied  zusammengefaßt  und  endlich  diese  Glieder  in  bestimmter  Aufeinander- 
folge —  nach  abnehmenden  Potenzen  einer  Unbekannten  oder  nach  der  ab- 
nehmenden  Anzahl  der  Fakt  r  ^  der  Produkte  —  geordnet  sein. 
Um  beispielsweise  die  Gleichung 


nach  sen  Bestimmungen  zu  ordnen»  leite  man  ans  ihr  nacheinander  die  folgen- 
den ab: 

^.._««)^3-X2-0;.V(.-««)-.-0  ; 

60  60 
47  — —  —  27-0;   20  — —  =  0;     *  — 3  — 0  . 

X  X 

Um  die  Gleichung 

y      9lfx       81  .  „  Vx 

JL  1  (2_y4-  9)^ 

x        y        xy  y 

£u  ordnen»  kann  man  aas  ihr  zunächst 

l.v      sl       9Vjc  V 

0-(2>-|-9)i--f  -V—   , 

y      xy       y  x 

oder  nach  Vereinigung  der  beiden  Glieder,  die  den  Divisor  y  haben, 

(2j^ 18)      +       -  ---^0 

\  X  V  X 

ableiten,  dann  durch  Multiplikation  mit  dem  (iencralncnner  ji'^' , 

(2^+  18)*V*+  81  —yt  ^  0 
und  hieraus«  um  }^x  durch  Quadrieren  wegschafTen  zu  können, 

{■2y  +  18).v],v  -=,r»  —  «1  :  (2.v  +  lS)-\f  '  ^  (v^  —  81)^ 

finden.    Durch  AufU>sen  der  Klatnmern  erhäh  man  dann 

4  .v3     -f  72  x^y  +  324  .v^  ^  v'  —  1  «52  v'-'  J  OÖGl  , 

iniil  dnrr  h  R< duktion  auf  NuU  und  Ordnen  nach  den  fallenden  £xponenten  von 

.V  und  y  eiullich: 

4  .vh  »  -I-  l'Ix^y  — y  -I-  a24  x^      l(i2,v-  —  0501  =  0  . 

I'It)  C/lii  ri  (  iii.  r  ^''^r^liK-t^n  Clrit  hnn.:.  das  ein  Produkt  von  n  niiix-kannten 
Faktoren  enthält,  heiüt  in  Hezieiumg  ant  diese  Unbekannten  ein  Glied  n-ten 
Grades  oder  Ä-ter  Dimension.  So  ist  in  der  vorstehenden  Gleichung  das 
erste  Glied  in  Beziehung  auf  die  Unbekannten  x  und  y  von  der  fünften,  das  Glied 
324  Jc'  von  der  dritten,  das  Glied  6501  von  der  0-ten  Dimension.  Die  Zusammen- 
fassung aller  Glieder  U-t<'r  Dim'Mision  gibt  das  Alisoliif glied  der  (Jleirlumg. 
lu  der  vollständig  geordneten  Gleichung  geht  kein  Glied  von  einer  niedern 
Dimension  einem  solchen  von  höherer  voran. 

Eine  Bestimroungsgleichung  heißt  eine  solche  «-ten  Grades,  wenn  in  der 
geordneten  Gleichung  mindestens  ein  Glied  vorkommt,  das  in  Rezielumg  auf 
die  Unbekannten  von  der  A-ten  Dimension,  aber  keius,  das  von  einer  höheren 
Dimension  ist. 

Die  obige  Gleichung  ist  hiemach  vom  fünften,  die  Gleichung  x*-\-Zx  —  4  =  0 
vom  nreiten  Grade.    Gleichungen  ersten  Grades  hettten  lineare  Gleichungen, 

6* 
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Gleichungen  vona  «reiten  quadratische*  vom  dritten  kubische,  vom  vierten 

btquadratisrhc. 

Bei  der  im  folgenden  zu  behaudeinden  Auflösung  gegebener  Bestim- 
uiungsgleichungen  hat  man  die  aulzulüseudc  Gleichung  als  geordnet  voraus- 
zosetzco.  Die  Herstellung  der  geordneten  Gleichung  ist  als  die  Vorarbeit  zur 
Auflfisnng  anzusehen  und  bei  manchen  Aufgaben  ist  diese  Vorarbeit  umständ* 
licher  und  weitläufiger  als  die  Auflösung  selbst.  An  der  geordneten  Gleichung 
eikennt  maa  eist  den  Charakter  der  Gleichung,  also  außer  der  Zahl  der  Un- 
bekannten, den  Grad.  Tüe  Methoden  der  Auflösung  einer  Gleichung  bestimmen 
sich  durch  den  Grad  der  Gleichung  und  die  Anzahl  der  Unbekannten. 

Die  Behandlung  von  Gleichungen  ist  wesentlich  bequemer,  wenn  außer  den 
Unbekannten  nur  gemeine  Zahlen  vorkommen;  solche  Gleichungen  heißen 
numerische. 

§  18.    Lineare  Gleich uuge ii. 

1.  l'.iiic  geordnete  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten kann  nur  ein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  dieser  Unbekannten  x 
und  ein  Absolutglied  enthalten,  hat  also  die  Fonn 

worin  a  und  ^  bekannt  sind. 

Die  Auflösung  geschieht,  indem  man  das  Absolutglied  auf  die  andre  Seite 
bringt  und  dann  beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  durch  den  Koelfizieoten  a 
der  Unbekannten  dividieru    Mao  erhält 

a 

Die  Aiinrisuni,'  einer  linearen  Gleichung  mit  einer  Unhekanntr-n  u<'sehiehl 
also,  indem  man  die  U^mformung  di'r  gegebenen  Gleiclumg,  die  /u  (i<  r  >j;eord- 
neteu  Form  führt,  noih  etwas  weiter  fortsetzt,  um  die  Unbekannte  auf  einer 
Seite  isoliert  zu  erhalten. 

Eine  lineare  GleichuiiL;  mit  >  iner  Unbekannten  hat  eine  Wurzel. 

'2.  T  iiK-  ]inf>are  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten  x  nnd  läßt  sich 
durch  Ordnen  auf  die  Form 

<7  A  -1-      Y  -4-  «-  ^  t( 

bringen,  wobei  die  Ko<'ftizienteu  </,  l>,  r  Hekannle  sind.  Diese  Gleichung  gibt 
eine  Beziehung  der  Unbekannten  und  der  Bekannten  an,  die  dazu  dienen  kann, 
eine  der  Unbekannten  zu  find(>n,  wenn  die  andre  bereits  bestimmt  ist  Hat 
man  x  gefunden,  so  ergibt  sich  der  zugehörige  Wert: 

ax4-f 

 y  : 

es  ist  also  ji'  durch  .v  ausgedrückt*  Setzt  man  für  .v  einen  beliebigen  Wert, 
•>•<)  i-i  dr:  zu'^i'höriL;''  Wert  vnn  v  nnnuH  ln  iH  ->iiniiiii.  Kiiie  solche  Cli-ichung 
lösen,  kann  also  nur  heilien,  zu  einem  willkuilit ii  angenommenen  Wert  d«T  einen 
Unbekannten  den  zugehörigen  der  andern  zu  finden.  Die  Aufgabe  ist  daher 
unbestimmt;  die  Gleichung  hat  unendlich  viele  Paare  von  Wurzeln.  Die  Un- 
bestimmtheit kann  eingeschränkt  werden,  wenn  die  Werte  der  l'nbekannten 
gewissen  gogel»enen  B<-flin?<nv/<-n  genügen  müssen.  Soll  z.  R.  die  Gleichunu 
.V  -\- V  MB  lo  aufgelöst  werden  uud  müssen  die  Wurzeln  natürliche  Zahlen  sein, 
so  gibt  es  nur  neun  Paare  von  Wurzeln  (^gl.  §  23). 

Die  Unbestimmtheit  wird  ganz  aufgehoben,  wenn  auOer  der  einen  Beziehung 
zwischen  den  Unbekannten  und  Bekannten  noch  eine  zweite  Beziehung  derselben 
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Unbi'kanntcn  ZU  Bekannten  gegeben  ist;  wenn  also  dieselben  Unbekannten  x  und^ 
iwei  Gleichungen 

zugleich  genügen  sollen.    Die  beiden  Besiehongen  müssen  aber  vexschiedenen 

Inhalt  haben  d.  h.  es  darf  die  eine  Gleichung  nicht  aus  der  andern  durch  Um» 
formung   her\orgcgangen  sein,  weil  sie   dann  der  ersten  konpnient  sein  würde. 
Zwei  Gleichungen  dieser  Art  sind  unabhängig  voneinander.    Die  beiden  Be- 
liehnngen  dürfen  anch  nicht  miteinander  in  Widersprach  stehen. 
Die  beiden  Gleichnngen 

4x4-3^— 7  =-0,    8JC+6.V— 14  — 0 

sind  nicht  voneinander  unabiiänyig  und  die  beiden  Gleichungen 

widersprechen  einander.    Die  Gleichongen 

ax  —  by^€%    nax  —  nby^d 

sind  voneinander  abhängig,  wenn  d^ne  und  widersprechen  einander,  wenn 

d^ne  ist. 

Zwei  voneinander  unabhängige  und  nicht  im  Widerspruch  stehende  Glei- 
chungen ersten  Grades  nüt  denselben  Uabekannten  bilden  ein  lineares  System 
von  Gleichungen. 

Ans  den  beiden  Gleichongen  eines  linearen  Systems  kanix  man  unendlich 

viele  nrtip  lineare  Gleit  liunr'cn  hildrn,  wenn  man  eine  der  Glcichnncon  oder 
beide  mit  Ix'lichiLifn  Bekannten  multiph/jerl  und  die  entstehnulcn  ( ilrichiingen 
addiert  oder  subtrahiert.  Jede  dieser  neuen  Gleichungen  ist  von  den  gegebenen 
abhingif  nnd  kann  an  Stelle  einer  dieser  Gleichungen  des  Systems  gesetzt  werden. 
Nun  ist  es  stets  möglich,  beide  Gli  tchungen  mit  Faktoren  SU  multiplizieren  so,  daß 
durch  Ad(!iti(jii  odiT  Snhtrnktton  (ii  r  bfidcn  Gleichungen  (1<'S  Systems  <Mne  der 
Unbekannten  den  Koeltizienten  Null  erhält,  diese  Unbekannte  also  aus  der  neuen 
Gleichung  verschwindet.  Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  des  Systems 
mit  dem  Koeffizienten  von  y  in  der  zweiten  Gleichung  und  diese  selbst  ent- 
sprechend mit  so  wird,  wenn  man  die  zwriie  Gleichung  nach  der  Mnlti- 
pUkation  von  der  ersten  subtrahiert,  der  Koeffizient  von  y 

3,  3,  —  ^,  ^1  —  0 

und  man  erhält  eine  Gleichung,  die  y  nicht  mehr  enthält,  nämlich 

2)  K*,  — +        — *,*i)  =  0  . 

S.  Man  kann  überhaupt  aus  zwei  linearen  Gleichungen,  die  dieselbe  Zahl 

enthalten,  durch  dieses  Verfahren  eine  neae  Gleichung  herstellen,  die  diese  Zahl 
nicht  mehr  «-nthält.  Man  sact  dann,  man  habe  diesf  Zalil  ans  drn  beiden 
Gleichnngeii  »•iiniinii-rt  und  die  Gleichung,  die  die«»*  Zahl  nicht  mehr  cntlKilt, 
heilit  die  Elinunaliunsgleichuug.  Diese  wird  im  allgemeinen  alle  übrigi-n 
in  beiden  Gleichungen  vorkommenden  Zahlen  enthalten.  Somit  kann  man  aus 
einem  linearen  System  mit  zwei  Unbekannten  immer  eine  der  Unbekannten  elimi- 
nieren und  dalirr  aus  der  Kliminationsgleichung,  die  nnr  noch  die  andre  Un- 
bekannte enthält,  diese  bestimmen.  Das  allgemeine  Verfahren  der  Elimination 
besteht  darin,  beide  Gleichungen  des  Systems  so  nrnzoforroen,  daß  dieselbe 
Unbekannte  in  beiden  Gleichongen  gleiche  Koeffizienten  erhält  nnd  dann  die 
Gleichungen  zu  addieren  oder  zu  subtrahieren,  je  nachdem  diese  gleichen  Koeffi- 
zienten entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 
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Durch  die  Elimination  einer  Unbekannten  aus  einem  linearen  System  mit 
zwfl  Unbekannten  isi  die  Lösung  des  Systems  gegeben,  denn  aus  der  Eliminations- 
gleichung ergibt  sich  die  andre  Unbekannte.    So  erhält  man  aus  2)  in  Nr.  2 

and  die  Elimination  von  ;r  aus  beiden  Gleichangea  ergibt  die  Eliminations^eichung 

a,     —  f?.,  t", 
V  BS  —-  —  . 

Ein  lineares  System  mit  zwei  Unbekannten  hat  ultio  eine  Lösung,  die  durch 
ein  Paar  zusammengehöriger  Wurzeln  gegeben  wird. 

Das  Bildun^gesetz  dieser  Wurzeln  ist  leicht  zu  erkennen  und  zu  behatten: 
Der  beiden  gemeinsame  Nenner  ist  aus  den  Koeffizienten 

der  Unbekannten  in  den  beiden  Gleichungen  so  zusammengesetzt,  daB  jedes  der 
bt  idi  n  Produkte  einen  Koeffizienten  von  jeder  Unbekannten  und  aus  jeder 

Gleichung  enthält. 

Man  nennt  den  Ausdmck  <ij /^^  —  a^/>^  die  Determinante  der  vier  in  der 
vorstehenden  Weise  in  twti  Horizontalreihen  und  zwei  Vertikalkolonnen  geschrie- 
benen Koeffizienten.  —  Auch  die  Zähler  der  beiden  obij^en  Formeln  sind  solche 
Determinanten:  sie  entstehen  aus  dem  Nenner,  indem  man  jedesmal  die  Koeffi- 
zienten der  gesuchten  Unbekanuteu  durch  die  entsprechenden  Glieder  ersetzt. 

Bezeichnet  man  die  Determinante  der  Koeffizienten  </, ,  d^,  a^,  mit 

j  ^1  ^1 

und  entsprechend  die  andern,  so  kann  mau  diu  Wurzeln  in  der  l  orm  darstellen: 


X 


4.  Auf  das  einfachste  lineare  System  führt  die  Aufgabe:  z^iei  Zahlen  .v 
und  y  7.n  bestimmen,  deren  Summe  s  und  deren  Differenz  ä  ist.  Addition  und 
Subtraktion  der  beiden  Gleichungen 

x-\-y^St  x—y=d 

gibt  die  Lösung: 

Haben  die  Koeffizienten  einer  Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  einen 
gleichen  Faktor,  so  hat  man  nur  mit  den  nicht  gleichen  Faktoreti  /.u  nuiltiplizieren, 
um  der  Unbekannten  gleiche  Koeffizienten  zu  verschaffen.  Z.  B.  in  dem  System: 

9jp—  10^  —  25  =  0 

ir>*-f  2^^  —  79  =  0 

hat  man  die  zweite  Gleichung  nur  mit  5  zu  multiplizieren  und  kann  dann  durch 
Addition  der  Gleichungen  y  eliminieren,  was  zu  .v  =  5  führt.  Zur  Elimination 
von  X  würde  <;'*nü»jen,  die  erstf  f  ilfichmii:  n'i^  die  zweite  mit  5  zu  multi- 
plizieren und  die  erste  von  der  zweiten  zu  subtrahieren.   Dadurch  erhält  man^'  =  2. 

In  einem  System  numerischer  Gfeichungen  wird  man  zunächst  die  Un- 
bekannte eliminieren,  bei  der  es  am  bequemsten  geschehen  kann.  Ist  dann  die 
andre  Unbekannte  bestimmt  und  ergibt  sie  einen  bequemen,  z.  B.  ganzzahligen 
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Wert,  so  setzt  man  diesen  Wert  in  nnr-  Her  detchunjien  ein.  Man  elimiiiit  rt 
dann  dies»*  l-nbekannte  durch  S  »i  h  s  t  i  ni  t  i  o  n.  Dasselbe  Verfahren  kann  man 
anwenden,  wenn  eine  Gleichung  in  der  einlachen  Form  gegeben  ist,  daß  sie  eine 
Unbelurnnte  datch  die  andre  aasdrfickt.    Z.  B.  aus  dem  System 

a  .V  -f-   ,»■  +  <*  =  0  t 

Y  -px^  q 

kann  mau  y  eliminieren,  indem  man  y='pX'\-q  in  die  erste  Gleichunj;  sub- 
stituiert.   Sind  beide  Gleichungen  des  Systems  in  dieser  Form  gegeben,  z.  B. 

Y  —  P^X  -\-  <Ii  » 

SO  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  fär^  die  Eiiminations- 
gleichung,  die  nur  noch  x  enthält. 

Gibt  eine  Gleichung  des  Systems  das  Veihältnis  der  beiden  Unbelwnnten, 
ist  sie  also  eine  Proportion,  «.  B. 

X  m 

so  kann  man  beide  Unbekannte  durch  eine  dritte  u  ausdrücken,  indem  man 

setit  Sobstitttiert  man  diese  Ausdrücke  in  die  andre  Gleichung  des  Systems» 
so  verwandelt  «ich  diese  in  eine  Gleichung,  die  nur  die  Unbekannte  tr  enthält. 

Durch  diese  erhält  man  x  und  j.  Dieses  Verfahren  ist  auch  hei  numerischen 
Gleichungen  mit  irmzzahligen  Koeffizienten  vorteilhaft,  weil  mau  dadurch  Rechnung 
mit  Brüchen  vermeidet. 

Die  Einführung  neuer  Unbekannten  ist  oft  ein  Hilfsmittel,  die  Lösung 
eines  Systems  zu  vereinfachen.   So  wird  man  z.  B.  in  dem  System 


—  "T 

X  y 


setzen: 

1  1 
X  y 

und  damit  ein  System  für  die  Unbekannten  u  und  v  erhalten. 
Ebenso  kann  man  s.  B.  das  System: 

.   1-  -  .         —  c  , 

Ja  +  v  Va-.v 

.V  y  tn 
X     y  n 

lösen,  indem  man  durch  die  Substitutionen 

1  1 
-        =MU,   ^  mu 

yx+y  y^—y 

die  etste  Gleichung  in  eine  solche  mit  der  neuen  Unbekannten  u  verwandelt. 
Ist  diese  bestimmt,  SO  ergeben  die  Substitutiom^leichnngen  ein  einfaches  System 
mit  den  Unbekannten  x  und  y. 
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5.  Ist  ein  lineares  System  von  n  unabbli^gea  imd  einaiider  nicht  wider- 

sprpchpntlcr  Cleichunjien  mit  n  Unbt-kannten  gegeben,  so  kann  man  aus  einer 
dieser  Gleichungen  und  je  einer  der  n  —  1  übrigen  jedesmal  dieselbe  Unbekannte 
eliraioicren,  wodurch  man  ein  System  von  h  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  Un- 
bekannten erhält  Durch  Wiederholung;  dieses  Verfahrens  kommt  man  auf  ein 
System  von  u  —  2  Gleirhunm^n  mit  n  —  2  Unbekannten  u.  s.  f.,  bis  man  endlich 
ein  System  von  7wei  Clcichuiipen  mit  zwei  Unbekannten  erhält.  Es  las«:cTi  sich 
also  n  Unbekannte  aus  einem  linearen  System  von  n  Gleichungen  bestimmen 
durch  fortgesetste  EUminatton. 

Die  Ausführung  der  Lösung  nach  diesem  allgemeinen  Verfahren  ist  bei 
einer  grr>ßi>rn  Zahl  von  Unbekannten  mit  nicht  bequemen  Koeffizienten  sehr 
writlänfig.  In  praktisch  vorkommenden  Fällen,  namentlich  bei  nTimerischen 
Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koettizienten  wird  die  LÄsuug  zunächst  dadurch 
erleichtert,  daff  man»  nachdem  eine  Unbefcamite  bestimmt  ist,  ihren  Wert  in 
eine  der  Gleichungen  des  Systems  mit  zwei  Unbekannten  einsetzt  und  so  weiter 
verfährt,  bis  alle  Unbekannte  bestimmt  sind.  In  vielen  Fällen  sind  auch  manche 
Gleichungen  eines  Systems  dadurch  einfacher,  daß  sie  nicht  sämtliche  Unbckanntrn 
entiialten.  Ein  Mittel,  uro  die  Lösung  in  gewissen  Fällen  zu  erleichtern,  besteht 
darin»  da6  man  zunächst  aus  allen  oder  einigen  Gleichungen  einfachere  herstellt 
und  diese  weiter  benutzt. 

Allgemeine  Vorschriften  sind  bei  der  zalillusen  Menge  der  einzelnen  mög- 
lich«'n  Fälle  niclit  zu  ppben.  Nur  durih  vielfache  Cbung  wird  der  praktische 
Rechner  die  nötige  Gewandtheit  sich  aneignen,  um  in  einem  gegebenen  Beispiel 
den  bequemsten  Weg  zur  Lösimg  zu  finden. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  wird  in  §  40  gezeigt 

§  19.    Aufgaben,  die  auf  lineare  Gleichungen  ffihren. 

1.  Die  Anwendung  von  Bestimmnngsgleichungen  zum  Lösen  eingekleideter 

Aufgaben  erfordert,  daß  man  die  in  der  Aufi^abe  in  Worten  gegebenen  Be- 
ziehungen zwischen  Unbekannten  und  Bekannten  durch  Gleichnnijen  ausdrm  kf. 
Man  nennt  dies  das  Ansetzen  der  Gleichungen.  Ist  dieses  erfolgt,  so  Hetert 
die  Auflösung  der  Gleichungen  die  Unbekannten. 

Zum  Ansetzen  einer  Glei^ung  bezeichne  man  die  gesuchten  oder  auch 
andre  tw  diesen  in  Bezlchun!;:  stehmden  Zahlen  durch  x,  y  .  .  .  ,  ermittle  aus  den 
BedinguuLirn  der  Aufgabe  zwei  einander  gleiciie  (iroßen,  drücke  deren  Werte  durch 
Zahlen  m  derselben  Einheit  aus  und  setze  dann  die  beiden  so  gewonnenen  .Aus- 
drücke einander  gleich. 

In  Auft^aben  geometrischen  oder  physikalischen  Inhalts  hat  man  nicht  nur 
die  in  der  Aufgabe  i:ei:ebenen  willkürlichen  Beziehungen,  sondern  auch  die  ge- 
setzmäßigen zu  beachten,  die  durch  geometrische  Lehrsätze  oder  physikalische 
Gesetze  bekannt  sind. 

Gibt  die  Aufgabe  kein  System  von  Gleichungen,  so  ist  sie  entweder  un- 
bestimmt  oder  enthält  einen  Widerq>ruch. 

Beispii-lc: 

1.  Fließen  in  einen  leeren  Behälter  alle  3  Minuten  2<»  Liter  Wasser,  so 
werden  nach  einer  gewissen  Zeit  noch  40  Liter  an  der  vollständigen  Füllung 
fehlen*  Fließen  aber  in  ihn  alle  5  Minuten  52  Liter,  so  werden  nach  derselben 
Zeit  72  Liter  Wasser  übergelaufen  sein.  Wieviel  Liter  Waaser  faßt  der  Behälter 
und  wieviel  Liter  müssen  jede  Minute  zufließen,  wenn  er  nach  derselben  Zeit  bis 
an  den  Rand  gefüllt  s(  in  soll? 

Zur  Auflösung  bezeichne  man  die  Anzahl  der  Mmuten,  während  der  jedesmal 
Wasser  in  den  Behälter  fließt,  mit  ;r.  Bestimmt  man  dann  aus  den  beiden  An- 
gaben den  Inhalt  des  Behältera,  so  hat  man  die  zwei  einander  gleich  zu  setzenden 
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20 

Ausdrücke.    Die  erste  Angabe  zeigt,  daß  wenn  in  jeder  Minute        Liter,  also 

2<)  20  ^ 

ia  a  Minuten  —   Ji;  Litci  zufließen,  der  Inhalt  des  Behälters      o;  -f*  ^0  Liter  sein 
3  3 

muB.    In  gleicher  Weise  findet  man  ans  der  zweiten  Angabe  den  Inhalt  des 

52 

BehSltera        —  72.   Demnach  hat  man  die  Gleichung 

20  52 

dexen  Anflötni^  auf 

or»  30 

fahrt    Demnach  beanhrorten  sich  die  gestellten  Fragen  dahin,  daß  der  Inhalt 

des  Behälters      x  -j-  4U  =  240  Liter  sei,  und  daß,  um  ihn  in  30  Minuten  zu 
^  240 

fallen,  jede  Minute        —  8  Liter  zufließen  müßten. 

Wollte  man  den  Inhalt  des  Behälters  als  Unbekannte  x  nehmen,  so  kann 
man  die  Zeit  fär  beide  F&Ue  als  die  i^eiche  Größe  annehmen.   Im  eisten  Fall 

werden  um  x  —  40  Liter  zu  erhalten,  so  viele  Minuten  nötig  sein,  als  ^  in    —  40 

52 

enthalten  sind.     Ebenso  erhält  mau  das  zwein  aiai  \x      72)  :       Minuten,  und 

ö 

die  anzusetzende  Gleichung  ist  also  jetzt 

2.  Ein  Hase,  der  von  einem  Hunde  verfolgt  wird,  hat  90  Sprünge  voraus 
und  macht  in  dexselben  Zeit  5  Sprünge,  in  welcher  der  Hund  4  macht.  Wenn 
nun  7  Hasensprfinge  an  Größe  so  viel  betr^en  als  5  Hundesprünge,  wieviel 
Sprünge  muß  der  Hund  noch  machen,  um  den  Hasen  einzuholen? 

Zur  Auflösung  kann  man  die  gesuchte  Anzahl  der  Sprünge  des  Hundes  mit  x 
beseidinen  und  als  die  Größe,  die  doppelt  auszudificlcen  ist,  den  Weg  des  Hundes 
annehmen.  Dieser  ist  gleich  X  Hundesprüngen  und  gleich  dem  Wege  des  Hasen 
plus  00  Hasensprüngen.  Da  nun  der  Hase  in  dcrsclhf'n  Zr-it,  in  der  der  Hund 
4  Spnlnge  macht,  einen  Weg  von  5  Hasensprüngen  zurücklegt,  so  ist  der  Weg 

o 

des  Hasen,  während  der  Hund  x  Spränge  macht,  gleich  —x  Hasensprüngen.  Die 

6 

beiden  so  gewonnenen  Ausdrücke  für  den  Weg  des  Hundes,  nämlich  x  und  —  x  90 

beziehen  sich  aber  auf  verschiedene  Einheiten,  und  man  muß  daher  entweder  die 
Größe  der  Hnndeq>rünge  durch  die  Größe  eines  Hasenspmngs  ausdrücken  oder 
umgekehrt.   Da  nun  5  Hundespxünge  an  Größe  gleich  7  Hasensprüngen  sind,  so 

7 

sind  X  Hnndesprünge  gleich  —  jc  Hasensprüngen,  und  man  hat  also  die  Gleichung 

5 

aus  der  sich  x  =  600  ergibt 

3.  Die  Seiten  eines  Dreiecks  sind  13  und  11;  wie  groß  sind  ihre  Projektionen 
auf  die  dritte  Seite,  die  die  Länge  12  hat? 

Ist  die  Projektion  der  Seite  von  der  Länge  13  auf  die  dritte  Seite  x,  so  hat 
die  andre  Seite  die  IVoji  kf ion  12  — x.  Zum  Ansetzen  der  Gleichnnc  ist  die 
Kenntnis  der  gesetzmäßigen  Beziehung  zwischen  den  Seiten  eines  rechtwinkUgen 
Dreiecks  nötig,  die  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz  gegeben  ist   Drückt  man 
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(Iis  (,)iiaHrat  der  Höhe  auf  der  dritten  Seite  doppelt  am,  so  erhält  man  die 

Gleichung 

169  —  x»=- 121  —  (12  —  ; 

diese  ist  linear  nnd  rrtjibt  x  ^  S\  also  12  —     =  4. 

4.  Wie  tiel  taucht  ein  oben  oifener  Kasten  aus  2  mm  starkem  Metallblech 
in  Wuser  ein,  der  anflen  gemenen  15  m  lang,  8  an  breit  und  6  m  hoch  ist, 
wenn  das  spezifische  Gewicht  des  Metalls  7,5  ist? 

Er  möpe  x  fum  tief  eintauchen.  Zum  Ansetzen  der  Gleichunp  braucht  man 
die  Formpl  für  das  V'ohimen  eines  rechtwinkligen  Parallelrpipeds,  das  physikalische 
Gesetz,  daU  das  Gewicht  eines  homogenen  Körpers  gleich  dem  Produkt  aus  seinem 
Volumen  und  dem  spezifischen  Gewicht  ist  tmd  das  Axchimedische  Prinzip,  das 
besagt,  ein  Körper  verdrängt  beim  Eiotanchen  ein  seinem  Gewicht  gleiches  Ge» 
wicht  der  Flüssigkeit.   Damit  ergibt  sich  die  Gleichung 

(150  .  80  .  60  —  140  •  76  .  58)  7,5  —  150  .  80  .  * 

and  daraus  x  —  47,M  mm. 

5.  Eine  dreizitlrige  Zahl,  deren  Quersumme  G  ist,  zu  finden,  so  daU  die 
Ziffer  auf  der  eisten  Stelle  links  ^  der  Zahl  ist,  die  aus  den  beiden  übrigen 
Ziffern  gebildet  wird,  und  die  Ziffer  auf  der  ersten  Stelle  rechts  die  Hälfte  der 

aus  den  beiden  übrigen  gebildeten  Zahl  ist.    Wie  heißt  die  Zahl? 

Die  dr<*i  Ziffern  der  trpsuchten  Zahl  seien  von  links  nach  rechts  df, t.  Die 
erste  Angabe,  daü  die  Quersumme  6  sei,  liefert  die  Gleichung 

Die  »weite  Angabe,  daß  x  gleich  ^  der  aus  den  beiden  fibrigen  Ziffern  ge- 
bildeten Zahl  sei,  führt  auf  die  Gleichung 

und  die  leiste,  ähnliche  Angabe  auf  die  Gleichung 

«  — |(l(»jr+/)  . 

Man  findet  hieraus  r  —  1 ,  v  —  0,  s  =  5;  die  gesuchte  Zahl  ist  also  10'. 

2«  Hat  man  mehrere  Aufgaben  gleicher  Art,  d.  h.  solche,  die  sich  nur 
durch  verschiedene  Werte  der  gegebenen  Zahlen  unterscheiden  und  also  im 
übrigen  gleichlautend  sind,  zu  behandeln,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Aufgabe  in 
allgemeiner  Form,  d.  h.  mit  allgemeinen  Zahlen  .statt  der  gomeinen  Zahlen  zn 
lösen.  Die  besondem  Aufi:,iben  erscheinen  dann  als  Zahlenbeispiele  zn  dieser 
allgemeinen  Aufgabe,  und  man  hat  nicht  nötig,  das  ganze  Auflösuiigsverlahren 
für  jedes  Beispiel  su  wiederholen,  sondern  setzt  nur  für  die  Buchstaben  die  ent- 
sprechenden Werte  in  das  Resultat  ein. 

Wenn  beispielsweise  in  Aufgaben  der  sogenannten  Mischungsrechnun^  ver- 
langt wird,  wieviel  Matt-  oder  Oewichtseinheifen  von  jedem  von  zwei  zn  mischenden 
Stoffen,  deren  Preise  für  die  Einheit  gegeben  sind,  genommen  werden  müssen, 
um  eine  bestimmte  Menge  einer  Mischung  zu  einem  gegebenen  Preise  zu  erhalten, 
so  kann  man  allgemein,  wie  folgt,  rechnen:  £s  seien  a  Einheiten  der  Mischung 
zum  Preise  l>  für  die  Einheit  vi-rhuiKt,  und  es  seien  c,  d  die  Preise  einer  Einheit 
der  zu  mischenden  Snhst.-inzen ,  .v  die  von  <!er  ersten  tind  folglich  a  —  .v  die 
von  der  zweiten  zu  nehmende  Zahl  von  Einheiten  so  muü  der  Wert  der  gesamten 
Stoffe  vor  und  nach  der  Mischung  derselbe,  also 

(  "  X  ^  d '  {a  —  X)  —  ab 
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sein,  woraus 

X  =  — ^  

t  —  ä 

folgt  Dieses  allgemeine  Resultat,  in  das  man  bei  einem  Beispiel  die  Werte 
fiir  (/,  fi,  c  tmd  tt  einzusetzen  hat,  liiüt  sich  in  Fonn  einer  Rechenregel  für 
alle  Aufgaben  dieser  Art  in  Worte  kleidrn. 

In  entsprechender  Weise  lassen  sich  zu  allen  Auigaben  der  bürgerlichen 
Rechnungsarten  (Protentrechnung,  VerteUtmgsrechnting  u.  s.  w.)  durch  lineare 
Clt  it  Illingen  die  Lösungen  und  bei  altgemeiner  Behandlung  mit  Buchstaben»  ffir 
jede  Art  solcher  Aufj^aben  ailpemeiiu«  Kechenregeln  abli  itcn. 

Umgekehrt  lassen  sich  alle  eingekleideten  Aulgaben,  die  aui  Gleichungen 
ersten  Grades  führen,  auch  ohne  solche,  also  durch  Schlüsse  lösen.  Anders  ver- 
hält es  sich  mit  solchen  Aufgaben,  die  auf  die  im  folgenden  zu  behandelnden 
Gleichun.;)  ri  z«reiten  oder  höhern  Grades  führen,  da  das  bü^ediche  Rechnen 
nicht  über  die  vier  ersten  Kt'chiiun.jsarten,  die  vier  Spezies»  hinausgeht,  also  das 
Kechneu  mit  Wurzeln  u.  s.  w.  aiisschlieltt. 

Bei  den  im  vorigen  enrähnten  allgemeinen  Resultaten  ist  noch  die  an  diese 
sich  anknüpfende  Diskussion  zu  erwähnen,  welche  die  verschiedenen  möglicher- 
weise einrri'it  iidt'n  Fälle  und  die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  zu 
erörtern  hat.  £s  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  gestellt,  zu  hcrerhnen,  in  wcIcIht 
Zeit  nach  dem  Abgange  des  zweiten  von  zwei  gleichförmig  bewegten  Körpern 
diese  zusammentreflen,  wenn  beide  in  desselben  Richtung  sich  bewegen  und  der 
erste  alle  a  Minuten  m  Meter  zurflcklegt,  während  der  /  Minuten  später  und 
von  einem  um  d  Mr>t«'r  rückwärts  '^'«■Ic-^rncii  Orte  abgehende  zweite  Körper  alle 
h  Minten  n  Met^r  /.unukli-^r.  Sfizi  man  hier  den  We«:  des  zweiten  Körpers 
gleich  dem  des  trsleii  plus  d  Mctir,  und  :>oll  die  gesuchte  Zeit  x  Minuten  sein, 

so  ist  der  erste  Körper  x     t  Minuten  unterwegs  und  legt  also  (jr  4*  0  ~  Meter 

n  ^ 

zaxück;  der  zweite  legt  x  *  -  Meter  zurück;  die  Gleichung  ist  also 

o 

woraus 

an  —  dm 

folgt  Setzt  man  voraus,  daß  a,  m,  n»  t  positive  Werte  haben,  so  wird  x  positiv 
und  die  Auflösung  ist  m^lich,  wenn  ist.    Ist  dagegen  0»  <^ai,  so 

M  tt 

wird  X  negativ;  in  diesem  Fall  ist  —  >  -, ,  d.  h.  der  vom  ersten  Körper  in  jeder 

Minute  zurückgelegte  Weg  grölier  als  der  des  zweiten,  die  beiden  Körper  ent- 
fernen sich  also,  statt  znsammenzutrefTen,  immer  weiter  voneinander  und  das 
negative  Resultat  erilält  den  Sinn,  daß  die  Begegnung  um  die  entsprechende 

Anzahl  von  Minuten  vor  dem  Abgange  des  zweiten  statt^i-fundrn  haben  würde, 
wi'nu  beide  Körper  schon  vor  diesem  Zeitpunkte  in  denselben  lit  w  rmniutn  ge- 
wesen wären.  Ist  endlich  an  ~bm,  so  wird  .x  oo;  in  diesem  Fall  behalten 
beide  Körper  bei  ihrer  Bewegung  immer  denselben  Abstand  voneinander.  Wird  t 
negativ,  so  gibt  die  Forniel  die  .-Vuflösung  für  den  Fall,  daß  der  zweite  Körper 
um  /  Minuten  früher  als  der  andre  ahm-ht,  und  kann  für  dirsen  Fall  in  ent- 
sprechender Weise  weiter  diskutiert  werden.  Wird  d  iiegaiiv,  so  lag  der  .Aus- 
gangspunkt des  zweiten  Körpers  von  dem  des  ersten  aus  nach  vorwärts;  ist  0, 
so  gingen  beide  Körper  von  demselben  Punkte  aus,  ist  /  0,  so  fingen  sie  ihre 
Bewegungen  zu  gleicher  Zeit  an  u.  s.  w. 
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§  20.   Quadratische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

1,  Eine  geordnete  Gleichung  /.  wr  i  t  «■  ii  Grades  mit  einer  Unbekannten,« 
mnß  nncli  ^  17  Nr.  1  stet>!  ein  Glied  mit  und  kann  außerdem  oin  solches 
mit  der  rrstcn  Potenz  der  Unbekannten  und  ein  Absolutglied  enthalten.  Sie  hat 
also  die  Form 

1)  Ä*«-f      +  r  =  0  » 

in  der  d  oder  £  gleich  Null  zu  setzen  sind,  wenn  das  zweite  oder  das  dritte 
Glied  fehlt  Der  Koeffizient  a  kann  immer  als  positiv  angenommen  nnd  die 
drei  Koeffizienten  a,  bt  c  werden  als  reell  vorausgesetzt 

Ist  in  der  vorstehenden  Form  keiner  der  Koeffizienten  c  gleich  Null, 
enthält  also  die  Gleichung  alle  drei  Glioder,  so  ist  sie  eine  vollständige.  Fehlt 
das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten,  so  heiüt  sie  rein  quadratisch. 

Die  rein  quadratische  Gleichung 

2)  ax'^-\-c=^{) 
wird  gelöst,  indem  man  zunäcitst       als  Unbekannte  betrachtet,  für  die  man 

a 

frhält.  Hieraus  ergibt  sich  durch  Ausziehen  der  Quaciratwurzel,  wenn  man  br- 
achtet, daü  diese  ebenso  mit  positiven  wie  mit  negativen  V  orzeichen  genommen 
werden  kann 

d.  h.  die  Gleichung  hat  zwei  Wurzeln 

von  gleichem  absoluten  Wert  aber  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Der  absolute 
Wert  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  <:  ^  0  ist  i  ur  =  0  werden  beide 
Wurzeln  jr^  =  jr^     0  • 

Die  vollständige  qtiadratische  Gleichung  wird  gelöst,  indem  man  sie  zunächst 
durch  den  Koeffizienten  a  von  dividiert  Sie  erhält  dadurch  die  Normal- 
form: 

3)  +       0  . 

Nun  bringt  man  das  Absolutglied  q  auf  die  rechte  Seite  nnd  ergänzt  die  Unke  Seite 

-f  px^      +  2.r  .  i  p 

zu  einem  vollständigen  Quadrat,  indem  man  aul  beiden  Seiten  (^/)-  addiert 
Man  erhält  so: 

oder 

Damit  hat  man  die  vollständige  quadratische  Gleichung  3)  auf  eine  rein  quadra- 

ti«:r'he   mit   der   Unbekannten  \p    zurückgeführt     Die   Auflösung  dieser 

Gleichung  gibt   

also 

4)  x=  -  \p  ±\{\pS^  —  q  . 

Mitbin  hat  die  Gleichung  3)  die  beiden  Wurzeln: 
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Der  Anfänger  übe  sich,  aus  einfachen  quadratiachen  Gleichungen  die  Lösung  4) 
sofort  hinanschTeiben.    Bei  numerischen  Gleichungen  ist  darauf  zu  achten,  ob  / 

ceradt»  oder  unf^rrndc  ist.  Im  letztern  Fall  isi  rj  unter  der  QttadratMmnsel  mit 
auf  den  Nenner  4  zu  bringen.    Z.  ß.  erhält  man  aus 

jc^+lü«— 24  =  0  , 


«  ^  ~5  ±y25  +  24  =  — 6  ±  7  ;      •=  2  ,       =  — 12 
Die  quadratische  Gleichung: 

gibt   

Die  al^emeine  Gleichung  1)  muß  snnichst  auf  die  Normalform 

b  c 
a  a 

gebracht  werden  und  iiat  die  Wurzeln 


__.i.+i/(*y_i_ 


So  erhält  man  s.  B.  am 

3ar«  —  22a:+  35  =  0 
11      1/121       35  _  1 1     1  TÖ  114 

^~ y ^ y  ~9~  x~  3 -  (^  9  ~i  -  3 ' 


JTj  —  5  t     A"j  —  2  — 


Die  Gleichung: 

Cä«  +  5«  — 5G«=0 

hat  die  Wurzeln 

5      1  ^^25       56  ö      i/1369  5    ,  37 

12 144^  6  12         144  12^12 

•*i  —   3  '    * 2  ' 

In  den  hier  behandelten  Beispielen  sind  di<-  Wurzeln  der  (lu.ulraiischen 
Gleichnnpen  rntional.  Im  alli^craeinen  werden  beide  Wurzeln  irrational  sein.  Bei 
quadratischen  Glcirluiiim  n  mit  al!!;<'m<*!ne!i  Zahlen  aln  Koeffizienten  werden  dif 
Wurzeln  unter  irrationaler  torm  erscheinen,  wenn  der  Ausdnick  unter  der  Quadrat- 
wunel  nicht  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  was  man  nach  §  14  Nr.  3  zu  unter- 
suchen hat 

2.  Da  eine  qnndratts.hr  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  7.\\r\  Wurzeln 
hat,  so  kann  eine  eingekleidete  Aufgabe,  die  auf  eine  solche  Gleichung  führt, 
zwei  ira  allgemeinen  verschiedene  Lösungen  haben. 

Die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  4)  der  Gleichung  3)  hängt  ab  von  dem 
X'orzeichen  des  Radikanden  der  Quadratmrurzel.  Man  nennt  daher  diesen  Radi- 
kanden 

die  Diskriminante  der  quadratischen  Gleichung.    Je  nachdem 

ausfällt,  ist  die  Quadratwurzel  reell  oder  gleich  Null  oder  imaginär.    Sind  /  und.^ 
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rrellc  Zahlen»  so  sind  die  beiden  Wurzeln  im  ersten  F.all  n'<  ll  und  von  ver- 
schiedenem Werte,  im  zweiten  reell  uiui  einander  gleich,  im  drittm  konjugiert 
komplex.  Bei  einer  emj»eklei(lelcn  Aufgabe,  pibt  der  zweite  als  besonderiT  Fall 
nur  eine  Lösung  der  Aufgabe;  der  dritte  zeigt  gcwöhiilich  die  Uulösbarkeit  der 
Aufgabe  im  allgemeinen  oder  bei  gewissen  Weiten  der  Bekannten  an. 

Der  erste  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  das  Absolntglied  q  negativ  ist:  denn 
dnnn  ist  die  Diskrimiiiantr-  imzweifelhaft  positiv,  welches  Vorzeichen  auch  p  haben 
möge.  Eine  Autgabe  erlordert  daher  immer  eine  Determination,  wenn  das 
Absolutglied  der  quadratischen  Gleichung,  aui  die  die  Aufgabe  führt,  positiv  ist 
oder  positiv  werden  kann. 

3.  Aus  den  beiden  durch  4)  gegebenen  Wurzeln  der  quadratischen  GleichuI^[  S), 
nämlich 

-^i  -  -  \p-\-  Vi  I  /)^ — 1 '  -*"2   —  i  /  — )  ( \  /)- 

crerheTi  sich  fnli;t  iK!t  Rc/iehungen  zwischen  diesen  Wunceln  und  den  Koeffizien- 
ten /,  g  der  Gleichung.    Es  ist 

.V,  -f  A%        -/  , 

d.h.  die  Summe  der  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  in  der 
Normalform  ist  gleich  dem  negativen  Koeffizienten  der  ersten  Potenz 
der  Unbekannten  und  das  Produkt  der  Wurzeln  ist  gleich  dem  Ab- 

solutglierl.    Hieraus  folgt: 

Ist  y  negativ,  so  haben  die  beiden  reellen  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  entgegengesetzte,  ist  </  positiv,  so  haben  sie  gleiche  Vorzeichen. 
Welche  Vorzeichen  ili.  s  sind,  läüt  sich  aus  dem  Vorzeichen  von  p  ermitteln, 

flenn  die  q^röKen-  W'ur/ci  inuL')  notwi-ndit:  da^'  entcjetjengesctzte  Vorzeichen  wie  p 
haben.     Man  erhalt  liirrnach  ioluend«-  vier  Hau|)tlalle: 

Ist  ^  negativ  und  p  negativ,  so  ist  die  größere  Wurzel  positiv,  die  kleinere 
negativ. 

Ist  f  negativ  und  p  positiv»  so  ist  die  größere  Wurzel  negativ,  die  kleinere 

positiv. 

Ist  y  positiv  und  />  negativ,  so  sind  beide  Wurzein  positiv. 

Ist  y  positiv  und  p  positiv,  so  sind  beide  Wurzeln  negativ.  In  den  beiden 
letzten  Fällen  ist  vorausgesetzt,  daß  ^  nicht  großer  als  ]-p*  ist,  da  sonst  beide 
Wur/>  In  komplexe  Werte  erhalten. 

4.  Ist  x=  Xi  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

so  läßt  sich  die  linke  Seite  ohne  Rest  durch  x  —  Xi  dividieren.    Denn  es  muß 

sein,  und  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  erhält  man 
oder 

Das  gleiche  ergibt  sich,  wenn  man  die  Division  nach  §  5  Nr.  5  ausführt; 
man  erhält  zum  (Quotienten  x  |-  a,  ;  /> ,  zum  Rest  x^-^px^  -f"  ?  ^nd  dieser  Rest 
rauU  der  \'orauKse>tzung  zufolge  gleich  Null  sein. 

Sind    A  -  .Vj ,    .V  die    beiden    Wurzeln    der    obigen  quadratischen 

Gleichung,  so  muß  demnach  die  linke  Seite  sowohl  durch  jr  —  x^  als  durch 
x  —  Xf  teilbar  sein.    Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  Gleichung  in  der  Form 

{X  —  Jfj)  ix  —  *j)  =  0 
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geschrieben  werden  kann.    Die  Ausführung  der  Mtüttplikation  ergibt  hieraus 

—  (.V,  -f  x^)x  -f  .V,      =  0 

und  führt  somit  auf  die  Sät/c  ö)  über  die  Beziehungen  zwischen  den  Koeffizienten 
and  den  Wnneln  einer  quadratischen  Gleichang  in  Nr.  3. 

Umgekehrt  bt  es  selbstverständlich,  daß  jede  Gieichnng  vom  der  Form 

(x  —  Xj)  {x  —      =  0 

die  beiden  Wurzeln  jr  s  «| ,  x^  x^  haben  moü,  denn  ein  Produkt  kann  dadurch 
gleich  Null  werden,  da0  jeder  seiner  Faktoren  gleich  Null  wird. 

In  dem  besondem  Falle,  dafi  das  Absolutglied  der  quadratischen  Gleichung 
/  SS  0  ist,  also  die  Gleichung 

.v^'     /  A  -  0 

jR'itU.  sieht  man,  daU  der  Gleichimg  genügt  wird,  wenn  man  x  —  0  setsL  la  der 
Tal  kann  man  die  Gleit  luing  schreiben: 

.V  (x  -i-  >>)  =  ü  , 

so  daß  sie  in  die  beiden  Gleichungen 

x= 0  ,    x+ß  =  0 

zerfällt  und  man  erhält  die  Wurzeln 

jfi  =  0  »   jf,  =  — /  , 

die  auch  den  Beziehnngen 

genügen. 

Allgemeiner  wird  jede  Gleichung  von  der  Form 

/.•Uix  4-  />){c  x  -\-      --  0 

sowohl  durch  ha* -4-^=0,  als  durch  i'x-^ii=0  erfüllt,  hat  also  die  beiden 
Wurzeln 

0  a 

Xt  —  t     x^  =       -  > 

a  c 

Es  ist  hi«nria(  Ii  möglich,  eine  Gleichung  zu  bilden,  die  zwei  im  voraus  gegebene 
Wurzeln  hau    Sind  x^ ,  jCj  diese  Wurzeln,  so  ist 

(jr  — *j)     —      =  0  , 

oder 

X*  (jCj  +  X^  )  X  +  -Vj  X,    -  0 

diese  Gleichung.    So  lieiUt  dif  Gleichung,  deren  Wurzeln  5  und  — 3  sind: 

.V-'  —  2  X  —  15  =  0  ; 

sind  die  Wurzeln  2  jl  3*,  ao  inuÜ  die  Gleichung 

.V*  -    4  .V  -i-  1 H  =  0 

sein;  die  Wurzeln  3^  und  '^■^  hat  die  Gleichung: 

24j:  +  35  =  0  ; 

die  Wurzeln  3  a  -{-2^  und  a  —  4^  die  Gleichung: 

jt«  —  2(2a  — ^)jt  +  3tf»  — lOtf*— 8^*  =  0  . 

Es  geht  femer  aus  dem  vorstehenden  hervor,  daß  die  Aufgabe,  eine  ge- 
gebene quadratische  Gleichung  aufzulösen,  als  identisch  betrachtet  werden  kann 
mit  der  Aufgabe,  zwei  Zahlen  zu  fnuhMi,  deren  Summe  uiui  deren  Produkt  ge- 
geben ist,  sowie  auch  als  ülx'reinstimnu-tid  mit  (h'r  Aufgabe,  einen  Ausdruck  von 
der  Form  x-  -x- />  x  ~i- ^  in  zwei  lineare  i'aktorcu  zu  zerlegen. 
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§  21.  Gleichungen  höheren  Grades,  die  sich  auf  quadratische  zurfick- 

führen  lassen. 

1.  Es  gibt  Gleichnngen  höheren  Grades,  die  sich  mit  Hilfe  quadratischer 

Gleichnn^i'n  lösen  lassen.  D.i/.ii  gehören  zunächst  biquadratisclic  Gleichungen, 
die  nur      und      aber  nicht  x^  und  x  enthalten,  also  die  Form  haben 

Betrachtet  man  hier  als  Unbekannte,  so  ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  diese 
quadratisch.  Mau  crli.'ilt  a!so  zwei  Werte  für  .v'  und  aus  jedem  für  x  zwei 
absolut  i^l.iche  Werte  umi  i-nturgengesetztem  Vorzeichen.  Die  biquadratische 
Gleichung  hat  also  vier  Wurzeln. 

Läfit  sidi  eine  biqnadratische  Gleichung  auf  die  Form 

(.v*  +  /  x)^  +  a  (x^  Jr/>x)-\-d=0 

bringen,  so  ist  sie  durch  £inlülirung  einer  neuen  Unbekannten  )•  -  .v-  +  / 
quadratische  Gleichung  für  y  va.  lösen.  Aus  beiden  Wunelwerten  f&x  y  hat  man 
durch  Auflösen  \  ()n      h  zwei  quadratisdien  Gleichungen  x  zu  bestimmen.  Es 
ei^eben  sich  vier  Wurzeln. 

Z.  B.  läßt  sich  die  Gleichung 

indem  man  die  beiden  eisten  Glieder  su  emem  vollständigen  Quadrat  eiginxt, 

schreiben: 

(t»  — 3*)*— 2(jc*  — 3*)  — 8  =  0  . 

Diese  Gleichung  zerlalk  cinreh  Aiiflösuu^  auf  die  Unbekannte  x-  —  "ix  in 

x-  —  3  A-  =  4  ;    a2  —  3  jc  =  — 2  , 
so  daü  man  die  vier  Wurzeln 

*i  =  4  .    jr,  «  — 1  ;        =  2  ,    «4  =  1 

erhält 

Die  biquadratische  Gleichung: 

.v^  +  a  .v'  4-  /'  x-  4-  <-.v  -f    ^  0 
läüt  sich  auf  diese  Weise  mit  Hilfe  von  quadratischen  Gleichungen  lösen,  wenn 

—  \a[  \      —  b) 
ist    Man  kann  sie  dann  ani  die  Form  bringen: 

{x^  -h \axY  —  (}a*  —  b)  (*«  +  \ax)  +       0  . 
Die  biquadratische  Gleichung: 

_  1  =  0 

läfit  sich  schreiben 

(.V?  —   1)  (.V2  -1^  1)  -  0  , 

zerfällt  also  in  die  beiden  rein  quadratischen  Gleichungen 

und  «  rgibt  die  vier  Wurzeln  Jfi, »=+1  f  -vj^*  i^i -  i'-^*  gibt  also  vier  Zahlen, 
(Ii*-  mit  4  potenziert  1  geben  oder  die  Aufgabe,  die  vierte  Wurzel  aus  1  zu 
ziehen  i-^t  vierdeutiü. 

2.  Kinc  geordnete  Gleichimg  mit  einer  Uubckaimuii  heiüt  symmetrisch, 
wenn  das  erste  und  letzte,  das  zweite  und  vorletzte  u.  s.  f.  Glied  gleiche  Koeffi- 
zienten haben.    Eine  symmetrische  Gleichung  zweiten  Grades  ist 

+  ifjf  +  1  =  0  . 
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Da  das  Fkx>dakt  beider  WarKeln  gleich  1  ist  (§  20  Nr.  3),  so  sind  Bie  reziprok. 
Hat  die  Gletchani;  also  eine  Wurzel  x^ ,  so  hat  sie  die  andre  1  :  .r,  . 

Eine  symmetrische  Gleichung  vierten  Grades  mufi  nach  Division  mit  dem 
Koeffizienten  von  x*  die  Form  haben: 

x*-^ax»-^öx^-\-ax+1^0  . 

Dividiert  man  sie  durch  x*  und  faßt  die  Glieder  mit  gleichen  Koeffizienten  zu* 
sammeOt  so  erhält  man 


Führt  man  als  neue  Unbekannte 

+  —  =  ^ 

X 

ein,  so  erhält  man  durch  Quadrieren 

Damit  nimmt  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  an: 

die  quadratisch  in  lit  zichung  auf  ^' ,  zw»;i  Wurzeln  und  liefert.  Die  Sub- 
Btitutionsgleichnng  macht  nun  die  Losung  der  beiden  quadratischen  Gleidiungen: 

notig.  Beide  sind  symmetrisch  und  u'rhcn  vier  paarweis  rez.iprokr-  Wurzeln. 
Diese  Eigenschaft  der  Wurzeln  gebt  auch  aus  der  gegebenen  Gleichung  selbst 
hervor,  da  sie  sich  nicht  Ändert,  wenn  man  1 :  jr  an  Stelle  von  x  setzt.  Hat 
also  eine  sjrnunetrische  Gleichung  vierten  Grades  die  nicht  reziproken  Wurzeln 
jTj  und  ,  so  hat  sie  auch  die  Wurzeln  1  !  jr|  und  1  l  x^» 
Hiernach  lätft  sich  die  Gleichung 

4-1  =  0 

lüsen;  man  erhält: 

^«  —  2  =  0.  y^±i2 

und  aus 

.r^       )  L'  •  .V  +  1  -  0  ,      .v2  +  ]•>  .  A  -f  1  -  0 
ergeben  sich  die  Wunelu 

Diese  sind  die  vier  Zahlen,  die  mit  4  potenziert  — 1  ergeben,  also   die  vier 
Weite  der  vierten  Wurzel  aus  — 1.    Sie  sind  paarweis  konjugiert  komplex. 
Die  Gleichung: 

X*  -f  utjr»  +  äx*  —  a^r  +  1  —  0 

ist  im  strengen  Sinne  nicht  symmetrisch,  läßt  sich  aber  nach  demselben  Ver* 
fahren  lösen«   Man  erhält  zunächst 
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Set«t  man  nun  ^ 

X  , 

80  wird 

X* 

und  man  erhält  die  quadiatische  Gleichung  fflr  y : 

y  +  «J'  +  *  +  2=0  , 

ans  deren  beiden  Wnneln     and      die  quadratischen  Gleichungen  für  xi 

X*  —  y^x  —  1  =  0,     «•  — jfj  X  —  1  =  0 

gebildet  werden*  Die  biqnadratiache  Gleichung  fiir  x  hat  vier  Warzelut  die  paar- 
wci»  TezipTOk  aber  von  enteegengesetztem  Vorzeichen  sind. 

8«  Eine  geordnete  Gleichung  «i-ten  Grades  hat  die  Normalform: 

wobei  die  a  bekannte  Koeffiäenten  sind.  Hat  die  Gleichung  eine  Wurzel  » 
so  muß  identisch: 

*r  +  <^        +  <^  *s~*  4-  •  •  •  +  «—1  *t  +     =  0 
sein.   Die  Subtraktion  beider  Gleicbongen  gibt: 

—        +  <»i  —  +  %  {^-^^  —  ^    ')  +  .  .  .  +  On-xix-Xy)  -  0  , 

wobei  die  linke  Seite  denselben  Wert  bat  wie  die  der  gegebenen  Gleichung. 
Diese  läßt  sich  aber  durch  x  —  x^  ohne  Rest  dividieren,  sie  ist  also  ein  Ptodakt 
mit  dem  einen  Faktor  x  —  .r,  .  Der  andre  Faktor  ergibt  sich  dnrch  Division 
mit  .Y  —  .r^  lind  die  Division  laßt  sich  ohne  Rest  ausführen.  Da  nun  ein  Produkt 
gleich  Null  wird,  wenn  ein  Faktor  gleich  Null  wird,  so  kann  man  x — jp^  =  0 
setzen,  wodmch  man  die  bekannte  Wurzel  x  =  x^  erhält  Der  andre  Faktor 
gleich  Null  gesetzt,  gibt  aber  eine  Gleichung,  deren  Grad  um  1  niedriger  Ist« 
Läßt  sich  diese  Gleichung  mit  Mille  von  quadratischen  Gleichungen  lösen,  so  hat 
man  die  vorpdf'frtf*  Gleichung  gelöst.  Dirsf'»^  Verfahren  nennt  man  das  Ah- 
iruuuuu  einer  bekannten  Wurzel  einer  Cileichung.  Ein  besonders  einlacher 
FaU  dieser  Art  liegt  vor,  wenn  das  Absolutglied  einer  Gleichung  gleich  Kuli  ist. 
Eine  solche  Gleichung  hat  immer  die  Wurzel     =  0  . 

F.ine  Wur/nl  einer  Gleichuni::  kann  man  häufig  durch  Probieren  oder  Erraten 
ünden.    So  bat  die  kubische  Gieu  huug 

X»  —  ü  X'  +  1 1  AT  —  G  -  0 

die  li'ii  ht  /II  erratende  Wurzel  .v  ^  \  \  foluru  h  nuiß  (Hf  liiiki-  Si'itc  der  Gleichung 
den  Faktor  x  —  1  haben,    in  der  Tat  tindet  man  durch  Fartialdivision 

x^  ~    ii  X-  [  1 1  a-  —  G  =  (.V  —  1)  i.vs  —  ö*  +  6)  . 

Somit  zerfällt  die  kubische  Gleichung  in  die  beiden: 

X  —  1  =  0,    **  —  5*+6  =  0  . 

Die  erste  gibt  die  bekannte  Wurzel  x^  ~  1  ,  die  zweite  quadratische  die  Wurzeln 
X,  --  ,  x^  -  2  .  Dami?  ist  auch  gezeigt,  daü  die  linkr  Seite  der  gegebenen 
GleichuQg  ein  Fnuinkt  aus  drei  linearen  Faktoren  ist;  nämlich: 

A- >  -     0  .v2  -f  11  X       (J  =  (.V  —  1 )  (X  -    2)  {X  —  3)  . 

Eine  qrmmetnsche  Gleichung  dritten  oder  fünften  Grades  hat  die  Form: 

ä3  +  tfjr*  H-  tf jf  +  l  «  0  , 
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Jede  dieser  Gleichungen  hat  die  Wurzel  x  =  — ^  1 ,  wodurch  raan  sich  durch 
ZuBammenfassen  der  i^mmetrischen  Glieder  äbersengen  kann.  Dasselbe  gilt 
allgemein  für  jede  svmmetriscbe  Gleichunp  unRcraden  Grades.  Die  erste  Gleichung 
lällt  sich  durch  Abtrennung  dieser  Worsel  auf  die  quadratische  Gleichung 

+         1)«  +  1  =  0 

zuxäckführen,  die  wieder  symmetrisch  ist  und  zwei  reziproke  Wurzeln  hat.  Die 
symmetrisc  hf  Glt-i«  hung  fünften  Gr:u!(  <^  wird  durch  dasselbe  Verfahren  auf  die 
symmetrische  Gleichung  vierten  Grades: 

zurückgeführt. 

Ist  eine  Gleichung  ungeraden  Grades  insofern  nicht  m  strengem  Sinne 
symmetrisch,  als  die  symmetrischen  Glieder  Koeffizienten  von  gleichem  absoluten 
Wert  aber  en^egengesetzten  Vorzeichen  haben,  so  genägt  ihr  die  Wurzel  x  —  1 
lind  durch  deren  Abtrennnng  entsteht  wieder  eine  qnnmetrische  Gletchui^,  deren 

Grad  um  1  niedriger  ist. 

Hiemach  eihäilt  man  für  die  Gleichung 

—  1  =  (j:  —  1)  (x»      j:  +  i)  =  0 

die  Wurzeln 

Die  Kubikwurzel  aus  1  hat  also  außer  dem  bekannten  Wert  1  noch  zwei  kon- 
jugiert komplexe  Werte. 

Ebenso  hat  die  Gleichung 

die  drei  Wurzeln 

=  — 1.     *s,s  =  i±i*l/3  , 

die  die  Werte  der  Kubikwurzel  aus  ^1  angeben. 
Die  Gleichung 

jr*  -—  1  =  0 

zerfällt  in  x  —  1  0 ,  welche  (Jleichung  die  sp1hst%erständliche  Wurzel  jTj  --—  1 
liefert  und  die  symmetrische  Gleichung  vierten  Grailes 

X* -i- x^ -i-  X 1  ^  i)  , 

(iereu  Wurzeln  sind: 

Jt,, »  =  i  0 5  -  l)  ±  +*yiO  -f  2  V5  ,    X4,^  ^y5  4.i)  +  ^,|/l0-r^^5  . 

Auf  demselben  Wege  lassen  sich  die  fünf  Wurzeln  der  Gleichung 

1  =  0 

bestimmen: 

§  22.    Quadratische  Systeme. 

1.  Kiiie  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Lubekannten  kann 
durch  Ordnen  auf  die  l-'orni 

gebracht  werden  und  ist  vollständig,  wenn  keiiu-r,  dapep;en  riMstandig,  wenn 
einer  oder  mehrere  der  Koeltizieuteu  ^,  ^,  d,  e,  /  gleich  Null  sind;  doch 
dürfen  selbstvetstäadlich  nicht  a,  b  und  c  gleichzeitig  gleich  Null  sein. 

7* 
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Verbindet  man  mit  einer  solchen  Gleichung  eine  zweite 

so  kann  man  aus  beulen  zunächst  eliminieren,  wodurch  eine  iür  y  lineare 
Gleichung  entsteht,  au^  der  man  y  durch  x  ausdrücken  kann.  Substituiert  mau 
diesen  Ansdnick  in  eine  der  gegebenen  Gleichungen,  so  erhält  man  im  allgemeinen 
eine  Eliminationsgleichung  vierten  Grades.  Ea  kann  jedoch  bei  besondem  Werten 
der  Korffizientpn  die  Elimin;itionsj,'lcichung  quadratisch  werden  oder  wenigstens 
auf  quadratische  Gleichungen  zurückführbar  sein.  Ebenso  könneu  in  gewissen 
Fällen  durch  Verbindung  zweier  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  von  höherem 
Grade  als  den  zweiten,  Gleichungen  hergestellt  werden,  die  sich  auf  quadratische 
Gleichungen  zurückführen  lassen. 

Zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  bilden  ein  qnnd  ratisches  System, 
wenu  dieses  mit  Hilfe  quadratischer  Gleichungen  ^t  lost  werden  kann. 

Ein  allgemeines  Kriterium  dafür,  daß  ein  gegebenes  System  quadratisch  sei, 
kann  nicht  gegeben  werden;  erst  der  Erfolg  der  Auflösung  entscheidet.  Ebenso- 
wenig gibt  es  ein  allgemeines  X'erfahren  der  Auflösung  quadratischer  Systeme. 
Aber  es  gibt  eine  Anzahl  typischer  Fälle,  in  denen  man  ein  System  von  \orn- 
herein  als  quadratisch  erkennt  und  die  man  nach  gewissen  Regeln  lösen  kann. 

Die  Lösung  eines  quadratischen  Systems  ei^bt  mehr  als  ein  Paar  zusammen- 
gehdriger  Wmseln.  Die  Bestimmung  der  Zahl  der  Wunelpaare  erfordert  in  jedenoi 
Fall  eine  besondere  Untersuchung. 

2.  Her  Fall  eines  quadratischen  Systems  liegt  znnrirhst  vor.  wenn  eine 
Gleichung  des  Systems  linear  und  du-,  andre  quadratisch  ist.  Hier  fuhrt  die 
Elimination  einer  Unbekannten  durch  Substitution  zu  einer  quadratischen  Eli« 
minationsgleichung.  Ist  die  zweite  Gleichung  von  höherem  Grade,  so  kann  sich 
die  Eliminationsgleirhuni;  narh  ^  21  nuf  quadratische  Gleirlmnu''  !!  zurückführen 
lassen.  Ebenso  kann  man  /.uweilen  aus  einer  Gleichung  oder  durch  Verbindung 
beider  Gleichungen  eine  lineare  Gleichung  erhalten  und  diese  zur  Substitution 
benutzen. 

Beispiele: 

1.  Die  Gleichungen 

+  J»*  +  «1*  +  ^tJ'  +  q  =  0  , 

geben  durch  Subtraktion  eine  lineare  Gleichung.    Man  erhält  zwei  Wurzelpaare. 

2.  Die  Gleichungen 

jr*  —     —  X    y  =  b 

geben  durch  Subtraktion 

2x  =  a  —  b  y  X  —  \  [<i  —  l>)  . 

Zu  diesem  Werte  von  x  erhält  man  zwei  Werte  von  y.    Die  Losung  ergibt 
also  zwei  Wuraelpaare,  bei  denen  der  Wert  von  x  derselbe  ist. 

3.  Das  System 

3*3 —  47»  + 5*—  e;'  +  46  =  0 

ist  quadratisch,  weil  sich  die  erste  Gleichung  schreiben  Iä0t: 

(2*  — ,r)»  — 3(2*— ,»j  +  2  =  0  , 

also  in  die  linearen  Gleicluuij:en 

2  AT  —  V  —  2  ,  2  -V  —  y  1 

zcriaüi.    Dun  h  Substitution  des  Wertes  von  i  ausgedrückt  durch  .v  in  die  zweite 
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Gleichung,  erhUt  man  zwei  qaadiatiache  Gleichungen  fdr  x.  Das  System  iiat 
vier  Wnwelpaarp. 

Das  cinfachstr  System  dieser  Art  und  üb('rh.'iiii)t  das  rinfachste  quadratische 
System  gibt  die  Aufgabe,  zwei  Zahlen  .v,  y  zu  bestimmen,  tiefen  Produkt  p  und 
deren  Summe  s  gegeben  ist,    Die  zweite  Gleichung  des  Systems 

xy^P  » 

lipßf  sich  zur  Substitution  benutzen.  Elefrnnter  gestaltet  sich  die  Auflösung, 
wenn  man  aas  beiden  Gleichungen  a-  —  v  herstellt.    Es  ist 

mithin 

X   ^  =  +  j(f 2           4^  . 

Nun  ertiält  man 

Man  eiliilt  also  zwei  Wurzelpaarr:  di<^  Werte  für  x  und  y  sind  vertauscht.  Dies 
sieht  man  an  dem  Ran  der  pctrebt  iicii  Glrichungen,  die  sich  nicht  ändern,  wenn 
man  y  an  die  Stelle  von  x  setzt.  B<'i  eingekleideten  Aufgaben  würden  beide 
Wunelpasre  meist  nur  eine  Losung  geben*  Sind  s*  B*  die  Seiten  x,  y  eines 
Rechtedcs  gesacht,  von  dem  Inhalt  und  Umfang  gegeben  ist,  so  kann  man  die 
Zweideutigkeit  von  vornherein  ausschließen,  wenn  man  x  y>  y  voianwctst,  dann 
kann  für  x  y  nur  der  positive  Wert  genommen  werden. 
Ebenso  kann  das  System 

xy  =  / 
-  X  — y  =  d 

gelöst  werden.    £s  ergibt  sich  hier; 
also 

»g- i  i\^^P  +  ä)  = -y,  . 

J'i-i(ylM^-rf)--*t  . 

Anl  diese  einfachsten  Systeme  lassen  sich  viele  komplinertere  surfickffihTen. 
Wenn  x-^y  oder  x — y  gegeben  oder  berechnet  ist,  so  sucht  man  xy  und 
nmgekebrt.    So  kommt  man  in  dem  System 

x»-{-y*  =  a  , 

durch  Quadrieren  der  zweiten,  wenn  man  die  erste  subtrahiert,  auf 

2  xy  =  ^8  — 
und  findet  durch  Subtraktion  von  der  ersten 

.  {x~yf  =  2a  —  i>^  . 

Aus 

xyr=^d 

kommt  man  leicht  sn  x+.F  und  x — y.  Das  System  bat  vier  Wnnselpaare, 
weil  man  jeden  Wert  von  x-^-y  mit  jedem  von  x — y  kombinieren  kann. 
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la  dem  System 

kana  man  die  nreite  Gleichmig  mit  4  potenzieren  und  von  dem  Resultat  die 
ente  aabtrahieren;  es  ist  dann 

Erhebt  man  nun  die  zweite  Gleichung  des  Systems  ins  Qnadrati  multipUsieit 
mit  2  und  snbtrahieit  davon  die  letstei  so  ergibt  sich: 

a  xy 

Aus  dieser  quadratischen  Gleichung  für  xy  ergeben  «ich  die  Wurzeln 

xy^b^  ±     (a  +  <r«)  ^  i^s  +  r  ,  r  =  ±  . 

Die  Abkürzung  r  für  eine  On^flrahvurzcl,  die  sich  bei  Auflüsimi;  einer  cjuadratischen 
Gleichung  ergibt,  erleichtert  die  weitere  Rechnung.    Es  ergibt  sich  zunächst 

{x—yY^—^r      -^b*  , 

welc  lie  Gleicliunq:  mit  x  y  —  auf  zwei  Wurzelpaare  führt.  Die  beiden  andern 
kann  man  hinschreiben,  indem  man  r  mit  -  -/  \  erta^l^.cht. 

3.  Sind  beide  Gleichungen  eines  Systems  rein  quadratisch  in  Bezug  aul 
die  Unbekannten  x  und  y,  so  Idst  man  das  System  wie  ein  lineares  mit  den 
Unbekannten  x*  nnd  y*.  Man  erhält  vier  Wunelpaare,  weil  man  jeden  Wert 
von  .T  mit  jedem  von  y  zusammenstellen  kann. 

Eine  cjuadrntische  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten  ist  homogen,  wenn  sie 
nur  Glieder  von  der  zweiten  Dimension  enthält,  also  die  Form  Itai: 

tr.x  '  -•  f' .\  y  -|-  t: y  -      0  . 

Dividiert  mau  diese  Gleichung  durch  ji*^,  so  erhält  man 


y 


abo  eine  quadratische  Gleichung  für  x : y.  Aus  einer  homogenen  Gleichung 
läüt  sich  also  das  Verhältnis  der  Unbekannten  bestimmen.    Ist  ein  Wert  dieses 

Verhältnisses 

X  _p 
—  I 

worin  /  und  q  Bekannte  sind,  so  drückt  man  beide  Unbekannte  durch  eine  neue 
aus,  indem  mau 

x^pu,  y^qu 

setzt  und  diese  Werte  in  die  zweite  Gleichung  des  Systems  substituiert 

Enthalten  zwei  Gleichungen  eines  Systems  autter  Gliedern  zweiter  Dimension 
nur  noch  ein  Absolutglied,  so  kann  man  durch  Elimination  dieses  Absolutgli«*des 
eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  herstellen.  Aus 

a^x*-\-b^xy-\-  f^y*  +  i/,  —  0  » 

erhält  man 

i^d^-Ot     **  +        —  ^di)*^^  (^1  dt—^tä^)y*^0  . 
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Auch  aus  Attsdrflcken  wie 

4P— ^     ** — y*  xy 

kaim  man  auf  das  Verhältnis  der  Unbekannten  kommen.  Hat  man  nämlich  die 
Proportion 

a  € 

80  kann  man  bflden: 
Da  auch 


ist,  so  erhUt  man  noch 


nb  nd 

tn  a  '■  n  b  m  c  '  nd 
ma  —  nb     mc  —  nd 


Das  Verfahren,  eine  Proportion  dergestalt  umzuändern,  heißt  koTrespon< 
dierende  Addition  und  Subtraktion.    So  hat  man  z.  B.  aus 


X'-y     b*    2y     y     a  —  b 


aus 


^  '       2*^  ~2*'     (jp— j»)»  ^  tf  —  2^  '  -j-y« _2A 


und  daraus 


X  '^a-^2b±^a  —  2b 
y  "     +     Ty«  — 2i> 


Dieses  Verfahren  ist  auch  sonst  zuweilen  von  Vorteil,  »eil  es  Ausdrucke 
von  einem  symmetrischen  Bau  liefert.   Hat  man  z.  B.  das  System 

. 

1  —  xy 

80  kann  man  zunäclist  die  Nenner  hos.  iti^tm  und  die  dadurch  entstehenden 
Gleichungen  addieren  und  subtrahieren.    Dadurch  erhäh  man: 

2  X  ^  {a  ^  b)     {a  —  b)  xy  ,    2y  ^     —  b)        ■\-  b)  xy  . 

Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Gteichui^en  ergibt  sich  die  symmetrische 
Gleichung  zweiten  Grades  für  xy. 

(a»  --  +  2  (««  -h     —  ^)xy  +  («*  —  ^8)  s=  0  , 

die  s«rei  Wurzeln  hat,  aus  denen  sich  dann  x  und  y  ergeben.  Bequemer  schreibt 
man  die  quadratische  Gleichung: 

~2xy  ff«  —  ^« 
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und  wendet  darauf  korrespoitdierende  Addition  und  Subtraktion  an: 
1  4-  .Y  V      yi^T»  ^  ]  1  — T'  +  yi  —a* 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werte: 

Noch  bequemer  wendet  man  das  Veriahreu  aul  die  gegebenen  Gleichungen 
selbst  an  und  erhält; 

(1  +  .t)(1  +  r)  _  1  (1  -  .V)  _  1^  * 

Die  MuldpUkation  und  Division  beider  Gleichungen  liefert: 

1  +  X    Hl  -t  </ H V - f  7)     1  +  >•  _  y(i  +  tf) (1  -  f>) 

l  -        -|-y^l  ^  aj  (1  -  ^)  '     1  -        +  ^(1^  a)  (1  4-  ^) 

und  nun  erhalt  man  direkt 

_  1(1  4-  tf  )a^>H  ]  (1  —        —  b) 
~  1(1  +  «Jll  +  ^)±l'(r— a)(l~     •  * 

i/(r+   r-  + (öT-  a)  (1  +  ^) 
y(i  +    -  ±y(r^ «)  (1  + 

Diese  Werte  weichen  in  der  Form  von  den  vorher  gefundenen  und  von  den 
durcki  Lösung  der  symmetrischen  Gleichung  iür  xy  sich  ergebenden  Werten  ab. 
Dies  begegnet  oft,  wenn  bei  komplizierteren  Systemen  mit  allgemeinen  Zahlen 
die  Lösung  in  irrationaler  Form  erscheint  Es  lätit  sich  aber  die  Identität  der 
Ausdrücke  nachwei;:en,  z.  ß.  wpnn  man  in  beiden  die  Nenner  rational  macht 
(§12  Nr.  1)  erhält  man  jedesmal 

\^ab^  1(1  —  a»)  (1  —  b^') 

X  —   ;   . 

4.  Systeme  von  mehr  als  drei  Gleichungen  sind  ebenfalls  quadratische 
Systeme,  wenn  sie  mit  Hilfe  von  quadratischen  Gleichungen  gelöst  werden 

köniit-n.  Die  im  vorhergehenden  angedeuteten  Methoden  sind  auch  hier  bei 
eiiifatht'ren  Ffillfn  anzuwendm.  Namentlich  hat  man  durch  Hcrslclhinj;  neuer 
Gleichungen  aus  den  gegebenen  und  durch  Emlührung  andrer  Unbekannten  zu 
versuchen,  Systeme  mit  einer  geringeren  Zahl  von  Unbekannten  hetEUStellen* 
Dies  gelingt  meist,  wenn  nur  eine  Gleichung  des  Systems  nicht  linear  ist  oder 
wenn  die  Gleichungen  einen  symmetrischen  Bau  haben.  Im  allgemeinrn  sind 
die  Formen  weit  vielyestnUiger  als  bei  Systemen  von  7Wi>i  ClfMchniurrn  iiiui  die 
Lösung  ist  zuweilen  nur  durch  Anwendung  besonder«*r  Kunstgriffe  möglich. 

Die  Lösung  wird  gegeben  durch  eine  Anzahl  von  Wurzetsystemen. 

Beispiele.  1.  Sind  in  einem  System  von  drei  Gleichungen  zwei  linear» 
so  kann  man  ans  ihn»-»  zwei  Unbekannte  durch  die  dritte  ausdrücken  nnd  diese 
Ausiirucki"  in  die  erste  substituieren.  LäUt  sich  die  entstehende  Gleichung  durch 
quadratische  Gleichungen  lösen,  so  ist  das  System  gelöst. 
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2.  Die  Gleichungen  des  S^rstems 

X*  —  y  %^  a 
y*  — 

~  xy  c 

laaaen  lich  achieiben: 

.V  {x  -f  V  +  «)  —  (  r  V  -r  xz  -\-  yz)  =  a 
y  (-^  -f  .V  +  s)  —  ixy  4  .V  z  -r  y  z)  -  b 
i{x-i-y-r&)—[xy-^xs-]ryz)  =  £  . 

Fährt  man  nnn  die  neuen  Unbekannten 

jr+j'  +  «  —  »,   xy  •\-  x%-\-ys  —  v 

eia,  so  heilien  die  Gleichungen 

XU  —  V  =  a 
yu  —  V  =  ö 
zu  —  vt^e  t 

deren  Addition 

ergibt.    Nun  folgen  auch 

a  +  V  b  4-  V  (  4-  V 

X"  ,    jr  —  ,    . 

«  «  u 

Multipliziert  man  jp  zwei  (li«»s«T  Werte  und  addiert  die  Produkte,  80  erhält 
mau  eine  zweite  Gleichung  für  u  und  v.    Man  erhält 


ad  bc  -j-  *a  -j-  ^8  _  3tf 


womit  Xt  y,  »  bettimmt  tind. 
3.  Ist  das  System 

X*Jf.yi 

xy     uv^  c 
XU  ■\- yv 

gegeben,  so  führe  man  die  neue  Unbekannte 

xy  —  uv^$ 

ein.   Hieraus  und  aus  der  dritten  Gleichung  des  Systems  hat  man 

2  jcj  =  luv  ^  c  —  / 

und  aus  den  beiden  ersten: 

{x^yY^a-\-€-\-t,    {x-^yy^a-c  —  t  . 

Somit  kann  man  jr,  y,  u,  v  durch  /  ausdrücken.  Setzt  man  die  sich  ergebenden 
WVrtc  in  die  vierte  Gleichung  des  Systems  ein,  so  erhält  man  eine  quadratische 
Gleichung  fär  t 
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§  23.    Diophantische  Gleichangen. 

1.  Die  Aufgabe»  aus  einem  System  von  n  Gleichungen  m  Unbekannte  zu 
bestimmen,  ist  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  unlösbar.   Ist  n  <m,  so  ist  die  Aul- 

gäbe  unbestimmt,  denn  man  kann  m  —  n  Uiibi  kannten  beliebige  W^rte  bfüpnren 
und  dann  aus  dem  System  die  n  übrigen  Unbekannten  fmden.  Die  unendlictt 
große  Zahl  der  Werte  der  Unbekannten,  die  dem  gegebenen  System  genügen, 
kann  bei  pnktisdi  vorkommenden  Aufgaben  durch  gewisse  Bedingm^en,  die 
entweder  willkürlich  dazu  gebracht  werden  oder  in  der  Natur  der  Aufgabe  Urgent 
l)csclir;iiikt  werden.  So  kann  bei  numerischen  linearen  Oleichunfjen  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  die  Bedingung  zu  erfüllen  sein,  daU  tür  die  Unbekannten 
naturliche  oder  weni^^ns  ganse  Zahlen  gefunden  werden  sollen.  Bei  quadra- 
tischen Gleichungen  kann  man  die  Bedingung  stellen»  dafi  die  Werte  der  Un- 
bekannten rational  sein  sollen.  Gleichungen  dieser  Art  nennt  man  diophan- 
tische Gleichun  f^en. 

Ist  z.  B.  von  zwei  Unbekannten  x  und  nur  das  Verhältnis  gegeben,  also 
die  Gleichung 

so  wird  dieser  Gleichung  genügt  durch  die  unendlich  vielen  Werte 

wobei  n  eine  willkürliche  Zahl  ist.  Die  Gleichung  wird  eine  diophantische» 
wenn  a  und  !>  t^anze  Zalilen  sind  uiid  die  Werte  von  x  und  r  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sein  sollen.  Es  ist  dann  n  eine  willkürliche  ganze  Zahl  und  es  gibt  für 
ji'  und  y  unendlich  viel  Werte  in  ganzen  Zahlen,  nämlich  die  entsprechenden 
Glieder  von  swei  arithmetischen  Reihen  (§  32)  mit  den  Anfangsgliedem  a  und  b 
und  den  Differenzen  a  und  l> . 

Für  die  diophantische  Gleichung 

=  «  ♦ 

worin  a  eine  ganze  Zahl  ist,  hat  man  die  ganzzahligen  Lösungen 

X  — ff,  y  =  a  —  n  , 

wobei  n  eine  willkürlidu-  ganze  Zahl  sein  kann.    Ist  a  eine  natürliche  Zahl  und 
sollen  .r  und  v  ebenfalls  natürliche  Zahlen  sein,  so  ist  di<'  Zahl  der  Lösungen 
endlich;  es  kann  «  nur  1,  2,  3  ...  <7  —  1  sein.  Es  gibt  also  nur  a  —  1  Lösungen. 
Die  diophantische  Gleichung 

jp  — y  a 

hat  die  Lösungen 

Ist  a  eine  natürliche  Zahl,  so  gibt  ps  unendlich  viele  Lösungen  in  natür- 
lichen Zahlen,  nur  muß  die  willkürliche  Zahl  »  >  a  sein. 
Die  lineare  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten 

1)  a  X  ■■•  by  =  c 

ist  diupiiuntisch,  wenn  tf,  b^  c  ganze  Zahlen  sind  und  für  x  und  y  ganzzaldige 
Wette  gefunden  werden  sollen.  Haben  «,  b^  e  einen  gemeinsamen  Teiler,  so 
kann  die  Gleichung  durch  diesen  gekürzt  werdeiL  Haben  nur  a  und  b  einen 
gemeinsamen  Teiler,  etwa  /,  der  in  c  nicht  enthalten  ist,  so  daß 

ist,  so  würde  also 

P/x  +  ify  ^(  *  px-\-qy'=j 
sein  müssen.    Sollen  aber  x  und  y  ganze  Zahlen  sein,  so  müßte  auch  px  -^-qy 
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also  (* :  /  eine  ganze  Zahl  sein.  Man  kann  demnach  immer  voraussetzen »  daft 
die  Koeffizienten  a,  b,  c  von  1)  relativ  prim  sind. 

In  einfachen  Fällen  kann  man  eine  Lüäung  der  diuplianüächeu  Gleichung  1) 
durch  Erraten  finden.    Sind  zwei  ganssahlige  Werte  von  »  und  jr,  die  1)  genügen 
und       so  mnß  identisch 

sein.  Subtrahiert  man  diese  Identität  von  1),  so  ergibt  sich  die  einfachere 
Gleichung 

der  genügt  nrird,  wenn  man 

X  —  jr^ea^n,  y  —     =  —  an 

set^t,  wobei  n  eine  u'iUkürliche  ganze  Zahl  ist.  Man  hat  also  ans  der  be- 
sonderen Lösung  Aj,      die  alle»Tneine 

«  —  «1  +  ^«,  y^y^—an 

gefunden.  Die  allgemeine  Lösung  der  diophantischrn  Gleichung  1)  muß  also 
eine  willkürliche  gansre  Zahl  enthalten.  Die  besonderen  Lösungen  sind  ent- 
sprechende Glieder  z«'eier  arithmetischer  Keihen,  deren  Aniang^Ueder  ,  y^  lud 
iteren  Differensen  ^  und  —a  thd. 

Durch  tirei  besondere  Lösungen  «j,  yi  und  x^t  yt  diophantischen 
Gleidxoi^ 

ax     dy  =  £ 

sind  die  Koeffiaienten  bestimmt   Durch  Subtraktion  der  Identitäten 

ax^  +       =  <: ,  fl -f  öy^  =  c 


erhält  man 


Durch  die  kleinsten  Zahlen,  die  dieser  diophantischen  Gleichung  ffir  a  und  i 
gen^en,  sind  a  und  ä  lud  damit  e  bestimmt  So  sind  z.  B.  =  7t  13; 
Xf  =  1^,  yf  =  5  besondere  Lösungen  der  diophantischen  Gleichung 

Sx'hoy'^121  . 

'  3.  Ein  Verfahren,  um  von  einer  diophantischen  linearen  Gleichung  mit 

zwei  Unbekannten  eine  besondere  Lösung  zu  finden,  geben  die  folgenden  Bei- 
spiele. Man  drückt  immer  die  Unbekannte,  die  den  kleineren  Koeffizienten  hat, 
durch  die  andre  aus.  Dies  gibt  einen  Bruch,  den  man  in  eine  möglichst  große 
ganze  Zahl  und  einen  Bruch,  dessen  Zähler  in  kleineren  Zahlen  ausgedruckt  ist, 
zerlegt    Es  sei  z.  B.  die  diophantische  Gleichung 

25  X     üy  =  449 

gegeben.   Hier  kann  man 

449—  25*             ,  1+jr 
6  T" 

setzen.  Soll  nun  y  eine  ganze  Zahl  werden,  so  muß  1  -j-  durch  C  ohne  Rest 
teilbar  sein.  Man  sieht  daß  dieser  Forderung  genügt  wird,  durch  den  Wert  —  5 , 
aus  dem  sich  nun  «•  54  eigibt  Ans  der  besondem  Lösung  erhält  man  nach 
Nr.  1  die  allgemeine: 

«»=5  +  6»,^»  54  —  25«  . 
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Da  man  hieraus  außer  für  n  —  <>  nnrh  für  «  =  1  und  «  =  2  positive  Zahlen 
erhalt,  so  hat  die  Gleichung  drei  Ltisungen  in  natürUchen  Zahlen. 
Wendet  man  dasselbe  Verftihren  auf  die  Gleichung 

1 7  JC  —  Vi}'  —  ö 

an,  ao  erhält:  man  zunächst 

^  13  *  +  — 13—  • 

Da  man  hiei  nicht  sofort  erraten  kann,  welcher  Wert  fälT  x  den  Brach  an  einer 
ganzen  Zahl  /  macht,  so  wtederiiolt  man  das  Verfahren,  indem  man 

_  X  

setzt  Nim  sieht  man,  daß  /  »  3  genommen  werden  kann,  woraus  sich  11, 
y  mml^  ergibt   Die  Gleichong  hat  also  die  allgemeine  Lösung 

jr=ll  — 13«,  jr=:U  — 17«  . 

oder,  da  man  für  die  willkürliche  iinnze  Zahl  n  anch  — «  setzen  kann, 

=  13«  +  1  1  ,   V  -  1  7  «      14  . 

Ffir  X  können  also  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden,  die  durch  13  dividiert 
den  Rest  11  und  fftr  /  alle  ganeen  Zahlen,  die  dardi  17  dividiert  den  Rest  14 
geben. 

Dieses  Verfahren  muß,  wenn  man  es  genügend  oft  wiederholt,  immer  zum 
Ziele  führen.  Ein  andres  Verfahren  beruht  auf  der  Anwendung  der  Kettenbrüche 
und  wird  in  §  3ü  Nr.  5  gezeigt. 

Sind  zwei  lineare  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  gegeben,  so  kann  man 
durch  EUmination  einer  Unbekannten  eine  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten  her> 
stellen  und  diese  als  diophantische  lösen.  Setzt  man  die  Werte  der  allgemeinen 
Lösuncr,  die  eine  willkürliche  L'anze  Zahl  m  enthalten,  ein,  so  ergibt  sich  eine 
zweite  diophantische  Gleichung  mit  der  dritten  Unbekannten  und  der  Zahl  m. 
Durch  AnflöRong  wird  nun  die  dritte  Unbekannte  und  m  durch  eine  neue  will- 
kürliche Zahl  ft  au^edrückt 

Soll  z.  B  die  Zahl  17  in  drei  ganz«-  Zalilen  <?o  zerlegt  werden,  dat?  die  Stimme 
des  fünffachen  der  ersten,  des  vierfai  heii  der  zweiten  und  des  siebenfachen  der 
dritten  SO  ist,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

.V  4-    4-  c     1 7  , 

äjr-t- 4^+ 7s~  80  , 

ans  denen  durch  £Umination  von  y  folgt: 

jip+3s>-12,  X— 12  —  3« 

und  nunmehr  aus  der  ersten  Gleichung 

Dabei  ist  z  selbst  die  willkürliche  ganze  Zahl.  SchlieSt  man  den  Wert  Null 

und  negative  Werte  der  drei  Teile  aus,  so  sind  diese  0,  7,  1;  6,  9,  2;  H,  11,  3. 

Sind  die  Zahlen  7.u  suchen,  die  durch  9,  13,  17  dividiert  die  Reste  7,  11,  15 
geben,  so  muU  eine  dieser  Zahlen 

A     9  «  +  7  =  13  »  +  11  =  17  w  +  15 

sein.    Man  findet  zunächst  aus 

o        m       A           4+13V         ,  4(1 +  y) 
9« — 13r<-4,  »  =  ^  —  w-l  ^   . 
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Der  Bruch  verschwindet  für  »  =  — 1,  wom  u  =  — 1  gehört,  so  daß  die 
allgemeine  Lösung 

»  =  13;» — 1,  r'  =  9« — 1 

isL   Setzt  man  den  Wert  von  u  in  die  Gleichung 

9»—  X7w  —  8 

ein,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  zwischen  m  und  w : 

U7j»— 17w=17  , 

von  der  man  die  besondere  Lösung  m^dt  Sf  — 1  erraten  kann.  Die  all- 
gemeine  Lösung  ist  ateo 

#i<»17ii,  »=117«  — l  , 

woraus  man  nun 

«  =  221 «  —  1 ,  r  —  163»  —  1  ,  *  =  19Ö9«  —  2 

erhält.    Die  kleinste  positive  der  verlangten  Zahlen  ist  demnach  1987. 
Ist  eine  lineare  Gleichung  mit  drei  Unbekanuten  gegeben,  z.  B. 

7*— 9;^+ 17  s  — 46  , 

so  drückt  man  die  Unbekannte  a%  die  den  kleinsten  Koeffizienten  hat,  zunächst 
durch  die  beiden  andern  Unbekannten  aus  und  verwandelt  den  Bnirh  in  eine 
ganze  Zahl  und  einen  Bruch  mit  möglichst  kleinen  Zahlen.    Hier  hat  man  also 

Damit  x  eine  ganze  Zahl  werde,  muß  nun 

4  +  2^  —  3««7i« 
sein,  wobei  m  eine  willkfirliche  ganze  Zahl  ist    Daraus  erhält  man  wieder: 

7«  — 4  +  3«  ,      ,  w  +  s 

nnd  nun  wird  /  eine  ganze  Zahl,  wenn 

gesetzt  wird,  worin  ti  eine  zweite  willkürliche  ganze  Zahl  sem  kann.  So  erhält 
man  die  allgemeine  Lösung 

z       ~  ///  +  2  «  ,   \  =  2  m     Hn  —  2  ,  x  =  f>  m  —  «  -f  ^ 

ausgedrückt  durch  zwei  willkürliche  ganze  Zahlen  //;  und  n. 

Damit  ist  nun  gezeigt,  wie  man-  allgemein  aus  einem  System  von  linearen 
Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  Anzahl  geringer  ist  als  die  der 

zu  bestimmenden  Unbekannten  ganzzahlige  \V«'rte  dieser  Unbekannten  findtMi 
kann.  Die  allgemeine  Lösung  tjibt  die  Werte  tler  l/nhekatmten ,  wenn  //  du- 
Anzahl  der  Gleichungen  und  m  die  der  Unbeiiannien  ist,  durch  ;//  —  //  willkür- 
liche ganze  Zahlen  ausgedrückt. 

3.  Bei  der  Auflösung  einer  diophantischen  Gleichung  zweiten  Grades  mit 
7\V(  i  Unbekannten  n!ul  ganz/.ahlig«'n  oder  ralirm  ilm  Koeffizienten  hand«'li  «  s  ^i(  ii 
im  allgemeinen  darum,  ra t i o na ! e  \Vt  r»c  und  nur  in  besonders  einfachen  iällen 
ganzzablige  Werte  der  l  nbcl<annteii  zu  finden. 

Die  einfachste  diophantische  Gleichung  zweiten  Grades  ist  die,  in  der  als 
Glied  zweiter  Dimension  nur  das  Produkt  der  Unbekannten  vorkommt,  also 

axjr     dx     cjr     ä ^  0  , 

in  der  die  Koeffizienten  ganzzahlig  anzunehmen  sind.    Hier  gehört  zu  jedem 
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rationalen  Werte  von  :i-  ein  rationaler  Wert  von  y.  Man  kann  aber  gmiSzahUge 
Lösungen  findea,  wenn  man  y  durch  x  ausdrückt;  es  ergibt  sich 

oder 

aöx-\-ad        .     ad — Itc 

ay  «  —  —  —b  ; —  , 

ax  -f-  c  ax  +  £ 

woraus  man 

{ax  +  c)  {üy  -\  b)  ^  bc  —  ad 

erhält  Zr-rlcpt  man  nun  die  ^anze  Zahl  bc  —  ad  auf  alle  möglichen  Arten  in 
das  Produkt  zweier  Faktoren,  so  kann  man  die  laktoren  der  linken  und  lechten 
Seite  der  Gleichung  einander  gleich  set^n.   Ist  eine  aolcdie  Zerlegung  z.  B. 

hc^ad='pf  , 

so  hat  man 

ax-\-c=p,  ay-{-d=q 
zu  setzen  und  zu  probieren»  ob 

p  —  c  g  —  d 

x^-  ♦  y^-  

a       ^  a 

ganzf  Zahlen  weTrion.  was  drr  I'nll  ist,  wenn  /  —  e  und  q  —  d  gleichzeitig  durch  a 
teilbar  sind.    So  kann  man  z.  B.  die  Gleichung 

5arj^  —  2 jp  —      —  18  0 

auf  die  Form 

(5.v_3)  {hy—  2)  =  96 

bringen.  Nun  hat  mau  die  Faktoren  q  von  90  so  zu  beslimmeii,  daß  p  -f  W 
und  ^  -f-  2  gleichzeitig  durch  5  teilbar  sind.  Dieser  Bedingung  genügen  die 
Zerlegungen: 

96  =  2  .  4R  =  32  .  3  =  12  .  8  =  (— 4R)  (—2)  -  (-3)  (-32)  -  (-8)  (-12)  , 

so  daß  man  die  sechs  ganzzahligen  Lösungen:  1,  10;  7t  1;  B«  2;  — 9i  0;  0»  — G; 
— 1,-2  erhält. 

Auch  die  quadratische  Gleichung  mit  ganzzahligeu  Koeffizienten,  in  der  nur 
noch  das  Quadrat  der  einen  Unbekannten  vorkommt: 

«*•  +  hxy  +  *  4-  ^J'  4-  *  =  0 

kann  man  nach  demselben  Verfahren  auf  die  Fonh  bringen: 

ipx  +  d)  (b'^y  -\-  afix  -\-be  —  ad)  «  b*e  —  (*r  —  ad)d 

und  durch  Faktorenzerlegung  der  ganzen  Zahl  rechts  ganzzahlige  Werte  von  x 
und  y  finden.    Z.  B. 

je*  —  2xy  —  3*+  5;r+  20  =  0 

gibt 

(2  X  —  5)  (4^  —  2  .T  4-  1)  =  75  . 
Ist  ntm  7ö  =  p  '  ff  so  mufi 

sein.  Da  p  nnd  f  beide  ungerade  sind,  so  gibt  jede  mögliche  Zerlegung  in  posi- 
tive Faktoren,  zwei  ganzzahlige  Lösungen. 
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Die  Aufgabe,  eine  quadratische  Funktioii  einer  Variabein  x  mit  rationalen 
Koeffizienten  vx  einem  voll8tän<ÜBen  Quadrat  zn  machen,  d.  h.  der  Gleichung 

durch  rationale  Werte  von  x  und  y  zu  genügen»  ist  su  lösen»  wenn  entweder  A 
oder  C  Quadrate  rationaler  Zahlen  sind.   Die  Gleichung 

wird  gelöst,  ii^em  man 

setsL   Dadurch  eihüt  man 

c  —  a»*  —  Ak  + 

wobei  u  eine  willkürliche  rationale  Zahl  bedeutet. 
Ahnlich  setct  man  zur  Lösung  der  Gleichung: 

Ä**     bx  —y* 
y  ^ux  -{-t ,         +      +    — + 

und  erbSlt  auBer  der  selbstverständlichen  Lösung  x^O: 

2  cu  —  l>  —  bu  a€ 

worin  wieder  lür  u  eine  willkürliche  rationale  Zahl  gesetzt  werden  kann. 
Hat  die  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten: 

n  .r*      /'  .V  -)  r  -  0 

zwei  rationale  Wurzein,  so  lä^t  sich  die  Gleichung 

ax*  +  Ajc  +  ^  J»* 

aui  die  Form  bringen 

a{x— a){x  —  ß)^-f  , 
worin  a  und  ß  rational  sind.    Setzt  man  nun 

«(*  — a>  =  -^^»  » 

80  bestimmen  sich  aus  diesen  h-  id«  u  (  Ih  ichungcn  x  und  y,  ausgedrückt  durch 
zwei  willkürliche  rationale  Zahlen  u  und  v. 

Von  den  diopbantischen  quadratischen  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten 
ist  von  besonderer  Wichtigkeit  die  homogene  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten: 

Bringt  man  diese  auf  die  Form 

s2  —  ,v2  =  (3  -f  y)  (z  —  \)      .V  {a x  -f  by)  , 
so  wird  ihr  genügt,  wenn  man 

s  +^  =  ~  *  .     s  —y  =  ^  (ii*  +  by) 

setzt.    Daraus  findet  man 

u-  —  av^  -r  b  UV  -{-  a  v'^ 

^  ^  2»v  + Atf«*'  2uv^bv*  ' 

worin  ffir      jy,  9  willkürliche  rationale  Werte  zu  nehmen  sind*  Bei  ganzzahligen 
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Koeffizienten  a  nnd  6  kann  man  auch  u  tmd  v  ganitahlig  annehmen  und  setzt 
man  dann 

X  =  luv  -^^  b  J'*  , 

so  erhält  man  für  y  und  t  die  ebenfalls  ganazabligen  Lösungen 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  die  pythagoreische  Gleichung 

deren  ganszahlige  Lösungen  aus  der  allgemeinen  fflr  a     1 ,  ^  «  0 : 

X  =  2      ,   y  —     —  f  •  ♦    »  =»  »*  4- 

hervorgehen.  Man  erhält  alle  möglichen  besonderen  Lösungen  in  Zahlen,  die 
relativ  prim  sind,  wenn  man  fflr  u  und  v  Zahlen  setzt»  die  relativ  prim  und  nicht 
beide  ungerade  sind. 


Vierter  Abschnitt 
Gleichttngen  hdheren  Grades. 

§24.    KubiHche  Gleich  ungen. 

1«  Jede  geordnete  Gleichung  dritten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat 
die  Form 

wobei  jeder  der  Koeftizicnten  ß,  C,  D,  nicht  aber  A,  gleich  Null  sein  kann. 
Durch  Division  mit  A  erhält  man  die  Normalform: 

Ist  —  0 ,  so  labt  sich  aui  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  der  Faktor  jc  ab- 
sondern, und  der  Gleichung 

jf(.v«      ax     l>)   -  0 

wird  sowohl  durch  —  0  als  auch  durch  jede  der  beiden  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

-f-  <»*  +  *  =  0 

genügt.    (^Vgl,  ^  21  Nr.  3.)    Die  Gleichung  hat  also  drei  Wurzeln. 

Ist  f  nicht  gleich  Null,  aber  sowohl  als  ^  gleich  Null,  so  ist  die  Gleichung 
rein  kubisch.    Schreibt  man  sie  in  der  Form 

;r»  —  a»  =  0  , 

5, 

80  sieht  man,  daß  x  —  a  eine  Wurzel  ist,  wobei  a  -—  }a''  als  reelle  Zahl  be- 
trachtet werden  darf. 

Die  Gleichung  kann  also  auf  die  Form 

{X  —  a)  (x*     ax  -\-  a*)  =  a 

gebracht  werden«  und  hieraus  folgt,  dafi  ihr  nicht  nur  dadurch  genügt  werden 

kann,  daU  der  eine  Faktor  .v  a  ^  0  ,  also  Aj  =  a  gesetzt  wird,  sondern  auch 
darl-j-^rfi.  dat»  der  andre  I'aktor  .v-' +  « -v -:- a' =  0  wird.  Diese  quadratische 
Gleu nung  lielert  noch  die  beiden  Wurzeln 
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Eine  rem  kubische  Gleichung  hat  also  drei  Wurzeln,  von  denen  eine  reell  ist 
nnd  die  beiden  andern  konjugiert  komplex  sind. 
Schreibt  man  die  drei  Wuneln  in  der  Form 

-=  a  '  l  ,     JTj  =  a  ( —  i  +  i  ;|  3)  ,         =  a( —  i  —  ^  i)'3)  , 

so  sind  die  Faktoren  von  a  iiarli  2 1  N'r.  die  drei  Wortp  drr  Kubikwurzo) 
aus  1  und  a  der  aus  der  Arithmetik  bckuiuite  reelle  Wert  der  Kubikwurzel  aus 
dem  negativen  Absolntgtied  der  rein  knbiscben  Gleicfanng.  Daraus  folgt,  daß  die 
Kubikwurzel  aus  vincr  reellen  Zahl  dreideutig  ist  und  »rar  einen  reellen  nnd 
zwei  konjugiert  komplexe  Werte  hat  Da 

(-1 + i^yä)  (-i  -  i^i^  - 1  . 

ist,  80  folgt  allgemeiner,  daß,  wenn  ya  irgend  einen  der  drei  Werte  der  Kubik» 
Wurzel  aus  a  bezeichnet,  die  andern  beiden  Werte 

sind. 

2.  Ist  in  der  nllgemeinen  kubisch«'ii  GU'ichurit;  der  Koeffizient  i?  der  zweiten 
Potenz  der  Unbekannten  gleich  Null,  so  heißt  die  Gleichnnfj  reduziert;  ist 
keiner  der  Koeffizienten  gleich  Null,  so  ist  sie  eine  voUstäudige. 

SeHt  man  in  der  vollttftndigen  kubischen  Gleichung  x-=\y-\-af  so  er- 
hält man 

+  '  J 

Bestimmt  man  nun  q  so,  dali 

3  a  +  fl  =  0 

ist,  setzt  also 

«=— , 

so  erhält  man  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  a  eine  reduzierte  Gleichung 

für  die  neue  Unbekannte  y. 

Ist  in  der  vollständigen  Gleichung  ^s=Ot  also  die  kubische  Gleichung  von 
der  Form 

X»  ^  ax^ -\-c^ii  , 
so  kann  man  sie  reduzieren,  wenn  man  setzt: 

1 

*  —  - 

V 

Man  kann  also  eine  vollständige  kubische  Gleiehnnu  reduzieren  und  die 
Aulgabe  der  Auflösung  kubischer  Gleichungen  kann  an  einer  reduzierten  Gleichung 
gezeigt  werden. 

Die  aus  einer  vollständigen  kubischen  Gleichung  durch  das  vorstehende 
Verfahren  entwickelte,  oder  auch  unmittelbar  gegebene  reduzierte  Gleichung 
möge  durch 

datgestetlt  werden. 

Setzt  man  x^»-\-Vt  wo  u  und  v  zwei  neue  Unbekannte  bezeichnen,  so 
erhält  man 

//••»  -f  ?,  u  -  V  ■  3  // 1  -   '  r-«  !-        -j-     -f  ^      0  , 
ScHloKiutcas  Handbuch  der  Matbmatik,  2.  Aufl^  Bd.  L  8 
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»»  +  »»H-^ +  (3«ff +    =  0  . 

Bestimmt  man  nun  v  ao,  dafi 

2)  3i»»+/=«0 
wird,  80  geht  diese  Gleichung  über  in 

3)  u*  +  v^  +  g^O 
oder,  wenn  man  rion  aus  2)  resultierenden  Wert 

3  u 

einsetzt,  3 

Diese  Gleichung  iäi  in  Beziehung  aui  die  Unbekannte  vom  zweiten  Grade 
and  führt  dnich  Anflösong  zu 

Die  Gleichung  3)  liefert  dann  hierzu 


Man  hat  also  für  u  nod  tr  je  eine  rein  kubische  Gleichung  und  eriialt  durch 

Anflösen  dieser  Gleichung,  wie  in  Nr.  1  gezeigt,  für  jede  Unbekannte  drei  Werte, 
Setzen  wir  der  Kürze  halber  die  reellen  Werte  der  Kubikwurzeln 


und  beachten,  daß  das  doppelte  Vorzeichen  vor  der  Quadratwurzel  überflüssig 
ist,  da  die  Werte  von  und  f'*  einander  wechselweise  gleich  sein  würden,  so 
hat  man 

•»,  =  a(-i  +  |«y3)   ,  +  . 

Da  nun  x  =  u  v  und  man  jeden  der  drei  Werte  von  u  mit  jedem  der 
drei  Werte  von  v  verbinden  kann,  so  erhält  man  anscheinend  fflr  x  neun  Werte* 

Von  diesen  sind  jedoch  zufolge  der  Gleichung  2)  nur  diejenigen  gflltig,  deren 
Produkt  den  reellen  Wert  — hat.  Scheidet  mnn  alle  übrigen  aus,  so  behält 
man  drei  Wur/eln  für  die  reduzierte  kubische  Gleichung  übrig,  nämlich 

*  i     «1  +     •    -'s  =     4-  f  a  .    *»  =  «s  + 

oder 

=  — 4  (a  +  /^)+i/(«  — /?)|:{  , 

Von  diesen  drei  Wurzeln  wird  die  erste,  also  in  vollständiger  Schreibweise 
die  Formel 

die  CARDANische  Formel  genannt. 


Digitized  by  Google 
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8*  Der  Radikand  der  Quadratwurzel 

heiUt  die  Disknmiuante  der  kubischen  Gleichung,  weil  man  für  den  Charakter 
der  drei  Wurzeln  zu  unterscheiden  hat,  ob 

(*^)'  +  (ii»)»|o 

aiufällt. 

Ist  die  Diskriminante  positiv,  so  ist  die  Quadratwurzel  reell  und  folglich  muU 
auch  reell  werden,  während  und  konjugiert  komplexe  Werte  erhalten. 
In  diesem  Fall  hat  also  die  knbische  Gleichung  eine  reelle  und  zwei  konjugiert 
komplexe  Wurzeln. 

In  dem  besonderen  Fall,  daß  die  Diskriminante  gleich  Null  ist,  wird  a  =  ß, 
folglich  jCj  «=  2  a,  =  x^  =  — n'  die  kubisrhe  Gleichung  hat  also  drei  reelle 
Wurzeln,  von  denen  zwei  einander  gleich  sind.  Die  gleichen  Wurzeln  haben  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  der  dritten  nnd  ihr  absoluter  Wert  ist  die  Hälfte 
desjenigen  der  dritten.  Insbesondere  ist  also  das  Verschwinden  der  Diskriminante 
ein  Keiinzeiclieii  dafür,  daß  die  kubische  Gleichung  zwei  reelle  gleiche  Wurzeln  hat. 

lüi  Uaueiieii  die  Diskriminante  negativ,  so  erscheinen  alle  drei  Wurzeln  unter 
komplexer  Form.  Dieser  i  all  tritt  ein,  wenn  /  negativ  und  der  absolute  Wert 
von  {^/f  gröAer  als  ist   Man  darf  jedoch  hieraus  nicht  schließen,  dafi 

die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  komplex  seten«  denn  da  die  komplexe 
Zahl  vj}U-T  jedem  der  beid<'ii  Kiibikwtirxelzcichen  vorkommt»  SO  ist  eS  denkbar, 
daU  die  imaginären  Teile  sich  gegenseitig  aufheben. 

.  In  der  Tat  läßt  sich  zeigen,  daß  in  dem  vorliegenden  Fall  sämtliche  drei 
Wurzeln  der  Gleichung  reell  und  verschieden  sind;  da  dies  jedoch,  sowie  die 
Bestimmung  der  drei  reellen  Wnizelwerte  mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  der 
elemt^ntaren  Arithmetik  nicht  ausführbar  ist,  so  hat  man  diesen  Fall  den  irre- 
ducibeln  (casus  irreducibilisj  genannt. 

Der  Beweis  der  vorstehenden  Behauptung  und  die  AuOösung  der  kubischen 
Gleichungen  fflr  den  irreducibeln  Fall  gelingen  mit  Hilfe  der  Trigonometrie.  Da 
dieser  Fall  nur  bei  negativen  Werten  von  /  eintreten  kann,  SO  SOU  die  auleolösende 
reduzierte  Gleichung  in  der  Form 

«•  /JF±^— 0 

geschrieben  werden,  wobei  ß  und  f  im  absoluten  Sinne  genommen  sind.  Setzt  man 

wo  r  ood     unbekannt  sind,  so  geht  die  Gleichung  nach  Division  mit  r*  über  in 

sin'^  —     sinyj  ±  ^     0  . 

Vergleicht  man  hiermit  die  )!t>niometrische  Formel 

hiu3  y  ==  3  sin9?  —  4  %\Sk^fp  , 

oder 

sin'f)  —  |-8in^-|- ^sinS^  ^  0  , 

so  sieht  man,  daß  beide  Gleichungen  identisch  werden,  wenn  man  r  und  tp  so 
bestimmt,  daß 

r*     4  4 

wird.    Hieraus  folgt 


8* 
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wobei  das  Wnizelxeichen  im  abtoloten  Sinne  genommen  wiid,  nnd 

Da  nun  in  dem  irreducibeln  Fall  ■^f^>  Ap^^ZTf*  ist,  so  gibt 

es  stets  eint-ii  Winkel  39,  dessen  Sinus  den  vorstehenden  Wert  besitzt.  Durch 
den  \\  iiikcl  A  9  erhalt  mau  auch  den  Winkel  und  da  r  ebenfalls  bestimmt 
ist,  auch  X  —  r  sin  <p. 

Hierbei  ist  jedoch  au  beachten«  daß  an  jedem  Sinns  unendlich  viele  Winkel 
gehören.    £s  sei  aunächat  die  Gleichung 

vorauageietst,  so  liefert  die  Gleichung 

zunächst  für  3  <p  einen  spitzen  Winkel  &  und  außerdem  die  Winkel 

und  demnach  erhält  man  Iflr  jc  =  r  sin  ^  anscheinend  anendlich  viele  Werte,  nimlich 

rsinl^t?,    r8in(60»— J^^)  ,    r  sin (120»  +  , 
r  ^nv{im^  —         ,    r8in(240*^  4-  ^1^)  ,     u.  s.  w. 
Mit  HiUe  der  Formeln 

stn(ldO»  — o)  — sina;    6in(180<>  +  a)^  —  sina 
findet  man  aber«  dafi 

sin(120«  +  i^)»sin(60«  — ^«),    sin(160«  —  i^)  -  sin|«  ,   n.  s.  w., 
und  dafi  somit  die  obigen  Werte  von  x  sich  auf  nur  drei  verschiedene,  n&mlich 
rsinjd,    r8in(60»  — i^*),    rsin(240'  |  .\  i>)     — r8in(600  +  ^ 

reduzieren. 

Ffir  die  Gleichung 

— /jp  ^  y  =  0 

ergibt  sich  dasselbe,  nur  ist 

8in39  =  — , 

mithin  kann  man  3  (p  und  <p  als  ne^'ative  Winkel  ansehen,  and  die  drei  Wurzeln 
sind  den  vorigen  drei  dem  absoluten  Werte  nach  gleich,  aber  von  entgegengesetjcten 

Vonteichen. 

Man  l»ai  also  lur  deu  irreducibcln  Fall  folgende  AuUüsung  der  Gleichung 
man  setze 

so  ist 

*i     ±r  sin ^  ,  »I  =  ±r sin  (60*  —  9?)  ,  jr,  —  ^Irstn  (60*  +  (p)  . 

Die  kubische  Gleichung  hat  also  im  irreducibcln  Falle  drei  reelle  verscliiedene 
Wurzeln  und  zwar  haben  immer  zwei  davon  das  Vorzeichen  des  .^bsolotglieds. 
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Beispiele.    1.  x* — 19« +  30  =  0 


Ii 


1 20  ,  ., 

,    ain  H  ■  ,  8  9^  =  7ü"  14  1)  , 


V  -  23''  24'4r/'  , 

00«  +  <r  -  >^3"24'4r»"  : 
jt,      rsin^  ==  2  ,   .v..      rsiu(GO*  —  ijo)  =^  'i  ,    .\  ,      — rsin  (UO«  -f  q  )  —  -5 

Die  Rechnung  mit  ö-stelligcn  Logarithmen  gibt  diese  rationalen  Werte  nicht 
vollkommen  genau,  man  erhält 

log  A-,  --  0,80  102  ,   loo  .V,  =    0,4  7  7 1 ;?  .  lo^  ( — =  o.fjO  H98  . 

Durch  EiDsetzuug  der  abgerundeten  Werte  überzeugt  man  sich  aber,  daÜ  sie  die 
genanen  Waneln  der  Gieidittiig  sind. 

2.  Es  ist  eine  Halbkugel  durch  einen  der  Grandlläche  parallelen  Schnitt  zu 

halbieren.  Es  sei  der  Radius  der  Halbkugel  1  und  der  parallele  Schnitt  hab« 
den  Abstand  x  von  der  Grundfläche.  Dieser  ist  zu  finden  aus  der  kubischen 
Gleichung:  _      „     .  ^ 

Hier  liegt  der  casus  irreducibilis  vor,  weil  der  Koeffizient  von  x  negativ  und 

ist.  Da  das  Absolutglied  positiv  ist,  so  ist  eine  Wurzel  negativ,  also  für  die  Auf» 
gäbe  nicht  branchbar.    Nun  ist 

Hieraus  findet  sich,  da  rsin(60<' —  9  )  >  1  wird,  nur  die  eine  brauchbare  Wunel 

-v   -  rsin  9:;'  =  (),H478 
4«  Eine  kubische  Gleichung,  die  die  Wurzeln      ,  Aj,  X]^  hat,  muU  sein: 

(.V  —  X^)  {X  —  JTj)  (df  —  *^  =  0  , 

Die  Entwicklung  der  linken  Seite  ergibt 

—  (-»l  +  •«»  +  4-  (*i  *t  +  *i *s  +  *t*s)*  —  *1  *2 ■=  • 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Normalform 

jr*  +  «jr*  +      +    «  O  , 
so  ergeben  sich  die  Beziehungen  der  Wurzeln  zu  den  Koeffizienten: 

*t  +  *s  ~r     =  — «  I 
+  *i  -«^8  H-  *f     =  *  ■  » 

*1      *S  ~   ^  • 

Die  Lösung  einer  kubischen  Gleichung  ist  also  identisch  mit  der  Lösung 

der  Aufgabe  drei  Unbekannte  zu  hi  >iimiiii  n,  von  denen  (V\r  Sunime,  die  Summ«' 
der  Prn('i;kfi'  von  je  zweien  und  das  l'rodukt  gegeben  sind.  Kiii  Svstpm  von  (Irci 
Gleichungen,  aus  denen  diese  drei  .Vufidrücke  der  Unbekannten  bestimmt  werden 
können,  ist  ein  kubisches  Svstem. 

Ist  z.  B.  von  einem  rechtwinkligen  Parallelepiped  gegeben:  die  Summe  /  der 
drei  anstoüenden  Kanten,  die  Diagonalachse  d  und  das  Volumen  F,  so  ergibt  sich 
fär  die  anstottenden  Kanten  «,  v,  w  das  System 

+     +  » 
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Alts  den  beiden  ersten  Gleicbangen  erh&lt  man 

+  uw  +  r«»  =  4  (j*  —  fi-)  . 

folglich  sind  u,  J',  tv  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

—  sx"'-}-  \  fj-'  —  //2)x  +  F=  0  . 

Ist  eioe  kubische  Gleichaog  reduziert  und  hat  sie  die  Wurzeln  X|,  x^t  x^t 
so  rauÜ 

*t  —  0 

sein,  d.  h.  eine  Wiir/.t  l  ist  plcich  der  nepativen  Summe  der  beiden  andern»  Kann 

riin  GIcirhuiiL;  durch  die  CaRI»an  ischc  Formel  gelöst  wi^rcicn,  so  sieht  man  die 
Kichtigkeil  der  Beziehung  (Nr.  2)  ohne  weiteres;  muÜ  die  trigonometrische  Lösung 
angewendet  werden,  so  ist 

sin  (p  4-  sin  (UO®  —  (p)  —  sin  (GO^  -J-  ^)  =  sin  9?  —  2  cos  CO'*  sin  y  =  U  . 


§  35.   Biqnadratische  Gleichnngen. 

1,  Jede  geordnete  Gl«  i(  lumg  vierteu  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  die 
Fomi 

Ax*  +  Bx-^  +  Cjc*  -f  Z).v  +  £  —  0 

und  kann  durch  Division  mit  A  auf  die  Noimalform 

+       + ^jf»  +      +  rf— 0 

gebracht  werden.  Ist  ^«-0,  so  hat  man«  entsprechend  wie  bei  den  Gleichungen 
zweiten  und  dritten  GradeSt  nroftchst  die  Wurzel  a  und  außerdem  ist  die 
kubische  Gleichung 

au(/ul6sen.  Sind  <T,  h  und  c  gleichzeitig  gleich  Null,  so  hat  man  die  rein 
bi quadratische  Gleichung 

Je  nachdem  ä  negativ  oder  positiv  ist,  läßt  sich  diese  Gleichung  schreiben: 

Nun  läßt  sich  jedenfalls  durch  zweimaliges  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus 
dem  absoluten  Werte  von  4  ein  Wert  von  o  bestimmen.    Hiernach  sind  in 

x~a-}'±l 

vier  Wnrzelwerte  ffir  jir  enthalteni  wenn  man  für  /+  1  die  in  §  21  Nr.  1  und  2 
berechneten  Werte  setzt. 

Ist  (T  ^  0,  sn  ist  (!ie  Gleichung  reduziert.  Eine  vollständige  biquadrrUische 
(ileichung  läUt  sich  mittels  der  Substitution  x  ^  v  -f-  «  und.  geeiguete  Bestimmung 
von  o  durch  eine  reduzierte  ersetzen.   Es  ergibt  sich  hierbei  a»^ — 

Wir  dQrfen  daher  im  folgenden  voraussetzen,  daß  die  aufzulösende  Gleichung 
reduziert  und  ffir  sie  die  Form 

1)  X* +/Jt«  +  ^jpH- r  =  0 

annehmen. 

Setzt  man 

2)  X  —  u     V  -r  w  t 

so  wird 

X*  =     +        ttf*  -\-  2  {uv     uw  -\-  PVf)  f 
\x*  —      +  V*  +  «'*)]*  =  4  (»«  r«  +         +  V*  tt'-)  +  8  « r  u'  +  , 
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woraus  man  durch  weitere  Entwicklung 

X*  —  2  (»«  +     4-         —  8  •  w  jp  +  ((««  +  r*  -f  «'2)8 

—  4  («»  V*  +         +  f>  w«)J  =  0 
eihält.    Diese  Gleichung  wird  mit  1)  identisch,  wenn  man 

4(i»»  +  r«  +  w»)  — — 2/  , 

setzt.  Man  hat  also  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Werte  von  «,  v,  zu  bf- 
stimmeDt  um  mittels  2)  x  finden  zu  können.   Setast  man  znr  Abkftttung 

Au*  —     ,  4 =  5j  ,  4     »=5  , 

so  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  über  m 

«1  +  s,>  -f  Sj  =  —2/  , 

«l«S«»=+^*  » 

und  aus  dem  in  §  24  Nr.  4  angegebenen  Satie  folgt»  dafi  Sg,  m^,  die  Wnrseln 
der  kabischen  Gleichung 

sind.    Damit  ist  die  Auflösung  der  biqnadratischen  Gleichung  auf  die  Auflösung 

einer  kubischen  GliMchnnp  zurückiifführt.  Man  nfnnt  dahor  die  Glfichim^  3)  die 
Resolvente  der  biqnadratischen  GhMrhuni,'.  Hat  man  durch  Auflösung  dieser 
Resolvenie  die  Wurzeln  Sj,  z^,      gelunden,  so  ergibt  sich 

Da  man  jeden  der  beiden  Werte  von  u  mit  jedem  der  Werte  von  v  und 
von  7C'  kombinieren  kann,  so  erhalt  man  ans  2)  anscheinend  acht  vprschipdene 
Werte  von  x.  Zufolge  der  Bedingung  Suvw  —  — ^  verringert  sich  jedoch  diese 
Zahl  auf  vier»  wie  folgende  Untersuchung  aeigt: 

Die  drei  W^urzeln  Sj,  s,,  der  Gleichung  H)  sind  entweder  s&Qtlich  reell, 
oder  eine  ist  reell  und  die  beiden  andern  sind  konjugiert  komplex.  Die  letsteren 
haben  dann  die  Formen 

«8  =  f  +  »;  /• .    Ss  ^  i  —  1/ » 

und  ihr  Produkt  z^     =  P     tj^  ist  stets  positiv.    Da  nun  «  immer 

positiv  sein  mufi,  so  folgt,  dafS  nnter  allen  Umständen  eine  der  Wnraeln  der 
Gleichung  3)  reell  und  positiv  ist  Als  diese  Wursel  möge  die  mit  s,  beaeich* 
nete  anr'enommen  werden. 

Sind  nun  alle  drei  Wurzeln  reell,  <50  sind  z,,  und  entweder  beide  positiv, 
oder  beide  negativ.  Die  Betrachtung  der  hiernach  möglichen  i-älle  ergibt  nun 
folgendes: 

a)  Sind      and  ^  positiv,  so  folgt  aus  Buvw  ^  —</,  daß  für  positives  y 

unter  den  Größen  u,  7i'  nnt\vrdpr  zwei  positiv  und  eine  netr^tix,  oder  daß 
alle  drei  negativ  sein  müssen,  und  daß  daher  nur  die  vier  Kombinationen 


4) 


>  0  ,  Sa  >  0 
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Statthaft  sind.  Ist  dagegen  q  negativ,  so  hat  das  Produkt  uvw  entweder  einen 
positiven  und  swei  negative  oder  drei  positive  Faktoren,  nnd  man  erhält: 

«t=-i(+v^- -  V-3) 

b)  Sind  1^  und      negativ,  so  kann  man 

»  =  ± i  iyCi  *    «'  ="  ±i^' [Ca 

setzen,  und  es  wird  dann 

Es  erhält  also  dieses  Produkt  das  entgegi Hersetzte  Vorzeichen,  wie  vorhin, 
und  man  hat  daher  für  positives  y  die  Formein  5),  für  negatives  die  Formeln  4) 

zu  nehmen;  es  gelten  also  4)  auch  für 

2j  <  '»  ,    s,  <  (»  ,    ^  <  •)  ,    und  ä)  für      <  Ü  ,    s,  <  0  ,    g>  Q  • 

c)  Sind  endlich  ^  und      konjugiert  komplex,  so  hat  man 

und  hiemach  hat  das  Produkt  8»ricf  dasselbe  Voneicheut  als  wenn  ^  nnd  ^ 

positiv  ret  ll  wären;*  es  gelten  also  in  diesem  Falle  dieselben  Formeln  wie  unter  a). 

2.  Aus  cltT  vorstehenden  Untersuchung  geht  noch  herAOr,  daß  alle  vier 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  reell  sind,  wenn  ,die  Wurzeln  der  kubischeu 
Resolvente  sämtlich  reell  sind.  Sind  dagegen  und  Sj  negativ,  also  im  obigen 
Falle  b),  so  erfaAIt  man,  wenn  —  ist,  zwei  einander  gleiche  reelle  und  swei 
konjugiert  kompli  xf  Wurzeln,  andernfalls  sind  die  vier  Wurzeln  paarweis  kon- 
jntiiert  komplex.  Sind  endlich  S|  und  x^t  wie  im  Falle  c),  konjugiert  komplex, 
so  kann  man,  da 

-•:  dty-  =  tf«  —         2a  fit 

ist,  wenn  man  — ^2  =  ^,  2o^  — setzt  und  diese  Gleichungen  aul  a  und  ^ 
auflöst, 


2 


scf/i'ii.  miil  (iii'  AiuviMifhin«»  dieser  Umformung  auf  die  h<*frt^fff*nd(>n  Anllösungs- 
lorraelu  ergibt  in  diesem  f  alle  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  komplexe  Wurzeln. 
Es  sei  beispielsweise  die  Gleichung 

X*  —  7-r*  —  12.t  -f  18  =  t> 

aufzulösen,  so  ist  ^      — 7,  </ =  — 12,  r  -—  -{'\>^,   also  die  Resolvente: 

,3  —  14  5»  _  28«  —  144  -  0  , 

deren  Auflösung  ergibt 

s,  =  16  ,  s,     —  1  -f  1^  8  ,  «8  —  — 1  ^  «  ^8  . 
Da  hier  ^  =  — t,  17 '»yS  ist,  so  e^eben  die  vorstehenden  Formeln 

nnd  da  ^  negativ  ist,  so  sind  weit«-riiiii  tiic  i  orincln  5)  anzuwenden,  und  man 
erhält 


Google 
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*i  =  i  {+  4  +  1  +  ^2  +  1  -  ii2)  «  +3 

=  i  (-  *  +  1+      -  1  +  i}f2  )  -  -2  +  i 
jc,  =  I  (-  4  -  1  -  /y2  +  1  -       )  =  -2  - 

3.  Die  im  vorstchend«?n  entwickelte  Methode  der  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  heißt  die  EiJLERsche  oder  CAKTESiussche.  Man  hat  noch  ver- 
schiedene andre  Methoden,  unter  denen  die  von  Amp£re  beaonders  bemerkens^ 
wert  ist.  Man  kann  ihre  Schlußformeln  aus  den  obigen  Elxer sehen  ableiten, 
indem  man  s.,  und  z.^  durch  ausdrückt,  wobei  s,  wieder  di*-  positiv«*  Wurzel 
der  Resolvente  bezeichnen  soll.  Löst  man  nämlich  die  im  vorhergehenden  ab- 
geleiteten Gleidrangen 

wobei  im  absoluten   Sinn  und  demnach  links  das  Zeichen  -f  oder  —  ge- 

wählt werden  suU,  je  nachdem  ^  positiv  uder  negativ  ist,  aul  js^  und  auf, 
so  erhält  man  bei  positivem  ^ 

^7 


r  1*1 


dagegen  bei  negativem  ^ 

-  I 

+  V««  =  r  —  2/  —    —  ^- 


Setzt  man  das  erste  diesi?r  l'aare  von  Werten  in  die  Formelgnippe  4),  das 
•/weitf  in  .'»)  ein,  so  werden  beide  Gruppen  identisch.  Man  «gewinnt  also  den 
\'orteil,  daU  die  Unterscheidung  positiver  und  negativer  ^  nicht  mehr  nöti^  ist 
nnd  daß  man  nur  die  eine  positive  Wurzel  der  Resolvente  tu  berechnen  braucht. 
Man  bat  so  für  alle  Fälle»  wenn  man  cur  Abküisung 


setzt,  die  Formeln: 


X. 


::l-ihF^*-K'-i)l 


hur  das  obig«-  Beispiel  hat  man  hiernach,  <ia  v  =  -t  war, 

;:|-  IM--,-:,' 


X, 


Digitized  by  Google 


122  AriUunedk  und  Algdwi.  §  26 

4.  Eine  Gleichung,  die  die  vier  Wurzeln  «j,  x^,  Aj  ,  hat,  ist  die 
biquadratische 

(*  —  Jfj)  (*  ^  (*  —      (*  —  *4)  ^  0  . 

Enhrickelt  man  die  linke  Seite  und  vergleicht  sie  mit  der  Normalform 

so  ergeben  sich  die  Beziehungen  der  Wurzeln  zn  dt-n  Koeffizienten: 

.V,  f  -^"f  +  .V.,  -f  A4  =  — , 

+  +  -"«^1        +  -^i  -^"t    i    -^2  -^"4  +  -^3        =  » 

A'i  JC|  a:^  4"     A"j  A^  4"  -^'i  ''''a  -^i  "T  -^s  -^a  -^i  —     ^  » 

i^<^      JC^       43^  • 

§  26<    Gleichungen  höheren  Grades. 
1«  Der  Ausdruck 

1)  /<«)         +  +      +  <?,-iJf  +  «k  . 

worin  n  eine  natürliche  Zahl,  <2j,  . . .  <7„  beliebige,  im  allgemeinen  komplexe, 
Zahlen  sind,  heiüt  eine  panze  Funktion  «-ten  Grades  der  Variabein  *. 
Setzt  man  lür  x  eine  beliebige  Zalil  a,  so  dalS 

/(a)  =  a"  +  «lO*"*  +  öj  o"-*  +  + 

wird,  80  ist 

—  /(a)  =  (a*  —  «-)  +     (a*-*  —  a"-')  +  . . .  +  «„_i(.v  —  a) 
durch  A  —  a  ohne  Rest  leiloar  und 

/(A)  —/ja) 
X*—  a 

ist  eine  ganze  funkiion  n  —  1-ten  Grades  von  x. 

Es  ist  von  Gauss  bewiesen  worden,  daß  ein  Wert  der  Variabein  x  existieren 
ma0,  fär  den  /(x)  =  0  wird.  Es  ,;ibt  daher  eine  Wurzel  der  algebraischen 
Gleichung  it-ten  Grades  mit  der  Unbekanoten  x: 

Ist  diese  Wursel  Xi,  so  ist  /(<«|)  =  0  eine  Identität  und 

ist  eine  ganze  Funktion  n —  1-ten  Grades  der  Variabein  x.  Dann  matt  es  einen 

»reiten  Wert  von  x  geben,  für  den  (p{x)  verschwindet  oder  x^  ist  eine 
Wuxxel  der  Gleichung  n  —  l-ten  Grades  f>  {x)  =  0.   Da  nun 

/{x)r^{X^X,)ip{x) 

gesetzt  werden  kann,  so  mu0  auch  /(a)  verschwinden  iür  x  =  x^  oder  4%  ist  eine 

ÄWeifr>  Wur/fl  drr  ( llciclnini!'  fix)=^--(K 

Durch  weitere  Verlolgung  dieses  Gedankenganges  erhält  man  den  Fundamental- 
aatz  der  Algebra: 

Eine  algebraische  Gleichung  »-ten  Grades  mit  einer  Unbekannten 

hat  //  Wurzeln. 

Sind  diese  Wtir7«'In  Aj,  x^...x„,  sn  fnl^t,  ciaD  sich  fino  <!anze  Funktion 
//-ten  Grades  der  Variabein  x  in  ein  Produkt  von  //  linearen  Faktoren  zerlegen 
lassen  muß,  daß  also  die  Identität  besteht: 

2)  =  (-1           -Xi){X          Aj  )  (A  —  a  J  .  .  .  (A  —  A«  )  . 
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Führt  man  das  Produkt  aus,  iiidt  m  man  Tiacli  faHend«'Ti  Potenzen  von  .v 
ordnet  und  vergleicht  die  Koeitizienien  gleich  hoher  Potenzen  mit  der  gegebenen 
Fonn  1)  von  /(.v),  80  erhätt  man  Besiehungen  der  Wanetn  einer  algebraischen 
Gleichung  zu  ihren  Koeffizienten.  Bezeichnet  man  die  Summe  aller  Wurzehi 
mit  die  Summr*   der  Produkte   von  je   zwei,  drei   n.  8.  f.  durch  [jCi^r^J* 

[xiXgX^]  . .     so  kann  man  diese  Beziehungen  ausdrücken: 

oder  allgemein: 

X^  An  .  .  .  Xk]  ^  ( — 1)*«*  t    >f  —  1»  2,  3, . . .  «  . 

Insbesondere  ist  das  Produkt  aller  Wurzeln  gleich  dem  AbsolutgUed  mit 
demselben  oder  entgegengesetzten  Zeichen,  je  nachdem  die  Gleichung  von  ge- 
radem oder  ungeradem  C^ade  ist. 

Von  diesen  Beziehungen  sind  die  für  dir  Wurzeln  der  Ciiriclnin^en  zweiten 
(§  20  Nr.  3),  dritten  (§  24  Nr.  4j,  vierten  Grades  ^§  25  Nr.  4)  angegebenen,  be- 
sondere FlUle. 

Sind  die  Koeffizienten  a  der  a^iebraischen  Gleichung  sämtlich  reell,  so  müssen 
die  komplexen  Wurzeln  inarweis  konjugiert  vorkommen.    Ist  z*  B.  eine  Wurzel 

80  muH  eine  «wette  Wurzel 

existieren,  damit  das  Produkt 

{x  —  jf,)  (x  —  Jfj)  -»  (a-  — /  —  y  /)  (.V  —  /  +  '/ /)  -  (  v  — /)'  -f- 

in  reeller  Form  erscheint.  Daraus  folgt,  daß  eine  Gleichung  ungeraden  Grades 
mindestens  eine  reelle  Wurzel  hat  und  daß  eine  Gleichung  geraden  Grades,  die 
eine  reelle  Wurzel  besitzt,  jedenfalls  eine  zweite  reelle  Wurzel  hal^n  muß. 

2*  Ein  allgemeines  Verfahren  zur  Auflösung  einer  Gleichung  «-ten  Grades 
kann  zunächst  nur  in  drm  Fall  pciLjcben  werden,  daU  sämtliche  Koeffizienten  mit 
Ausnahme  des  Absolutgliedes  verschwinden.  Da  dieses  komplex  sein  kann,  so 
hat  man  dann  die  Gleichung 

4P"  — (tf  +  *0— 0  , 

eine  binomische  Gleichung  (reine  Gleichung  iMen  Grades). 

Setzt  man  a«rcos^,  ^»rsin^,  so  kann  man  die  komplexe  Zahl 

+     —  r (cos ip  -f  I sin ^) 

setzen,  wobei  r  =  )^a*  d.  i.  der  absolute  Wert  der  Quadratwurzel  ans  der 

Norm  von  a-^bi,  der  Modulus  dieser  komplexen  Zahl  heißL  Der  Winkel  qf, 
das  Argument  ist  unzweideutig  bestimmt  aus 

a       .  />  b 

cos  w  —     ,    sm  a?  =  -  ,    tan  qj  =  , 
^      r  ^     r  ^  a 

wenn  man  a  und  b  mit  ihrem  Vorzeichen  und  r  absolut  nimmt. 
Die  konjugierte  Zahl  ist  dann 

a     ^1  a  r(co899  —  fsin^i)  . 

Nun  ist 

(cos  9p  +  /  sin  ip)  (cos  \^  -j"       W)  ~       l?'  +  V)  ~t"  '  ^''^         *f)  * 
mithin  lür  qi  =  yt 

(cos  9?  -|-  /sin q))*     cos  2  f>  -|- 1  sin  2  f>  . 

Durch  wiederholte  Anwendini$r  dieser  Formel  ergibt  sich,  wenn  n  eine  natürliche 

Zahl  bedeutet:  .  ■  x 

(cos  <f     i  sin  q})"  —  cos  uq)  -f-  tsmuq)  , 
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die  den  Satz  von  MolVRE  ausdrückt    Umgekehrt  ergibt  sich: 

»>  

^cos«9» xsin  «9»     coa^  4*  * 
oder  wenn  man  tp  für  n^>t  also  ip'.n  für  tp  setzt: 

ycoB  9?  +  I  Sin  9»  —  cos  —  +  '^'n  —  • 

II  ff 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn  man  q?  um  ein  Viel- 
faches von  360*  oder  in  BogenmaA  von  23t  vermehrt.  Es  ist  alsoi  wenn  k  eine 
natärliche  Zahl  bedeutet 

(w       ^  ^    \  (u  ^ 

—  -\-  2  —  :i  \     t  sin  2  Ji 

M  Ä    /  \l$  H 

Legt  man  der  Zahl  k  die  Werte  0tl»2.>.ff<~l  bei,  so  erhält  man  h 

verschiedene  kompl*  .\t>  Zahlen;  für  irgend  welche  andr«-  W>  rtr  von  k  kommt  man 
immer  auf  diese  u  Zahlen  ^uni«  k.    Daher  sind  die  Wurzeln  der  binomischen 

M  

Gleichung  oder  die  Werte  von  ^a-{'  bi  die  n  komplexen  Zahlen: 

\a  +  ^  /  =  ir  [^coa      +  ^  ^      +  /sin  i^'-  +  2  ^  . 

ii^O,  1,  2  ...» —  1  , 

wobei  \r  der  absolute  Wert  der  arithmetischen  «-ten  Wurzel  aus  der  reellen 
positiven  Zahl  r  ist  Die  Ji-te  Wurzel  aus  einer  Zahl  hat  also  n  verschiedene 
Werte.    Insbesondere  ist: 

n  H  -  -  -  k 

\  1       I  COS  U     /  sin  U  —  cos  2    Ä  +  isin2-7r,    <ft«-0,  1,  2...«  —  l  : 
'       '  H  n 

m  n   2  k  -\-  \  2  k  -\-  \ 

V —  1  =  lcos;t  4-  '»in  ^  ==  ^os  n-{-  «sin  ife  —  0,  1,  2...«— 1. 

'  H  n 

»I —  «  

Berechnet  man  hiernach  \\  und  | —  1  für  // =  3,  4,  5,  so  kommt  man  aui 
die  in  §  21  gefundenen  Werte  zurück. 

Man  kann  den  vorstehenden  Satx  auch  anwendea«  um  die  Lösung  einer 
kubischen  Gleichung  für  den  irr<>ducibehi  Fall  (§  24  Nr.  3)  aus  der  Caroan  tschen 
Formel      24  Nr.  3)  herzuleiten.  Da 

reell  sein  muU,  so  si<'ht  man,  daÜ  die  kubische  Gleichung  in  dem  irreducibeln 
Fall  drei  reelle  Wurzeln  hau 

3,  Es  ist  von  Abel  bewiesen  worden»  daß  es  anmöglich  ist«  die  Lösung 
einer  aUgemeineh  Gleichung  von  höheren  als  dem  vierten  Grade  auf  die  Lösung 
\()n  Gleichungen  niederer  (irade  (Resolventen)  und  binomischer  nificliungen 
/lurückzuiühren.  Die  eigentliche  algebraische  Auflösung  ist  überhaupt  nur  bei 
linearen  oder  quadratischen  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  möglich.  Bei 
Anwendung  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  Unbekannten  hat  man  es  nur 
mit  numrrischt'n  Glfichuniien,  in  denen  die  reellen  Koeffizienten  gemeine  Zahh-ii 
sind,  zu  tun.  I)ie  Auflösiinj;  solcher  (ileichungen  ist  bis  zu  jeder  v»Tl;«ni;ieTi  Civ- 
nauigkeii  möglich,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  hnndeli. 
Das  Verfahren,  das  zur  Feststellung  der  reellen  Wurzeln  bis  zu  einem  gewissen 
(^«rade  der  Genauigkeit  führt,  w«-ndet  man  zweckmäUi^'  schon  bei  kubischen  und 
bi<|iia(lratischeii  num«"rischen  (Jl*  i«  linriijen  an,  ;iid  die  cronK'irlst  Im  ndrr 
kalische  Aufgaben  führen.    Die  in  i;^  24,  2'>  angegebenen  allgemeinen  Methoden 


Digrtized  by  Google 


§  26  Gltichnngen  bbheren  Gndet.  125 

der  Löüimg  sind,  wenn  es  sich  nicht  um  zarecht  gemachte  Cbungsbeispiele  handelt, 
bei  nicht  gans  bequemen  Weiten  der  Koeffizienten,  mOhsam  und  veitläufig. 
Sind  die  Koeffisienten  der  numeriichen  Gleichang 

/(*)-«- +  <fi«— »  +   f.«--i*4'«.-o 

ganse  Zahlen  und  hat  die  Gleichung;  eine  reelle  und  rationale  Wurzel,  so  kann 
diese  nur  eine  ganze  Zahl  sein.  Denn  nimmt  man  an,  die  rationale  Wurzel 
sei  X  =  p  if,  wobei  p  und  g  ganze  Zahlen  und  relativ  prim  zueinander  sind, 

so  müüte 

•/(^)  =  7"  +  "a/"-'  +  atr~*e  +  . . .  +  «—i/^-  "  +  «i./-'  -  ü 

eme  Identität  sein,  was  nicht  möglich  ist,  da  ^    ^  keine  ganze  Zahl  ist. 

Nun  ist  nach  Nr.  1  der  absolute  Wert  des  Produkts  aller  Wurzeln  der 
Gleichung  gleich  dem  absoluten  Wert  des  Absolutglicds.  Hat  also  eine  Gleichung 
mit  panzzahüt:** n  Koeffizienten  eine  rationale  Wurzel,  sn  kann  diese  nur  ein  Teiler 
des  Absolutglieds  sem.  Hiernach  ist  eine  ganzzahiige  Wurzel  einer  solchen 
Gleichung  durch  Probieren  zu  bestimmen.  Ist  sie  gefunden,  so  erhält  man 
durch  Abtrennung  der  Wurzel  eine  Gleidiung»  deren  Grad  um  1  niedriger  ist 
und  von  der  wieder,  wenn  m&glich»  eine  ganzzahlige  Wurzel  zu  bestinmien  isL 

Beispiele: 

1«  Die  Gleichung 

—  47  *  +  30  =  0 

könnte  als  rationale  Wurzeln  die  Teiler  von  30:  1,  2,  3,  .'>,  G,  10,  15  haben. 
Da  das  nejiative  Glied  — 47.v  liberwie^f,  sieht  man  sofort.  daU  1,  2,  H  nicht 
genügen  können.  Die  weitere  Probe  gibt  die  Wurzel  jCj  =  0.  Die  Abtrennung 
dieser  Wurzel  fährt  auf  die  quadratische  Gleichung 

■a:'-j-7jr  —  5  =  0  . 

2.  Die  Gleichung 

jr*  +  12  *■  +  55*»  +  124  .v  ■\-  1 20  =  0 

kann  keine  positive  ganzzahligc  Wurzel  haben;  eine  ganzzahlige  Wurzci  mußte  ein 
negativer  Teiler  von  120  sein.    Schreibt  man  die  Gleichung 

+  55  j:«  +  120  = —12  AT»  —  124  a:  , 

so  werden  beide  Seiten  für  eine  negative  Wurzel  positiv.    Man  sieht  nun,  dali 
von  den  vielen  Teilern  der  Zahl  12Ü  einer  mit  größerem  Wert  nicht  genügen 
kann.    Beginnt  man  die  Probe  mit  —  1,  — 2  . . . ,  so  findet  man  die  Wuizel 
—3*  Durch  Abtrennung  dieser  Wurzel  ergibt  tnch  die  kubische  Gleichung 

+ 9*»H-28*  +  40  — 0  , 

die  ebenso  bebandelt  die  Wurzel      »  — 5  liefert. 

Sind  die  rationalen  Koeffizienten  einer  numerischen  Gleichung  nicht  sämtlich 
ganzr  Zahlen,  so  kann  man  diin-h  F.inführuni;  einer  neuen  Unbekannten  für  diese 
eine  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeltizienten  erhalten  und  diese  nach  dem 
vorigen  behandeln.    Z.  B.  die  Gleichung 

3G  -v3  —  48  .V-  -i  1  ft  .V  —  2  =  0  ,  A»  —  i    -f  1  g  A  —  0 

läßt  sich  durch  die  Substitution 
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in  die  Gleichuog  für  ^  mit  e^n^zahligen  Koeffizienten 

yi  —  8_>'«  4-  19  V  —  12  =:  0 

venvandeln.  die  die  Wurzel     «  3  hat;  iolgUch  ist  eine  Wurzel  der  ge- 

gebenen Gleichung. 

Hieraach  kann  man  annehmen,  daß  von  einer  nomerischen  Gleichung  die 
etwa  vorhandenen  ganzzahligen  Wnixeln  abgetrennt  sind.   Hat  dann  die  Gleichung 

noch  andrr  rccllt'  Wurzfln,  so  müssen  diese  irrational  sein.  Ks  kann  sich  also 
nur  noch  darum  handeln,  die  reellen  irrationalen  Wurzeln  einer  numerischen 
Gleichung  mit  beliebigen  Koeihzienten  zu  bestimmen. 

4*  LäAt  man  in  der  ganzen  Ftmktion  mit  reellen  Koeffizienten 

/(.v)  =  jf«  +  <7,  x^-^  -f-  ^^J  jr*-«  +  .  .  .      (J»-iX  -j-  a„ 

die  Variable  x  um  //  wachsen,  so  ist  uarh  Nr.  1 

/ix  +  A)-/{x)  =  A<p{x)  , 

wobei  rp{.x)  eine  ^anzc  Funktion  vom  « —  1-ten  Grad<-  isi.  Hiemach  kann  man, 
wenn  man  A  klein  genug  wählt,  y(jc -f- A)  —  /{x)  beliebig  klein  machen.  Folglich 
kann  man  sagen,  daß  sich  /{x)  mit  stetiger  Änderung  der  Variabeln  ebenfaUs 
stetig  ändert.  £rgibt  sich  also,  daA  ffir  zwei  Werte x^a  und  jr     ^« /(«)  und /{d) 

Werte  von  verschiedenen  \'orzeichen  erhalten,  so  mnß,  wenn  man  .v  von  <i  bis  d 
sich  stetitr  ändern  läüt,  aueh  /(.r)  von  /(//}  bis  / \/>)  sich  stetig;  ändern,  also  von 
positiven  zu  negativen  Werten  oder  umgekehrt  durch  Null  hindurchgehen.  Daraus 
er|;ibt  sich  der  Sati: 

Erh&lt  die  ganze  Panktion  /{x)  für  die  Werte  x     a  und  x=-b, 

Werte  von  enttre^^entieset^ten  Vorzeichen,  SO  liegt  ZWiSChen  a  Uttd  Ö 
eine  reelle  War/. el  der  (iieichuni:  y(A)  -~  0  . 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  eine  reelle  Wurzel  einer  numerischen 
Gleichung  in  immer  engere  Grenzen  einschliefien.  Man  bestimmt  zunächst  zwei  auf- 
einander folgende  ganze  Zahlen,  ZAvischen  denen  die  Wurzel  liegt,  dann  zwei  Zahlen, 
die  sich  um  0,1,  0,01...  imterscheid  i  und  von  dent-n  eine  i;rölier.  die  andre 
kleiner  als  die  Wurzel  ist,  bis  man  diese  mit  der  verlanc^teii  ("«enaiuLikcii  bestimmt  hau 

Die  Begrenzung  einer  Wurzel  wird  erleichtert  durch  folgende  Betrachtung. 
Hat  man  die  beiden  Grenzen  a  und  ^,  zwischen  denen  die  reelle  Wurzel  liegt, 
SO  nahe  aneinander  gebracht,  dalt  der  Unterschied  a  —  f>  sehr  klein  ist,  so  kann 
man  annehmen,  daU  /((/)  — /{f>)  diesem  Unterschied  nahe  proportional  ist 
(Interpolationsverlahren)  oder  dali 

a  —  b 

nahezu  konstant  ist.    Liegt  nun  zwischen  a  und  b  die  Wurzel 

x^a  —  k  , 

wobei  h  die  Verbesserung  ist,  die  man  an  dem  Wert  a  anzubringen  hat,  um 
die  Wurzel  genau  zo  erhalten,  so  Ist  auch  nahezu 

a  —  b  a  —  X 

oder  da  /{x)  =  0  sein  soll  and  a  —  x^A  Ist 

a^b     "    A  ' 

woraus 
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Durch  Anwendung  dieser  regula  faUi  erb&lt  man  raach  immer  genaaere 
Wette  der  reeUt  n  Wurzel. 

Auf  diesem  Wege  erhält  mau  auch  Wurzeln  von  transcendenten  numerischen 
Gleichungen. 

5«  Zur  Anflöanng  numerischer  algebraiacher  Gleichungen  ist  meist  am  be- 
quemst*  !!  die  Methode  von  Newton.  Ist  ein  Nfihemngswert  einer  reellen 
Wurzel  der  Gleichung 

der  nach  dem  vorigen  Verfahren  bestimmt  ist,  so  wird  der  genaue  Wert 

x^Xi  +  A 

sein,  wobei  k  die  anzubringende  Verbesserung  ist    Dann  mnfi 

A^i  +  =  c*i + Ar + <Hix^  +  Ar~'  +     +  Ar-'  +  •  •  • 

+  fl»-i(Jfi  +  *)  +  fli.-=0 

sein,  während 

/(^i)  =  -^J  H-  «i *J  " *  +     vp*  +  . . .  +         Jr,  +  <i» 

norh  rtR"as  vpr'^rhii  rirn  von  Null  ist.  Ent\vi(k('lt  man  die  Pntpn^rn  von  ,Vj  /i 
nach  dem  binomiscfuMi  Satze  (ij  Hl),  vcniachlässi^t  aber  wegen  der  Kleinheit 
von  A  die  Potenzen  von  /4,  die  höher  als  die  i-rstc  sind,  so  ist  angenähert 

wobei 

/M  -  «4"'  +  ^»1  («  -  1)^-*  +       —  2)  4"'  4- . .  . 

eino  nach  leicht  erkennbarem  Gesetz  aus  /{»i)  abzuleitende  ganze  Funktion  ist 
Daraus  ergibt  sich 

/(-^l) 


Dieser  Wert  von  x  wird  nun  noch  nicht  der  bis  zur  erforderlichen  Genauig- 
keit genügende  Wert  der  Wurzel,  sondern  ein  zweiter  Näheran^wert  sein,  aus 
dem  durch  dasselbe  Verfahren  ein  dritter  n.  s.  f.  gefunden  werden  kann« 

Beispiel:   Die  Gleichung 

^3  —  4  .V  ~1   1  =.  0 
hat  eine  Wurzel  zwischen  1  und  2,  näher  an  2.    Setzt  man  daher 

so  erhält  man,  da 

/{x)  «     —  4 jc  H-  1  ,  /(jc)  —  3^:2  —  4 

ist. 

Damit  erhält  man  genauer 

X  =  1,875  ,  /(l,87r>)  =.  0,0917  ,  /(l,87ö)  -  6,5468  ,  A  =  —0,01401  , 
JC  =  1,8G099  ,  /(1,8Ü<>99)  =  0,00134  ,  /( 1,86099)     6.3900  ,  A  =  —0,00021  , 

.V  =  1,S6U78  ,   /(1,86078)  =  0  , 

womit  die  reelle  Wurzel  bis  auf  fünf  Dezimalen  genau  bestimmt  ist. 
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§  27.    Maxim a  niid  Minima. 

1.  Narli  20  Nr.  4  rinfif-rt  sich  die  ganze  Funktion  /(x)  stetig,  wenn  sich 
A  siciig  ;iiiiieru  Denkt  luau  sich  der  Variabein  x  alle  mögHchea  reellen  Werte 
von  — oo  bis  +oo  in  stetiger  Reihenfolge  beigelegt,  so  nimmt  /{x)  alle  möglichen 
reellen  Werte  an.  Dabei  ändert  sich  also  jr  immer  in  demselben  Sinnt-:  es  nächst 
beständig.  Ks  ist  abt  r  nicht  notwendig,  daO  auch  /{x)  sich  immer  in  demselben 
Sinne  ändert,  also  immer  wächst  oder  immer  abnimmt.  Gibt  es  nun  einen  Wert 
von  A,  für  den  /{x)  aus  dem  Wachsen  stetig  ins  Abnehmen  übergeht,  so  nennt 
man  den  xagehörigen  Wert  von  /(x)  ein  Maximum;  geht  /{x)  für  einen  ge- 
wissen Wert  von  x  ans  dem  .\bnehmen  ina  Wachsen  Aber,  so  nennt  man  den 
zagehörigen  Wert  vnn  /{x)  ein  Minimum. 

Z.  B.  die  Funktion 

fix)  =        +  «2 

nimmt  ab,  wenn  x  Stetig  die  Werte  von  — oo  bis  0  annimmt,  lälit  man  x  nun 
veiter  wachsen  von  0  bu  4-00,  so  wftchst  /{x).   Bei  at^O  geht  also  /{x)  aus 
dem  Abnehmen  ins  Wachsen  Qber  und  der  Wert    —  0  entspricht  dem  Bfinimum 
der  Funktion  /(x),  dessen  Wert  aß  ist. 
Dagegen  hat  die  Funktion 

/(;r)  =  «2  —  x-^ 

ein  Maximum  für  x  ~  0  und  der  Maximalwert  von  /(x)  ist  a*. 
Haben  zwei  Zahlen  x  und  y  die  Summe  s,  so  ist 

4  XY  =  (.r  +  yY-  —  {X—       «      ™  fx  —  j)-'  . 

Hiemach  ist  ixy,  also  auch  .v  r,  eine  ganze  Funktion  \on  .v  —  v  nnci  man 
sieht,  daü  xy  ein  Maximum  wird  für  x — ^  =  0,  also  x=y  =  ^s.  Haben 
zwei  Zahlen  eine  konstante  Summe,  so  ist  ihr  Produkt  ein  Maximum» 
wenn  die  Zahlen  einander  gleich  sind. 

Von  allen  Rechtecken  gleichen  Umfangs  hat  also  das  Quadrat  den  gröftten 
Inhalt 

Haben  dagegen  zwei  Zahlen  x  und  y  das  Produkt  p,  so  ist 

^x+yy=^{x-yr  ■   kp  . 

(.V  -f-.v)'*,  also  auch  x  -\-  y,  wird  also  ein  Minimum  für  x  — y  =  0,  h.  a  '  ^  ~  \P  • 
Haben  zwei  Zahlen  ein  konstantes  Produkt,  so  ist  ihre  ^umnie  ein 
Minimum,  wenn  die  Zahlen  einander  gleich  sind. 

Von  allen  Rechtecken  gleichen  Inhalts  hat  daher  das  Quadrat  den  kleinsten 
Umfang. 

Ist  in  der  quadratischen  Funktion 

/{x)     ax*  '\-  bx-^t 
a  >  0»  so  kann  man  schreiben 

für 

-  +  57-»  ia 

wird  /{x)  ein  Minimum»  dessen  Wert  ist: 

Ist  in  der  quadratischen  Funktion 

f[x)  ax*  +  + 


L^ooole 


g  27  Maxtow  und  Minima.  129 

wieder  a>U,  so  kann  mau  Qnifonnen: 

iiier  crliält  man  für 

das  Maximom  von  /(  v),  dessen  Wert  ist: 

4  ff 

2.  Läßt  man  in  der  ganzen  i-unktioii  //-U:n  Grades 

/(.v)      .v"  4-  </i      - '  +  +  •••-!-  + 

rüp  \'nriable  .v  am  h  wachsen,  so  ist  nach  §  2(i  Nr.  öt  wenn  i&  sehr  klein  ist, 

naheningsweise 

/(A  -f //)-/(.r)      V(.v)  , 

wobei 

f{x)  +  «Ä— »  +  «i  («  —  1)*— «+  . . .  +        .  2  jf  + 

ist.  /'(jc)  ist  eine  ganze  Fnnlction  »  — l>ten  Grades,  die  man  die  abgeleitete 
Funktion  nennt*    Aus  dem  GUede 

ergibt  sieb  das  entsprechende  Glied  der  at^ieiteten  Funktion: 

Wenn  nun  f{x)  in  dem  sehr  kleinen  Intervall  von  xh\B  x-\-k  immer  w&chst, 
so  wird  fix)  positiv  sein,  wenn  /  (a)  in  demselben  Intervall  immir  abnimmt,  so 
ist  /'(.r)  negativ.  Geht  dagegen  in  dem  Inte  rvall  von  x  bis  x  h  die  Funktion  f{x) 
nit<5  dem  Wachsen  ins  Abnahmen  oder  aus  dem  .Abnehmen  ins  VVachsi  n  über,  so 
wird  /' {x)  aus  dem  Positiven  ins  Negative  oder  umgekehrt  über-,  also  jedenfalls 
durch  NuU  hindurchgehen.  An  der  Stelle  des  Oberg  an  gs  muA  daher  /'  {x)  ^  0 
-•-in.  Die  Funktion  /(.v)  wird  mithin  ein  Maximum  oder  Minimom  sein  (öi  den 

Wert  von  .\ ,  für  drn  /'(a)  —  0  ist. 

Da  /'(a)  eine  ganze  Funktion  n  —  1-ten  Grades  ist,  so  kann  man  von  ihr 
wieder  die  abgeleitete  Funktion  /"(a),  die  zweite  abgeleitete  Funktion  von 
fipe)  bilden  nach  demselben  Verfahren,  so  daS 

f*{x)  ^n(n—  \)x''~^  +  a^  (//  -  1 )  (//  -  2)  a"-»  -j-  .  . .  4-  •  3  •  2  -  <i,_i  •  2 

wird.    Es  ist  dauu  wieder  um  su  genauer,  je  kleiner  /t  ist: 

und  für  (l<  ti  Wert  von  x,  für  den  /{x)  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht, 
wo  also  /'(.v)  — 0  ist,  wird: 

f{x-{-h)-^h/"{x)  . 

Ist  nun  /(Jt)  ein  .Maximum,  also  J  {x  -\-  h)  <.J\x),  so  geht  /' {x)  durch  Null  ins 
Negative  über,  es  ist  also 

fix  +  h)  <  r»,    /"(A-)  <  0 

und  für  dcu  fall  des  Miniraums,  wo  / ix h)  ^ / {x)  sein  muß,  geht  /'(.v)  dnrch 
NuU  ins  Positive  über,  so  daß 

/(A  +  /t)>0,      /"(.r)>0  . 

Daher  erhält  man  den  .Satz:  Die  ganze  rationale  Funktion  f{x)  hat  für 
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den  Wert  der  Variabein  .sir  ein  Maximum  oder  Minimum,  ffir  den 
and  f*{x)  <  0  ist. 

Es  sei  ^    ^       -  -«,<,,- 

80  ist  ^^^^     3  ^.o    _  lu^v  +  3  ,     J'\x)  -  ü  A  —  Ui  . 

liie  quadratische  Gleichung 

f{x)  =  3     —  10  Ji  +  H  -  0 

hat  (Iii*  Wurzeln  _ 

*i  «  3  ,  J 

und  es  ist  ^      ^  . 

/'(JF,)  =  8,     /*'(«,)=— 8  . 

Mithin  hat  /  (.v)  ein  Minimum  fQr  x 8  imd  ein  Maximum  für  xss  \  und  es 
sind  die  Werte  von  f{x)  an  der  Stelle  des  Minimums  und  des  Maximums 

-8,  =  . 

Man  hat  also  den  Verlauf  der  Werte  von  /(jr),  wenn  man  x  stetig  die  Werte 

von  — <x>  bis  -j-oo  beilegt:  Die  Funktion  wächst  zunächst  von  n«!gativ  unendlich 
1,'rnt'rn  Werten  bis.  a  --  ,  wo  sie  ihr  Maximum  f{x)=  1 -  i  rr-  irht,  nimmt  dann 
ab  bis  A  =  3  und  dem  Minimum  vuo  / —  — 8  und  wactthi  von  da  bis  zu  un- 
endlich großen  positiven  Werten.  Da  (Ue  kubische  Gleichung  / (  v)  =  0  die  leicht 

zu  erratende  Wunsel  ji;  =  1  und  außerdem  die  reellen  Wurzeln  x  =  2  ±,  \b  hat, 
50  erhält  f{x)t  während  x  alle  reellen  Zahlen  von  —  oo  bis  -\-oo  durchläuft, 

dreimal,  nämlich  für  .v  -=  —  j    -|-  2,  für  .v  ^  1  und  für  a  =»  2  den  Wert  Null. 

3.  Den  Verli-if  der  Werte  einer  Funktion  / {.\)  kann  man  sich  am  besten 
vcrani^chauliclien,  wenn  man  ihn  graphisch  darstellt.  Tratet  man  nämlich  die 
Werte  von  .v  nach  einem  beliebigen  Maßstab  auf  einer  Geraden  von  einem  Null- 
punkt aus  als  Abszissen  auf,  errichtet  im  £ndpunkt  jeder  Abszisse  eine  Senk« 
rechte,  die  Ordinate,  die  man  iileich  dem  zu  v  gehörigen  Wert  von  f{x)  macht 
und  vfThinrl'^t  die  Kndpunkte  der  '  hdiii  iti  n  durch  einen  .<?ft'tiL'"n  Ziiij,  so  entsteht 
eine  Kurve,  die  den  Verlauf  der  l-unktionswerte  um  so  ge-iiauer  zeij^t,  je  mehr 
man  Punkte  bestimmt  hat  Die  Stellen,  an  denen  die  Ordioaten  aus  dem  Wachsen 
ins  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergehen,  sind  die  Maxima  oder  Minima  der 
Funktion.  Die  Ab^^issen  der  Schnittpunkt--  di  r  Kurve  mit  der  Abszissenachse 
.<?ind  auUerdein  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung'  fix'  O.  Denkt  man  sich 
zwei  sehr  nahe  lie^'<Midc  Kurvenpunkte,  dtrren  Abszissen  .v  und  x  -f-  h  sind,  so 
ist  um  so  genauer,  je  kleiner  h  ist 

n 

die  Tangente  des  Winkels,  den  die  Tangente  an  zwei  in  einem  l'unkt  zusarameii- 
fallende  Kuivenpnnkte  mit  der  positiven  Richtung  der  Abszissenadise  bildet.  An 
den  Stellen  der  Maxima  oder  Minima  ist  also  die  Tangente  der  Kur\'e  der 

Abszissenachse  parallel.  Solange  f{x)  wächst,  ist  dieser  Winkel  positiv;  wenn 
/ {x)  abnimmt,  wird  <'r  ne>,'ativ.  An  der  St»  llf  eines  Maximums  geht  die  Tnniieiite 
des  Winkels  aus  positiven  Werten  durch  Nuii  ins  Negative,  au  der  Steile  eines 
Minimums  aus  negativen  durch  Null  su  positiven  Werten  Aber. 

Da  man  jede  beliebige  sich  stetig  ändernde  Funktion  f{x)  einer  Vanabeln  x 
in  derselben  Weise  i^raphisch  darstellen  kann  und  die  daran  iteknüpften  He- 
int,'rkun<^eii  über  Maxima  und  Minima  all^em'dn  gelten  müssen,  so  kann  man 
unter  der  abgeleiteten  Funktion  den  (Jr»*nzw*  ii  verstehen,  der  sich 

h 

bei  unendlich  abnehmenden  h  nähert. 
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Es  sei  nmächsl 

wobei  I»  eine  beliebige  Zahl  bedeute^  so  ist 


Ntm  gilt  nach  §  37  Nr.  2  die  BituHmalieihe  für  jedes  Ai^ment,  dessen 
absoluter  Weit  kleiner  als  1  ist.  Da  nan  h  als  unendlich  abnehmend  zu  denken 
ist,  so  ist  ffir  jedes  beliebige  xx 

fol^tch 

Geht  man  also  snr  Grense  A  «  0  4ber,  so  ist  für 

1                               1  -  1 

zu  setzen.  Z.  B.  iür  /{x)  -»  —  =         ist  f{x)  =  ^  ;  für  /(*)  =  ^jt  —  jf-  ist 

Ist  allgemeiner 

worin  m,  //,  /  beliebige  E^onenten,  C. . «  konstante  Koettotenten  sind, 

so  bildet  man  die  abgeleitete  Funktion  nach  demselben  Gesetse  wie  bei  einer 
ganzen  rationalen  Funktion;  es  wird  also 

/(*)  =  Ams^-^  +  Bnaf*-^  +  Cpal^-^  +  ... 

Für  die  trigonometrischen  Funktionen  eines  in  Bogenmaß  ansgedrfickten 
Winkels  x  hat  man 

8in(jr-|-A) — sujr     2 sin 4 Ä  cos (jt  +  4- ^)     ^\\\\h      ,  , 
— i  i— j  ^— -ppCO»(.  +  l/-)  . 

cos  ix-^  K\  —  cos  X         2  sin  i  A  sin  (.X -f  4  /i)        sin  4     .       .  . 

— W  k      — • 

Läßt  man  h  bis  zu  Null  abnehmen,  so  ist  der  Sinus  eines  sehr  kleinen 
Winkels  um  so  genauer  gleich  dem  Bogen,  je  kleiner  der  Winkel  ist,  folglich  hat 
man  iör 

/(jr)  B  sinx  ,    f  (x)  —  coax  , 
/(x)  —  cos* ,    /'  (x)  —  —  sin  «  , 

also  auch  für 

/  (.v)  ^  sin  A  ,    /"  (a)  =  —  sin  , 
/  (x)  =  cos  X  ,    /"  {x)  e=e  —  cos  A-  . 
Um  die  abgeleitete  Funktion  der  Exponentialfunktion 

zu  findeo,  hat  man 

»     » ■  , 
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Nun  kann  man  nach  §  37  Nr.  3»  7)  die  ExponentiaKunktion  für  jedes 
Argument  in  eine  koovergfente  Reihe  entwickeln  und  es  ist 

1  h  //2 

~^^^  +  2l  "^31  * 

mithin  erhält  mau  beim  Übrrpang  zur  Grenze  /;  =  0  für 

und  daher  auch 

Itit  /(u.)  — 1a*,  der  natürliche  Logarithmus  von  .v,  so  ist 

\{x  -i-      —  Ix   

h         '  "  // 

und  weuQ  man  nach  §  37  Nr.  5,  11)  entwickelt 


80  ist  für  4&  »  0: 

/(*)-7.  fif^)^^],  . 

Für  .illc  diese  I-'unktiorKni  L;ilt  in  Beziehung  auf  das  Maxiirmm  und  ?«linininm 
derselbe  Satz,  der  in  Nr.  2  für  eine  ganze  rationale  Funktion  al)geleitet  worden  ist. 

•i.  Bei  Anwendung  der  Lehre  von  den  Maxima  und  Minima  auf  Geometrie 
and  Physik  geht  häufig  aus  der  Natnr  der  Aufgabe  selbst  hervor,  ob  die  Funktion 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  hat,  so  daß  die  Untersuchung  ihrer  zweiten 
Ableitung  unnötig  ist. 

1.  Wird  X.  B.  in  eine  Kugel  vom  Radius  r  ein  gerader  Kegel  eingeschriebeu, 
so  ist  dessen  Volumen  eine  Funktion  seiner  Höhe  x  Läßt  man  x  voii  Null  an 
zunehmen»  so  nimmt  auch  das  Volumen  von  Null  an  zu;  später  muO  es  aber 
wieder  abnehmen,  denn  für  .v  —  1  r  ist  das  X'olumen  wieder  Null.  Da  also  das 
Volumen  des  Kegels  bei  einem  t^ewissen  .v  ans  de'ra  Wachsen  ins  Abnehmen  über- 
gehen muÜ,  so  muß  es  ein  Maximum  haben  und  mau  kann  die  Aufgabe  slelleu: 
den  größten  in  die  Kt^el  eingeschriebenen  Kegel  zu  bestimmen.  Nun  ist  das 
Volumen  des  Kegels  allgemein 

F«jrjr«(2r  — *)  . 
£s  handelt  sich  also  um  das  Maximtmi  der  ganzen  rationalen  Funktion 

£s  ist  demnach 

/(*)«4rjr— 3*»  =  0 
zu  setzen»  woraus  fflr  die  Höhe  des  größten  Kegels 

|r 

folgt   Das  Volumen  dieses  gröUten  eingeschriebenen  Kegels  ist 

Trr^-       ■  ^:r/=»  . 

2.  Ebenso  gibt  es  einen,  einer  Kugel  vom  Radius  t  einge**chriebcnen,  ge- 
raden Cylinder  mit  größtem  ManteL  Ist  x  die  Höhe  des  Cjlinders,  so  ist  der 
Manie! 

Jlf^23ix^r*—^*  . 


Diglized  by  Google 


§  27  Maxiina  und  Mimma.  133 

Die  ganze  latioiiale  Fonktioo 

fix)  -  X*  (r*  —  \x^=  r*x*  —  {  x* 
hat  ihr  Maximmn«  wenn 

/'{jf)*-2r«4f  —  =  0  ,  2 
ist,  för  welchen  Wert  sieb  ergibt: 

3.  Ans  einem  Kreise  vom  Radios  r  ist  der  Sektor  zn  schueiden,  der  deu 
Mantel  eines  Kegels  von  gr56tem  Volnmen  bildet.  Ist  co  der  Centrivrinkel  des 
Sektors,  so  ist 

ü>  =  300»  .  X  , 

wenn  der  Radios  der  Kegelgmodfläche  rx  ist;  mithin  ist  das  Volumen  des  Kegels 

V^^nt^x^yi'-x*  . 

£s  muS  nnn  fOr 

/(*)-=«*—««,  /(*)=4«»  — 6«»— 0,  *=yi 

sein.    Das  Volumen  des  gröfiten  Kegels  ist 

4.  Von  einem  Rechteck  mit  deu  Seileu  a  und  b  soll  an  jeder  Ecke  ein 
Qnadrat  weggenommen  werden,  so  da0  die  übrigbleibende  Figur  Grundfläche 
und  Seitenflächen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  vom  größten  \'olumen 
bildet.    Ist  x  die  Seite  des  Quadrats,  so  ist  das  Volnmen  des  Parallelepipeds 

— 2x)(*  — 2*)*  . 

Es  mo0  also 

12*«  —  4(<i  +       4-      =-  0 

sein.  Dem  Maximum  entsprich^  wegen  <0  die  Wurzel  dieser  quadratischen 
Gleichung 

*  —  ^  (a  -I-  ^  _  ^a*  —  a  ^  +  b*)  . 

5.  Um  eitse  Kugel  vom  Radius  r  ist  der  gerade  Kegel  vom  kleinsten 
Volumen  zu  beschreiben.    Ist  x  die  Höhe  des  Kegels,  so  ist  das  Volumen 


X* 


x  —  2r 

Setzt  man  x  —  2r^y,  «»j^  +  Sr,  so  ist 


JT  —  2  r  ^ 
Man  hat  also  das  Minimom  von 

/(j.)^^-j-4/-4-  — 

zo  bestimmeni   £s  ergibt  sich  aus 

4 

/(/)=  1— ^=-2r,    A  =  4/-,    K=8jr/-'  , 

G.  Wie  weit  muß  ein  leuchtender  Punkt  £  von  einer  £bene  entfernt  sein, 
wenn  der  Punkt  J*  der  Ebene,  der  von  (Jim  Fullpunkt  O  der  von  Z  auf  die 
Ebene  gefällten  Senkrechten  den  Abstand  a  hat,  am  stärksten  beleuchtet  sein 
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soll?  Ist  k  die  Intensität  der  Beleuchtung  in  der  Entfemnng  1  dnrch  senkrecht 
auf  ein  Flächetielement  fallende  Lichtstrahlen,  so  ist  die  Intensität  für  das 
Flächenelement  J*'. 

Setzt  man 

-f  **  ■=  ^  ♦    X  =     —  ä*  » 

!>u  luit  man  das  Maxunuin  von 

y*  y* 

2U  bestimmen.  Aiiü 

4 1^  k 

ergibt  sich    =  ä      jr    aVi  und  das  Masmnm  der  Intensität  - '    •  , 

7.  Durch  die  Kckc  C  des  Dreirrks  .1PC  ist  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dal5 
die  Summe  der  Abstände  der  Kcken  A  und  B  von  ihr  möglichst  groU  ist. 
Bildet  die  Gerade  mit  BC^a  den  Winkel  ^,  so  bildet  rie  mit  der  Seite 
CA  =  b  das  Supplement  von  f  -^-ipt  wenn  Z,  BCA  y  ist  Es  ist  daher  die 
Summe  der  Abstände 

s  =  /{q})  «ss>  a  sinip  +  A  sin (/     97)  »  (a  4-  ^  cos  jr)sin^  +  ^ cos 9?  . 

Nun  ist  zu  setien: 

r,  I       .  .  A  <7  +  d  COS  y 

(^j  =  ^rf  -j-  ^  cos  y)  cos  91  —  ö  smy  9iik<p  =  {}  ^     tan 97  =^  — t  Kay  * 

Ergänzt  man  das  Dreieck  ACE  zu  dem  Parallelogramm  ACBD^  so  bildet  C/> 
mit  ^  das  Komplement  des  Winkels  ^.   Die  gesuchte  Gerade  steht  also  auf  der 

Mittellinie  der  Seite  AB  Henkrerht. 

8.  Es  ist  das  Maximum  und  Minimum  von  siu2A  —  sin -.r  zu  bestimmen. 
Setst  man  2jr— ^»         Xy,  so  hat  man 

sin  2  jr  —  sin*jf  —  \  (i  sin  v  +  cos  v  —  1)  , 

J{y) -    V  +  cos  V  —  1,  yo)  ~  -  '^^^y  —  ^^y »  J"iy)  —  — ^     —  cos>. 

Ans  J*{y)  =  0  ergibt  sich 

tan^»-2,    cos/«=±y^  ,  « ±2|^|  . 

Für  den  Winkel  mit  positiven  Cosinus  und  ^aus  erhält  man  das  Maximum,  für 
den  mit  den  negativen  Funktionen  das  Minimum. 
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Niedere  Anal}sis. 

Fünfter  Abschnitt. 
Kombinatorik. 

§  28.   Grundbegriffe.  Permutationen. 

1«  0ie  Kombinatorik  hat  zum  Gegenstand  die  Getetse  der  Zusammen» 
stellnngen  gegebener  Dinge  in  bestiramtca  Ordnungsireiten*  Fn^  man  z.  B.  auf 
wieviele  verschiedene  Arten  (Reihenfolgen)  zehn  Personen  an  einem  Tische  sitzen 
können,  so  hat  man  eine  Autgabe  der  Kombinatorik.  Die  zusammenzustellenden 
Dinge  nennt  man  Elemente  und  bezeichnet  sie  gewöhnlich  durch  Buchstaben 
oder  Ziffern.  Die  Natur  dieser  Elemente  und  die  Art  ihrer  Verbindung  ist  dabei 
gleichgflltig.  Eine  einzelne  Zusammenstellui^  gegebener  Elemente  heißt  eine 
Komplexion  dieser  Elemente. 

Man  imtetscheidet  verschiedene  Arten  solcher  Zusammenätellutigen,  die  wir 
zunächst  durch  ein  Beispiel  erläutern  wollen:  Eine  Gesellschaft  bestehe  ans  nrdlf 
Mitgliedern,  ihre  Namen  sollen  in  einer  Liste  verzeichnet  werden.  Dies  kann  in 
verschiedener  Reihenfolge  geschehen,  und  jede  derartige  Zusammenstellung  aller 
zwölf  Namen  heiöt  eine  Permntation  von  zwölf  Elementen.  Sollen  daijegen 
die  zwölf  Mitglieder  aus  ihrer  Mitte  drei  Personen  als  Deputierte  wählen,  werden 
abo  auf  verschiedene  Weisen  drei  Namen  ausgewählt  und  zusammengestellt^  so 
heiBt  jede  solche  Zusammenslellang  eine  Kombination  der  zwölf  Ele« 
mente,  und  zwar  eine  solche  zur  dritten  Klasse.  Sollen  endlich  dabei  die 
drei  Personen  verschiedene  Funktionen  übernehmen,  wie  beispielsweise  wenn  bei 
einer  Yorstandswahl  die  zuerst  benannte  Person  die  Stelle  des  Vorsitzenden,  die 
zweite  die  Stelle  des  SchrifIfÖhrers  und  die  dritte  die  Stelle  des  Kassierers  be- 
kleiden soll,  kommt  also  nicht  bloft  die  Auswahl  der  drei  Elemente,  sondern 

auch  ihre  Aiifeinaiulerfolge  in  Betracht,  so  heißen  die  80  gebildeten  Komplcxiouen 
Variationen  der  zwölf  Kiemente  zur  dritten  Klasse. 

In  jedem  derartigen  lall  cuLjteht  die  Aufgabe,  ein  Verfahren  anzugeben, 
nach  dem  man  alle  verlangten  Komplcxionen  in  einer  geordneten  Reihenfolge 
aufstellen  kann,  ohne  daß  eine  Gefahr  des  .'\aslas8ens  oder  der  Wiederholung 
einzelner  stattfinde.  Da  ferner  h.iufii:  niclu  jede  rinzelne  Komplexion  selbst,  sondern 
nur  ihre  .\a2ahl  verlangt  wird,  so  sind  Fonnelu  abziüelti'n,  die  die  liererhmiiiL; 
dieser  .\nzahl  ermöglichen,  ohne  daß  die  Aufstellung  und  Abzahlung  der  einzelnen 
Komplexionen  selbst  nötig  ist.  Mit  Rücksicht  atif  diese  Aufgabe  kann  man  die 
Kombinatorik  als  abzählende  Arithmetik  bezeichnen. 

Zu  diesem  Zwecke  empfiehlt  es  sich,  eine  bestimmte  Reiheidülj^e  der  KU- 
ni«"ifi-  als  die  urs]>riin^lirhe ,  L^c^rbfiif  anzunclimen  und  für  diese  bei  der  Be- 
zeictuiuiig  durch  Zahlen  oder  Buchstaben  die  natürliche  oder  alphabetische  Reihen- 
folge ZU  wählen.  Hierbei  nennt  man  jedes  Element,  das  in  dieser  unqirünglichen 
Reihenfolge  später  steht  als  ein  andreSr  in  Beziehung  auf  dieses  das  höhere. 
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2.  Permutationen  gegebener  Klementf  sind  Koniploxionen,  die  sämtlich»' 
F-lomonto  in  verschiedener  Reihenfoltjf  fnthahen.  Die  Permutationen  von  a,  fi 
z.  B.  sind  aö  und  da,  die  Pcrmuiationen  von  1,  2,  3  sind  123,  132,  213,  231, 
312,  321. 

Um  die  Pennutationen  gegebener  Elemente  in  geordneter  Reihenfolge  zu 
bilden,  las«*»  man  jedes  der  n  Kiemente  nacheinander  einmal  die  erste  Stelle 
einnehmen,  gehe  jedoch  niemals  zum  fnl'^M  ndiMi  Element  bei  Her  Besetzung  dieser 
ersten  Stelle  über,  ehe  alle  auf  dieselbe  noch  folgenden  Elemente  auf  jede  mög- 
liche Weise  veisetzt  worden  sind.  Man  erhält  also  »  Gruppen  von  Pennutationen, 
die  Peimutationen  der  crsti n  (]ruppe  fangen  sämtlich  mit  dem  ersten,  die  der 
zweiten  Gnippe  sämtlich  mit  dem  zwi-ih  ii  r.Iem<>nte  an  u.  s.  \v.  Iiin<  rha!b  ii  tlrr 
Gruppe  besetze  man  nun  wieder  die  zweite  Stelle  nach  und  nach  mit  jedem 
der  //  —  1  übrigen  lüemente  in  ihrer  natärlichen  Reihenfolge,  lasse  in  jeder 
dieser  «  —  1  Untergruppen  jedesmal  an  dritter  Stelle  jedes  der  ft  —  2  noch 
übrigen  Elemente  der  Rcihr  nach  folgen  und  fahre  so  fort  bis  zur  letzten  Stelle* 

So  sind  also  s.B.  die  Permutationen  von  a^cä  in  dieser  Ordnung 


bac  d 

cabd 

dabc 

ah  de 

bade 

e  a  dh 

da  e  b 

a(  h  d 

b  c  a  d 

e  h  ad 

dbae 

a  c  dö 

h  ("  d  (J 

ebda 

dbea 

adbc 

bdac 

e  dab 

de  ab 

adeb 

bdea 

tdba 

deba 

Die  erste  Permutation  enthält  die  Elemente  in  ihrer  natiirh'rlien  Rfihen- 
iolge;  jede  folgende  wird  aus  der  vorhergehenden  erhalten,  indem  man  in  dieser 
das  eiste  Element,  von  redits  nach  links  gerechnet,  das  niedriger  ist  als  ein 
folgendes,  durch  das  nächst  höhere  der  darauf  rechts  folgenden  ersetzt,  dann  die 

noch  übrigen  rechts  stehenden  Elemente  nach  ihrer  natflriichen  Reihenfolge  ordnet, 
während  die  links  stehenden  unverändert  bleiben. 

Ura  beispielsweise  die  auf  1432 7G5  folgende  i^-rmutation  zu  erhali«*n,  hat 
man  die  2  durch  die  5  zu  ersetzen  und  dann  die  Elemente  2,  7,  6  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge  anzuschließen,  während  die  vorhergehenden  1,  4,  3  ihre 
Stellungen  behalten.    Dir  i;rsiu  hd-  Pcrmiitation  ist  also  1  f3r»2G7. 

Die8«'S  Hihiiinijstrrsctz  zeigt  zugleich,  daü  die  Anzahl  der  Prrmutal ioiien  von 
n  Elementen  n  mal  so  groß  ist,  als  die  der  Permutationen  von  n  —  1  EU-nienten, 
denn  jedes  der  n  Elemente  kann  die  erste  Stelle  so  oft  einnehmen,  als  die  jedes» 
mal  übrigen  n  —  1  Elemente  na(  h  ihm  Permutationen  onter  sich  gestatten.  Da 
mm  ein  Element  nur  eine  t  inziije  Stellung  haben  kann,  so  erhält  man  für  zwei 
Elemente  1*2,  für  drei  Elemente  1  •  2  •  3  Permutationen,  allgemein  lür  n  Ele- 
mente die  Anzahl  der  Permutationen 

j^«<=l*2*3*4...(ff  —  !)•«  —  «I  , 

wobei  die  Abkürzung  n  I  für  das  Produkt  der  natfirlichen  Zahlen  von  1  bis  ti 

gelesen  wird  >«-Fakn!tät«'. 

Wenn  also  beispielsweise  zehn  Personen  au  einem  Mittagsiische  mit  dem 
Wirte  verabreden,  ihm  die  Bezahlung  schuldig  zu  bleiben,  bis  sie  auf  jede  mög- 
Kche  Art  einmal  die  zehn  Plätze  besetzt  haben,  so  muß  der  Wirt  1  •  2  •  3  •  4 
•  5  .  C  •  7  •  8  •  9  •  10  —  3<i288un  Taee  oder  über  Ü935  Jahre  kreditieren.  Um 
ferner  die  dreizehn  Karten  ein<-r  Farbe  eines  Kartenspiels  auf  alle  möglichen 
Arten  nebeneinander  zu  legen,  hat  man  ♦»227  020 800  Versetzungen  zu  machen, 
wozu  man,  wenn  in  jeder  Minute  zehn  verachiedene  Permutationen  gebildet  würden, 
bei  einer  taglichen  Arbeitszeit  von  zwölf  Stunden,  mehr  als  2367  Jahre  nötig 
haben  wurde. 
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Die  Anzahl  der  IVrmuiationen  wachst  mit  der  Anzahl  der  Elemeute  sehr 
rasch,  nnd  schon  bei  verhältnismäßig  geringen  Weiten  von  n  ist  ihre  nurkliche 

Aufstellung;;  unmöglich. 

Ri  i  dieser  Entwicklung  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  alle  n  ElenuMiu-  von- 
einander verschieden  seien.  Ist  diese  Bedingung  iii(  lit  f'rfüllt^  so  wird  die  Anzahl 
der  Permutationen  geringrr.  Denkt  mau  sich  nämlich  sämtliche  n !  JVrmutalioneu 
von  n  verschiedenen  Elementen  gebildet,  und  dann  o  von  diesen  Elementen 
einander  gleich  werdt  iid,  so  >vird  jede  einielne  der  bisherigen  Permutaiionrn  niit 
allen  identisch,  die  sich  vorher  von  ihr  nur  dnrrh  andre  Stellungen  <ii  r  gleich 
gewordenen  Elemente  unterschieden.  Ks  kommt  daher  jetzt  jede  Permutation  so 
oft  vor,  als  a  Elemente  unter  sich  Permutationen  gestatten,  und  es  ist  daher  // ! 
das  et  t  fache  der  Anzahl  der  noch  voneinander  verschiedenen  Permntationen, 
diese  Aioahl  selbst  also  gleich 

1  •  2  •  3  . . .  //      // ! 
1  *  6  '  •  *  n  €11 

Sind  außer  a  gleichen  Elementen  einer  Art  noch  ß  gleiche  einer  andern 
Art  vorhanden,  so  ergibt  die  gleiche  Schlnfiweise  fflr  die  Ansah!  der  verschiedenen 

fi\ 

Permntationen   -: .    Sind  noch  v  gleiche  Elemente  einer  dritten  Art  vor* 

banden,  so  ist  diese  Anzahl  gleich      - ■  — r  u.  s.  w.     Sind   unter   den   //  Ele- 

a  !  p  I  y  l 

menten  k  einander  t,dei<  h  und  die  übrigen  n  — ■  k  «fbenialls  untereinander  gleich, 
so  erhält  mau  für  die  Anzahl  der  Permutationen 


!  //(«  —         —  2).,.(»  —  >t+ 1) 


Ai{n—A)i      1-2     •     a      ...  Jt 

Für  diesen  Ausdruck  hat  man  das  Zeichen  ^^j ,  gelesen  >n  über  i*^  eingeführt. 
Derselbe  Ausdruck  ergibt  sich,  wenn  mau  mit  i^l  kürzt,  gleich 

//(//    -  !)...(*  +  1) 


so  datt  also 


•  2  — i) 


1.2.3.4 

ist.    Beispielsweise  gestatten  die  Buchstaben  des  Wortes  Otto  nur  - — -  - — - 

1.2.1*2 

B  6  Permutationen,  nämlich 

00»,  OM,  OotU  Thto,  Tofitf  Itoo* 

Sa  Es  ent«;teht  ferner  die  Aufgabe,  von  den  Permutationen  gegebener  Ele- 
mente eine  durch  Angabe  ihrer  SieUen/ahl  beslimmfe  zw  finden,  ohne  daO  man 
nötig  hat,  die  vorhergehenden  Peruuiiaiionen  aufzustellen.  Es  wird  genügen,  das 
hleixB  dienlidie  Verfahren  an  einigen  Beispielen  sn  ertäutenu  Es  werde  zu 
diesem  Zwecke  die  265  te  Permntation  von  darius  verlangt.  Da  hier  sechs  Ele- 
mente permutiert  werden,  so  gibt  es  1  •  2  •  H  •  4  •  5  =  12U  Permutationen,  die 
mit  </,  ebensoviele  die  mit  a  beginnen  u.  s.  w.  Da  nun  die  Division  von  ^O'i 
durch  120  den  Quotienten  2  und  den  Rest  25  ergibt,  so  gehen  der  verlangten 
Permutation  zwei  der  Gruppen  von  je  120  Permutationen,  also  die  mit  ^  und  die 
mit  a  beginnenden  voraus,  und  sie  selbst  ist  die  20  te  der  dritten  Gruppe  und 
beginnt  also  mit  r.  Nach  Slreichuni^  dii  ses  Ruehstahens  bleibt  die  Frage,  welches 
die  25  te  Permutafion  von  liaius  sei,  die  in  derselben  Weise  wie  vorher  be- 
handelt wird.    Man  hat  jetzi  je  nach  dem  Anfangseleracnt  fünf  Gruppen  von  je 
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1  -  2  •  3  •  4  =  24  Elementeiif  es  geht  also  der  gesachten  Permatadon  eine  solche 
Gruppe  voraus»  und  si«-  selbst  ist  die  erste  der  zweiten  Grup]>i-.  Mithin  ist  nun  a 
als  zwfites  Element  nach  dem  obigen  r  bt*«!timmt,  und  es  ist  die  erste  Permutation 
der  noch  übrigen  Flemente  tätts  zu  bestimmen.  So  ergibt  siciit  daß  die  gesuchte 
Perrautation  raäius  ist 

Es  sei  femer  die  11180te  Pennutation  der  acht  Elemente  aegmnrsu  zu 
bestimmen.    Nach  dem  entAvickelten  N'erfahren  rechnet  maa  wie  folgt:  11186:7! 

1 1  180  :  r>0-tO  ^  2  ,  Rt'si  1  lOG;  die  Permutation  bepnnt  mit  dem  dritten  Buch- 
staben g.  Nach  Streichung  von  g  hat  man  noch  die  Elemente  aemnrsu,  und 
es  ist  llUü  :  Ol  =  11U6  :  720  =  1,  Rest  386;  es  folgt  also  der  zweite  Buch- 
stabe der  wieder  gestrichen  wird.  Dann  ist  386 ;  120  =  3 »  Rest  26,  also  daa 
fol-e  Ilde  Element  r;  femer  26  :  24  1 ,  Rest  2,  also  m;  2:6  =  0,  also  a\ 
2.2  -  1  ,  Rest  0,  mithin  i??t  jetzt  die  letzte,  d.  i.  zweite  Permutation  der  ersten 
Gruppe  für  /i  s  u ,  also  nus  7.11  seuen,  und  die  gesuchte  Fermutation  ist  germanus* 
Kommeu  unter  den  n  gcyebeucn  Elementen  gleiche  vor,  so  ist  das  Ver- 
fahren entsprechend  abxoändem,  indem  man  berfldnichtigt,  daO  nicht  für  alle 
Gruppen  einer  Art  die  Anzahl  der  Pexmntationf  n  dieselbe  ist.  Um  c.  B.  die 
1252  te  Permutation  von  aabbbttcc  vi  bilden,  beachte  man,  daß  man  «mächst 
8* 

^7—-,  ~  280  mit  a  beginnende  Peimntationen  hat,  nach  deren  Abrechnung  man 

8l 

noch  die  972  te  der  folgenden  suchen  muÄ.    Dagegen  gibt  es  t^ToT  j T  ~ 

mit  ö  beginnende,  uud  nach  Abrechnung  dieser  ist  noch  die  ä.'>2  te  der 
folgenden,   also    der   mit  c   beginnenden   Permutationen   zu   ermitteln.  Nach 

71 

Streichung  eines  c  hat  man  —      =  140  mit  a  beginnende  Pennutatioaen  ab- 

31  91  >^  ] 

zttsiehen,  dann  von  den  412  folgenden  — .    .   .-  —  210  mit  i  beginnende,  so 

daß  nach  Streichung  eines  weiteren  c  die  202  te  Permntation  der  übrigen  £le> 

G ! 

mente  zu  ermitteln  ist.  Iii  gleicher  Weise  hat  mau  miu         ==  60  ;  202  —  60  =  142; 

6l  fit  51 

»-90:  142  — 90»o2;  femer  ^»20;  52  — 20  =  32;  xr^ri  — 30; 


2I.2I.2I  ™     -v-M-,  .«-«gj-^v,^-  *.v-v,«. 

32 —  80  =  2.    Die  gesuchte  Permutation  ist  also  c  c  c  c  ab  ab  b . 

Soll  umgekehrt  crniitt' It  werden,  die  wievielte  Permutation  »'ine  i:;ei;ebene 
ist,  so  hat  man  in  umgekehrter  Weise  zu  verfahren.  Wird  z.  B.  geiragt,  die  wie- 
vielte Permutation  4317502  von  1234">67  sei,  so  gehen  der  gesuchten  drei, 
besfigltch  mit  1,  2,  3  beginnende  Gruppen  von  je  6l  Permntationen  voraas.  Nach 
Streichung  der  4  gehen  der  Permutation  31 7 .'162  von  123567  noch  zwei  Gruppen 
von  je  r»!  Permntationen  voraus.  Ebenso  erhält  man  weiterhin  keine  voran- 
gehende Gnippe  mit  4!,  drei  mit  U!,  eine  mit  2!  Permutationen,  und  die  ge- 
suchte ist  die  zweite  der  folgenden,  also  im  ganzen  die  3*6l-f'2*5l-i-3*3t 
21  +  2  B  2422te.    Um  ebenso  sn  bestimmen,  die  wievielte  Pennutation 


c  b  a  b  (i  b  von  aabbbc  sei,  hat  man  .^^  mit  a  untl         .^j  mit  b  beginnende  Per- 


31 


mutationen  vor  den  mit  c  anfangenden,  dann  nach  Streichung  des  c  noch 

2! 

mit  a  anfangende,  weiterhin  entsprechend      vorbeigehende,  und  die  gesuchte  ist 

also  d.e  -  +  __+-  +  ^j  +  l  =  5bte. 

4.  .\uüer  der  im  vorstehenden  angewandten  (^rdnungsvetse  der  Perrautationen 

ist  noch  eine  andre  von  Interp?!?!e,  bei  der  iede  Permntation  atis  der  ihr  zniiärhst 
vorhergehenden  durch  Vertatisehung  der  .Stellen  von  uur  zwei  Elementen  abgeieiiet 
werden  kann.    Sind  uämhch  zwei  Elemente  a,  b  gegeben,  so  (iudet  überhaupt  uur 
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eine  «?olchc  Vertauschunp  statt;  bei  drei  Elementen  bildet  man  ans  der  ersten 
Permutation  abc  zunächst  die  zweite  durch  \  erianschung  der  beiden  letzten 
Elemente,  iäfit  dann  in  dieser  zweiten  acb  behufs  Bildung  der  dritten  das 
Anfangsglied  a  seine  Stelle  mit  b  tauschen  nnd  vertauscht  darauf  wieder  \xl  kcü 
die  beiden  letzten  Elemente.  Endlich  läüt  man  in  der  so  (i^ewonneoen  Per- 
mutation hiic  wiednr  das  jetzige  Anfantrsplicfl  /'  mit  c  die  Stelle  wechseln  und 
leitet  aus  cab  durch  V'ertauschung  der  beiden  letzten  Elemente  noch  die  letzte 
Peimutation  eba  9b, 

Bei  vier  Elementen  abed  läßt  man  «mächst  die  auf  das  Anfsngsglied  a 
folgenden  drei  Elemente  auf  die  eben  aiii,'t'^cbene  Weise  alle  möglichen  Per- 
mutationen «nter  sich  m.irhi'n:  in  der  Ictztrn  dieser  Permutationen  a  d c  h  läßt 
man  nun  das  Antangselemeni  <i  mit  dem  nächsten  b  der  natürlichen  Reiheniolge 
die  Stelle  tauschen  und  dann,  indem  man  h  als  Anfangsglied  beibehält,  zunächst 
wieder  die  folgenden  drei  Elemente  in  der  oben  angegebenen  Weise  alle  mög- 
lichen Versetzungen  einc^ehrn.  Darauf  vertauscht  man  in  di-r  letzten  der  bis  dahin 
tiehildeten  Permutationen  wieder  b  mit  c  und  falirt  in  dieser  Wei<?e  fort,  bis  iedes 
der  vier  Klemenie  auf  alle  möglichen  Arten  die  erste  Stelle  eingeuomiueii  liai. 

Man  sieht  nun,  wie  man  in  gleicher  Weise  die  Permutationen  von  fünf 
Kiementen  mit  Hilfe  de«  Verfahrens  bei  vier  £lf»menten  nnd  so  allgemein  die 
Permutationen  von  n  Elementen  bilden  kann. 

Je  zwei  beliebige  Elemente,  die  aus  einer  Komplexion  herausj^enommen  und 
in  derselben  Reihenfolge  nebeneinander  gestellt  werden,  in  der  sie  iu  jeuer 
Komplexion  aufeinander  folgen,  bilden  ein  Elementenpaar.  Jedes  Elementen- 
paar einer  Komplexion,  in  dem  ein  höheres  Element  einem  niedrigeren  voraus- 
u'f'ht.  bildet  eine  Inversion.  So  hat  die  Komplexion  .'3121  die  Elementen- 
paare 53,  54,  ö'i,  r>l,  34,  32,  31,  42,  41,  21;  von  diesen  bilden  53,  54,  52, 
51,  32,  31,  42,  41,  21  Inversionen.  D^egen  hat  die  Komplexion  12453  nur 
die  Inversionen  43,  53* 

Vertauscht  man  in  einer  Komplexion  zwei  Elemente  *  miteinander  und 
bezeichnet  A  die  Gruppe  der  Elemente,  die  diesen  beiden  voranscfehen ,  B  die 
Gruppe  der  zwischen  ihnen  stehenden  und  C  die  Gruppe  der  nachioigenden 
Elemente»  sind  also 

ArBsC  und  AtBrC 

die  beiden  Komplexionen  und  sei  femer  s  höher  als  r,  so  kann  bei  der  Ver- 

tauschuntr  von  r  und  s  nur  dir  Gruppe  B  .\nlaß  zu  einer  Anderantj  der  Anzahl 
der  Inversionen  pehen,  denn  .-/  und  C  bleiben  sowohl  zu  r,  als  zu  s  in  derselben 
Stellung  in  Betretl  des  Vorausgehens  oder  des  Naciifolgens.  Enthält  nun  die 
Gruppe  i^  a  Elemente,  die  niedriger  als  r  sind«  ß  Elemente,  die  zwischen  r  und  s 
in  der  natürlichen  Reihenfolge  Stehen  und  y  Elemente,  die  höher  als  t  rind,  SO 
fallen  bei  der  V' ertauschunp  von  r  nnd  s  zunächst  a  ■\-  y  Inversionen  weg,  das^egen 
entstehen  dadurch,  daß  r  hinter  ß  y  höhere  Elemente  tritt,  ß  -\-  y,  und  dadurch, 
daß  s  vor  a  -\-  ß  niedrigere  tritt,  a  ß,  endlich  durch  die  Vertauschung  von  r 
und  /  selbst  noch  eine,  im  ganzen  also  a  +  2/?-Hy-|-l  Inversionen  mehr,  und 
die  Gesamtzahl  der  vorhandenen  Inversionen  ändert  sich  also  um 

also  um  eine  ungerade  Zahl.  Für  diese  ist  es  selbstverständlich  gleichgfllitg, 
welche  der  beiden  Komplexionen  als  die  nrq>rQngltche  angenommen  wird,  und 
es  gilt  domnarh  der  Satz: 

Vertauscht  man  in  einer  Komplexion  zwei  Elemente  miteinander, 
so  ändert  sich  die  Anzahl  der  Inversionen  um  eine  ungerade  Zahl. 

Bildet  man  also  die  Permutationen  gegebener  Elemente  auf  die  zweite  an- 
gegebene Weise,  so  ist  die  Anzahl  der  Inversionen  in  ihnen  abwechselnd  gerade 
und  ungerade. 


Digitized  by  Google 


1^40  Arithmetik  uud  Algebra.  §  2d 

AUgemeiner  ergibt  sich  hieraus:  Zwei  Penoatationen ,  die  sich  auseinander 

(]urt  li  eine  gerade  Anzahl  von  Vertansrhnntren  je  zweier  Elemente  ablritnn  lassen, 
haben  entwerlfr  beide  eine  gerade  oder  beide  eine  ungerade  An/.ahi  von  In- 
•  Versionen;  von  zwei  Permutationen  dagegen,  die  sich  auseinander  diuch  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Vertauschungen  je  zweier  £lemente  ableiten  lassen,  hat  stets 
die  eine  eine  gerade,  die  andre  eine  nngeiade  Ansaht  von  Invemonen. 

^I.m  teilt  dir  Perrnntationen  cetrebener  Elemente  in  zwei  Klassen  und  rrrhii»*t 
in  die  erste  alle  die  Permutationen,  die  eine  gerade,  in  die  zweite  alle  die,  die 
eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  haben. 

Demnach  gehören  zwei  Permutationen  derselben  Elemente»  derselben  Klasse 
oder  verschiedenen  Klassen  an,  je  nachdem  sie  sich  auseinander  durch  eine  gerade 
oder  durch  rine  ungerade  Anzahl  von  \'iTtans("hiin£:;(Mi  jr  zweier  Elemente  ab- 
leiten lassen.  Die  in  der  zweiten  der  oben  angegebenen  Weisen  geordneten 
Permittationen  gehören  abwechselnd  verschiedenen  Klassen  an.     Beide  Klassen 

enthalteD  jedesmal  glcichviele  Permutationen,  nämlich  3<4*0...ff  — 


g  29.    Kombinationen  nnd  V^ariationen. 

1.  Wird  von  n  gegebenen  Elementen  eine  .\nzahl  Jk  auf  alle  möglichen 

Arten  heraiispenommen  und  zusammengesitellt.  so  jedoch,  dali  nur  die  versrhiedene 
Auswaiil  der  Elemente  und  nicht  ihre  Stellung  gegeneinander  in  Betracht  kommt, 
so  heiUen  die  entstehenden  Komplexioneu  Kombinationen  von  n  Elementen 
tut  Klasse  Jt. 

Komplexionen,  die  dieselben  ausgewählten  >&  Elemente,  jedoch  in  ver- 
schiedenen Reihenfolijen  enthalten,  ^;elteii  demnach  nur  als  eine  einziire  Kom- 
bination. Da  man  hiernach  bei  Auisteilung  der  Kombinationen  jedesmal  die 
Wahl  zwischen  den  verschiedenen  m5glidi^  Reihenfolgen  hat,  so  pflegt  man 
diejenige  zu  nehmen,  welche  die  Elemente  in  ihrer  natürlichen  Rethenfolge  enthält 

Wird  dagegen  nicht  nur  eine  .Anzahl  k  von  »  Elementen  ausgewählt,  sondern 
auch  jede  verschiedene  Anordnung  derselben  ausgewählten  Elemente  als  eine  neue 
Kompiexiou  betrachtet,  so  erhält  man  die  Variationen  von  a  Elementen 
zar  Klasse 

Man  nnteracheidet  ferner  Kombinationen  und  Variationen  mit  nnd  ohne 

Wiederholung,  je  nachdem  es  gestattet  oder  verboten  ist,  ein  und  dasselbe 
Element  in  derselben  Komplexion  wiederholt  zn  setzen. 

Beispielsweise  sind  von  den  vier  Elementen  ab  cd 
die  Kombinationen  ohne  Wiederholnngen  zur  dritten  Klasse: 

abct  abd^  aedf  bedt 

die  Kombinationen  mit  Wiederholnngen  zur  dritten  Klasse: 

aaa,  aab,  aatt  aad,  abb,  abe,  abd,  acc,  acd,  addt 
bbbf  bb€t  bbdt  bctt  bedi  bddt  ccCt  ccdt  cddt  ddd, 

die  Variationen  ohne  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

abci  abd,  acb,  acdt  adb,  ade,  bac,  bad^  hca,  bcd,  bda,  bdc, 
cabt  eadt  cba,  ebd,  cda,  cdb^  dab*  dae,  dba*  dbCt  dca,  dcb^ 

die  Variationen  mit  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

aaa,  aab,  aae,  aad,  aba,  abb,  abe,  abd,  aca,  aeb,  acc,  acd, 

ada,  adh,  ade,  add,  baa,  bab,  bac,  bad,  bba,  bbb,  bbc,  bbd, 
bca,  beb,  bcc,  bcd,  bda,  bdb,  bdc,  bdd,  caa,  cab,  cac,  (ad, 
cba,  ebb,  cbc,  cbd,  cca,  ccb,  ecc,  ccd^  cda,  cdb,  cdc,  cdd, 
daa,  dabt  dac,  dad,  dba,  dbb,  dbc,  dbd,  dca,  dcb,  dcc,  dcd, 
dda,  ddb,  ddc,  ddd. 
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Als  Bildungagesetse  iflr  diese  vier  Arten  von  Komplezionen  kann  man  folgende 

auistellon : 

Für  die  Kombinationen  von  «  Elementen  zur  Klasse  k  ohne  Wieder- 
holung beginne  man  mit  den  k  ersten  Elementen  der  natürlichen  Reihenfolge 
und  ersetee  daa  am  weitesten  nach  rechts  stehende  Element,  das  noch  erhöht 
werden  kann,  nach  und  nach  durch  jedes  der  höheren  Elemente  and  fahre  nach 
dieser  Regel  fort,  indem  man  br-i  jeder  Erhöhunii  pines  F.lcinrntcs  die  links  von 
ihm  stehenden  Elemente  unverändert  läßt  und  rechts  die  zunächst  folgeudt-u 
höheren  Elemente  in  ihrer  uatürUchen  Reihenfolge  setzt.  —  Bei  der  Erhöhung 
eines  Elementes  ist  su  beachten,  da6  eine  hinreichende  Anzahl  höherer  Elemente 
zur  Besetzung  der  noch  folgenden  Stellen  vorhanden  bleiben  muß. 

Bei  diesem  Verfahren  nimmt  jedes  der  n  —  >t  -j-  ^  enten  Elemente  nach 
and  nach  die  erste  Stelle  ein,  in  jedem  dieser  Fälle  folgt  dem  zuerst  gesetzten 
Elemente  jedes  der  höheren  Elemente,  soweit  ihre  Anzahl  zur  Besetzung  der 
Stellen  hinreicht,  an  zweiter  Stelle  u.  s.  w. 

Um  die  Kombinationen  von  n  Elementen  zur  Klasse  k  mit  Wieder- 
holung zu  bilden,  beginne  man  damit,  das  erste  Element  k  mal  zu  setzen  und 
verfahre  dann  wie  vorher,  mit  dem  Unterschied,  daß  aul  jedes  Element  nicht  bloü 
ein  höheres,  sondern  auch  jenes  selbst  wiederholt  folgen  kann. 

In  Betreff  der  Variationen  von  n  Elementen  zur  Klasse  k  kann  man 
in  ähnlicher  Weise  wie  vorher  verfahren,  hat  jedoch  zu  beachten»  daß  auf  ein 
gesetztes  Element  auch  jedes  der  niedrigem  folgen  kann.  Man  setzt  also  jedes 
der  n  Elemente  einmal  an  die  erste  Stelle,  darauf  bei  Variationen  ohne  Wieder- 
holung jedes  det  «  —  1  übrigen  der  Reihe  nach,  bei  Variatioiien  mit  Wieder- 
holung jedes  der  n  Elemente  überhaupt  je  einmal  an  die  zweite  Stelle,  dann  in 
jedem  der  so  erhaltenen  Fälle  wieder  jedes  der  «  —  2  übrigen,  weiter  jedes  der 
n  Elemente  der  Reihe  nach  an  die  dritte  Stelle  u.  s.  f.  bis  zur  y^-ten  Stelle. 

Man  sieht  ein,  dali  man  die  Variationen  von  «  Elementen  mit  oder  ohne 
Wiederholuf^^  zoi  Klasse  k  auch  aus  den  entsprechenden  Kombinationen  ableiten 
kaim,  indem  man  jede  Kombination  auf  alle  mögliche  Arten  permutiert.  Die 
^'ariationen  von  //  Element(*n  ohne  Wiederholung  zur  Klasse  n  sind  identisch  mit 
den  Permntationen  dieser  Klemente. 

2,  L>ie  Anzahl  der  Komplexiouen  ergibt  sich  in  den  einzelnen  Fällen  wie  folgt: 

Da  bei  den  Variationen  mit  Wiederholung  jedes  der  n  Elemente  an 
erster  Stelle,  in  jedem  dieser  n  Fälle  wieder  jedes  der  n  Elemente  an  zweiter 
Stell«  stehen  kann  ii.  s.  w.,  SO  ist  die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung 
zur  Klasse  k  gleich 

«*  . 

Bei  Variationen  ohne  Wiederholung  kann  auf  das  erste  Element  in 
jedem  einzelnen  Falle  nur  jedes  der  «  —  1  übrigen  an  zweiter  Stelle,  dann  ent- 
sprechend jedes  der  n  —  2  übrigen  an  dritter  Stelle,  folgen,  u.  s.  w.  Daher  Ist 
ihre  Anzahl  zur  Klasse  k  gleich 

n\ 

1)  («  —  2). .  .(ü  —  ^  -H)  ^  («  —  * 

Die  .\nzahl  der  Kombinationen  von  n  Elementen  zur  Klasse  k  er- 
gibt sich  aus  der  .\nzahl  der  \'ariationen  derselben  Klemente  y.w  liersellien  Klasse, 
indem  man  sie  durch  die  Anzahl  der  Permutationen  von  X' Elementen  dividiert; 
also 

!)(»— 2)...(if  — 
1-2     .     3      ...       k  («  — ^)UI 

Für  die  Kombinationen  mit  Wiederholung  läBt  sich  das  eben  benutzte 
Verfahren  nicht  anwenden,  da  die  Anzahl  der  Permutationen  für  jede  nicht  die 
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gleiche  ist,  sondern  beispielsweise  für  aaa  nur  gleich  1,  für  aab  gleich  3,  für 
abc  gleich  6.  Man  denke  sich  für  diesen  l'all  die  sfimtlichen  Kombinationen 
der  Elemente  1,  2,  3  deren  Anzahl  i,'tsucht  wird,  der  Reihe  narli  hin- 

geschrieben, erhöhe  sodann  in  jeder  da^s  an  zweiter  Stelle  stehende  Element 
am  1|  das  an  dritter  Stelle  stehende  mn  2,  u.  s.  f.  bis  so  dem  an  jl-ter  Stelle 
stehenden»  das  nm  k  —  1  erhdht  wird.  Man  erhält  so  die  gleiche  Anzahl  neuer 
Komplexionen  und  zwar  von  «  —  1  Elementen.  Da  nun  jedes  folgende 
Element  in  jeder  einzelnen  Kombmation  um  mehr  als  das  vorhergehende  erhöht 
warde,  so  kann  in  den  neuen  Komplexionen  niemals  ein  niedrigeres  Element  auf 
ein  höheres  nnd  es  kann  auch  niemals  dasselbe  Element  wiederholt  vorkommen, 
denn  andemfadb  mflBte  die  nrsprflngliche  Komplexion  keine  natürlich  geordnete 
Kombination  irewesen  sein.  Die  neuen  Komplexinnen  sind  also  Kombinationen 
der  n  -\-  k  —  1  Elemente  ohne  Wiederholung.  Endlich  müssen  diese  vollständig 
vorhanden  sein,  denn  fehlte  einet  so  denke  man  sich  in  dieser  fiHilenden  Kom- 
plexion wieder  die  an  sweiter,  dritter,  u.  s.  w.  bis  ^-ter  Stelle  stehenden  Elemente 
nm  1|  2  .  >  .  bis  —  1  erniedrigt;  offenbar  muß  hierdurch  umgekehrt  eine  der 
Kombinationen  der  gegebenen  //  Elemente  ohne  Wiederholung  entstehen,  und  es 
müßte  demnach  diese  auch  ursprünglich  gefehlt  haben.  Somit  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Ansaht  der  Kombinationen  von  Elementen  rar  Klasse  k  mit  Wieder- 
holung ist  gleich  der  Ansahl  der  Kombinationen  von  m-\-  k  —  1  Elementen  sur 
Klasse  k  ohiif  Wifd^rholnn«;. 

Bestimmt  man  diese  nach  der  vorigen  Formel,  so  erhält  man  auch  für  diese 
Anzahl 

(ff  -f  ^  —  1)    -t-  ^  —  2)  •  •  •  ("  +  ^  —  1  —  ^  +  1) 
1.2...  * 

oder 

\       k      }      1.2     .     3      ...  k 

Fragt  man  betspiebweise,  anf  \vi<>viete  Arten  52  Karten  sich  so  unter  vier 
S])iplr»r  vortr-ilni  hxsr^en ,  daö  jeder  18  Karten  erhält,  so  hat  man  zunächst  die 
Anzahl  der  Kombinationen  von  52  Elementen  zur  IHten  Klasse  ohne  Wieder- 
holung zu  bestimmen.  Diese  ergibt  sich  zu  635013  550600.  Erhält  der  erste 
Spieler  eine  dieser  Kombinationen,  so  kann  der  sweite  jedesmal  noch  jede  der 
Kombinationen  der  übrigen  30  Karlen  zur  1 3  tf-n  Klasse  ohne  Wiederholung  er- 
h.ilii  ii.  (leren  Anzahl  812i?  J'i'M  1  beträgt.  Femer  kann  in  jedem  der  hierbei 
moghchen  Fälle  der  dritte  Spieler  jede  der  Kombinatiooen  der  26  übrigen  Ele- 
mente aor  13ten  Klasse  ohne  Wiederholung,  deren  Anzahl  10  400600  beträgt, 
erhalten.  Der  vierte  Spieler  erhalt  dann  in  jedem  der  möglichen  Fälle  die  noch 
übrigen  13  Karten.  Die  Gesamtzahl  aller  möglichen  Verteilungsweisen  ist  also 
gleich  dem  Produkt  der  vorstehend  ermittelten  drei  Anzahlen,  oder  gleich 

—  53644  737 7U5  48S792  839237  440000  . 

Bei  dem  MoRSEschen  elektrischen  Telegraphen  wird  d.is  ganze  Alphabet 
(liirrh  Znsnmm»*n<;tf*l!)ing  von  Strichen  und  Punkten  gebildi-r.  l'raet  man  nun, 
wieviele  verschiedene  Zeichen  sich  durch  die  Zusammenstellungen  von  höchstens 
vier  Strichen  und  Punkten  zu  je  einem  Zeichen  bilden  lassen,  so  hat  man  die 
Anzahlen  der  Variationen  von  swei  Elementen  mit  Wiederholung  sur  ersten, 
aweiten,  dritten  und  vierten  Klasse  an  addieren.   Die  gesuchte  Zahl  ist  also  gleich 

2«  -H  2«  +  2»  +  2*  =  . 

Es  kann  femer  bei  den  Kombinationen  und  Variationen  gegebener  Elemente 
(estgesetzt  werden,  daß  die  einzelnen  Elemente  nicht  nnbeschränkt  wiederholbar 
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sind,  sondern  daß  für  jed»'s  nur  eine  bestimmte  Anzahl,  z.  B.  für  das  erste  a, 
für  das  zweite  ß,  ii.  s.  w.  Wicdcrholunefn  •.'»"strittet  srin  sollen.  F.<?  kann  ferner 
vorgeschrieben  werden,  daß  die  äu  bildenden  Komplexionen  der  durch  Zahlen 
dargestellten  Elemente  eine  bestimmte  Samme  dieser  Zahlen  geben,  oder  dalS  die 
einzelnen  Elemente  mit  gleichen  Differensen  der  aafeinander  folgenden  fortschreiten 
sollen  u.  dgl.  m.  In  derartigen  Fällen  wird  man  leicht  nach  Analogie  der  im 
vorhergehenden  cnt(\'ickpl(pn  Mpthoden  die  einzelnen  Komplexionen,  in  gesetz- 
mäßiger Weise  aufstellen  und  abzählen  kuimeu. 


§  30.  Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 

1,  Unter  mathematischer  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  ver- 
steht man  das  \'erhältnis  der  Anzahl  aller  diesem  Ereignis  gflnstigen  zur  Anzahl 
aller  überhaupt  möglichen  Fällo. 

So  isi  z.  13.  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  Würfel  einen  bestimmten  Wurf 
zu  werfen,  gleich  denn  anter  den  G  fiberhanpt  möglichen  Würfen  ist  ein  ein- 
ziger dem  Eintreffen  des  verlangten  Ereignisses  günstig.  Die  Wabfscheinlichkeit, 
aas  einem  Spiele  von  52  Karten  ein  Aß  SD  ziehen,  ist  =  da  nnter  52 
m^lichen  Fäll<^n    t   'jnnstic«-  sind. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  wird  liiernach  durch  einen  echten 
Bmch  angeoeben.  Ist  kein  Fall  dem  Ereignis  günstig,  das  Ereignis  also  nn- 
mö glich,  so  erhält  man  für  die  Wahrscheinlichkeit  den  Wert  Null,  sind  alle 
möglichen  Fälle  zugleich  günstig,  das  Ereignis  also  gewiß,  «o  wird  die  Wahr- 
scheinlichkeit gleich  1.  Sind  ebensoviel^  l'"äUe  einem  Ereignis  günstig  als  un- 
günstig, SU  ist  seine  Wahrscheinlictikeit  gleich  |,  in  diesem  Falle  würde  das 
Eintreffen  des  Ereignisses  zweifelhaft  sein.  Ist  die  Wahrscheinlichkeit  größer 
als  1 ,  so  würde  der  gewöhnliche  Sprachgebrauch  das  Eintreffen  des  Ereignisses 
als  w  .1  h  r  s  I  Ii  I' i  II  1  i  (  Ii ,  ist  sie  kleiner  als  j, ,  so  würde  man  dieses  EnM\'iiis  als 
u  n  \v  ;i  h  r  s  r  h  I' i  Fl  1  i  c- Ii  bt^zeichnen.  Es  kommt  also  i^flem  Errifjnjs  und  sei  es  noch 
so  unwalirschcinlurli,  eine  gewisse  mailK-uiatiscne  Wahrsciieinlichkeit  zu- 

Entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  nennt  man  die 
Wahrscheinlichkeit  für  sein  Nicht-Eintreten.  Diese  wird  durch  einen  Bruch  an- 
gegeben, (Icssrii  Z  ihler  die  Anzahl  der  ungünstigen,  und  dessen  Nenner  die  An- 
zahl der  rnögiiciien  l  alle  ist.  Ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  gleich  7i', 
so  ist  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  gleich  1  —  7i'.  Zuweilen  berechnet 
man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  am  beqnemsten  aus  der  entgegen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit.  Wird  z.  H.  nach  der  Wahrsch(Mnlichkeit  gefragt  bei 
dreimaligem  .\Hfwrrfr;i  dw  Münz-tiickes  wenl_'strns  einmal  Schrift^  zu  werfen, 
so  sind,  da  jeder  drr  bfiden  inoghchen  Falle  eines  Wurfes  mit  jedem  Fall  der 
übrigen  Würfe  zusammentreffen  kann,  2  •  2  •  2  -  8  F'älle  möglich.  Unter  diesen 
ist  nnr  einer  ungunstig,  also  ist  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  -j^,  und 
daher  die  gesuchte  1      i  ^  ; . 

2.  Die  Berechnung  der  .i!ir.srlu  i;;Iichkeit  eines  F.reiirnisses  erfordert  behuls 
der  Bestimmung  der  Anzahl  der  mögliclien  und  der  gunstigen  Fälle  meist  die  An- 
wendung der  Kombinatorik.  Sie  kann  bei  zusammengesetzten  Aufgaben  nicht 
selten  dadurch  erleichtert  werden,  daß  das  Ereignis  in  mehrere  einzelne  Ereignisse 
/erlegt  wird.  Es  seien  zunächst  unter  n  möglichen  Fällen  a  einem  Ereignis, 
d  davon  verschiedene  einem  zweiten  Ereignis,  wieder  £  andre  einem  dritten  Er* 

eignis  u.  s*  w.  günstig,  also  -  ^  ,       ~  «   ^'  ^  ^'  Wahr- 

scheinlichkeiten dieser  einzelnen  Ereignisse,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  von 
den  letzteren  irgend  eines,  also  entweder  das  eine  oder  das  andre  eintrete, 


.  j     . :  y  Google 


1  1 1  Arithmetik  und  Algebra.  §  30 

gleich   *  —  ,    oder  es  ist  die  totale  Wahncheinlichkeit  gleich 

+      +  f^H  +  •  •  •  •  gleich  der  Summe  der  partiellen  Wahrscheinlichkeiten. 

So  ist  z.  B.  dit*  Walirsclu'inlichkeit  mit  zwei  Wurfein  «mihmi  Pasrh  zu  urrfen, 
da  unter  0  •  «!  möglichen  riilli  n  V,  cünstijje  sind,  7t',  —  }  '.  di<'  WahrsclH-inlichkeit 
mit  derselben  Auzahl  von  Wurtein  zwei  aufeinander  iolyi-nde  Zahlen  zu  werfen, 
ist  «la  die  zehn  Würfe  12,  23,  34,  45,  56,  21,  32,  43,  54,  05  günsiij; 

sind.  Die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  Wurfe  entweder  einen  Pasch  oder  zwei 
aufeinander  foljjendc  Zahlen  zu  werfen,  ist  also  7«:' =  ,^   |  ,\ 

Wird  da^e^en  nach  d<'r  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  mit  zwei  Würfeln  »-nt- 
weder  einen  l'ajich  oder  die  Summe  S  zu  werfen,  so  sind  die  partiellen  Wahr- 
scheinlichkeiten «/^  l ,  =  -r^'f^ ,  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  jedoch 
nicht  gleich  ^  +  >tV  ^  sondern  nur  gleich  da  der  Wurf  44  beiden  £r- 
eignisseti  günstig  ist  und  dahi^r  bei  der  ersten  Rechnung  doppelt  gezählt  sein  würde. 

Wird  dagegen  die  Wahrscheinlichkeit  gesucht,  daß  von  zwei  Ereignissen, 

deren  Wahrscheinlichkeiten  einzeln  Wj  c=  _ ,  «/,  =  —  seien,  sowohl  das  eine 

V  a 

als  anch  das  andre,  dafi  also  beide  gleichzeitig  oder  auch  in  bestimmter 
Reihenfolge  nacheinander  eintreten,  so  sind  b  •  d  Fälle  möglich,  da  jeder  bei 

dem  einen  F.rriL;riis'  tnöi^liriii*  I'nll  mit  it  dcm  von  den  b<M  drm  andern  möglichen 
zusammentrerten  kann.  Lbenso  kann  jeder  der  a  günsligcu  Fälle  des  einen  mit 
jedem  der  c  günstigen  des  andern  zusammcntrctfcn;  die  Auzahl  der  überhaupt 
günstigen  Fälle  ist  also  und  mithin  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gleich 
ac 

—  oder  gleich  •  7t'.,.  Man  kann  diesen  SciiliiLl  kiclu  lul  drei  od<  r  mehr 
p  ä 

einzeln«'  l'reignisse  ausdehnen.  Die  so  gefundene  Wahrscheinlichkeit  in  iUt  aus 
den  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten  zusammengesetzt.  Es  gilt  also  der  Satz: 
Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  mehrerer  Ereignisse  ist 
gleich  dem  Produkt  der  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten. 

Wird  z.  R.  nicht  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  mit  zwei  Würfeln  ent- 
weder einetT  Pnsrh  odr-r  zwei  aufeinander  folgende  Zatil^n  /ii  werfen,  sondern 
nach  der  Wahrscheinliclikeit,  mit  dem  ersten  Wurf  einen  Pasch,  und  darauf  noch 
mit  dem  zweiten  Wurf  zwei  aufeinander  folgende  Zahlen  zu  werfen,  so  ist  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ^  ■-fV  =  T^7*  ^  dabei  die  Reihenfolge  der  beiden 
Würfe  nicht  bestimmt,  so  ist  die  gefundene  Zahl,  da  Zwei  verschiedene  Reihen» 
folgen  möglich  sind,  noch  mit  2  zu  multiplizieren. 

Die  Wahrsclieinlichkeit,  aus  einer  Urne,  die  drei  weibe  und  vier  schwarze 
Kugeln  enthält,  mit  dem  ersten  Griff  eine  weiße  und  darauf,  nachdem  diese 
wieder  hineingelegt  worden  ist,  mit  dem  zweiten  C]ritl'  eine  schwarze  Kugel  zu 
/;rh'ri,   i^t  } .     Dagegen   ist  die   Wahrscheinlichkeit,   wenn   mit  einem 

<irift  zwei  Kugeln  zugleich  herausgenommen  werden,  dnO  •^'w  <>tne  schwarze  und 
eine  weiüe  seien,  gleich  i,  denn  unter  den  möglichen  21  Kombinationen  der 
Hieben  Kugeln  zu  zweien,  sind  zwölf  Kombinationen  günstig.  Diese  Wahrschein- 
lichkeit ist  dieselbe  wie  (li(>,  daß  bei  zwei  aufeinander  folgenden  Gritl'  n  < 
weiße  und  eine  schwarze  Kn-el  cf'^zogen  werde,  wctiti  die  .f/rr^-ene  Kugel  nii  hi 
wieder  hineingelegt  wird  unci  die  Reihenfolge  der  beiden  Kugi'ln  nicht  bestiuirtii 
isl.  Man  kann  in  diesem  Falle  auch,  wie  folgt,  rechnen;  Die  Wahrscheinlich- 
keit, zuerst  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen,  ist  1 ;  die  Wahrscheinlichkeit,  darauf 
(  ine  weiße  zti  ziehen,  ist,  da  die  Anzahl  der  Kugeln  jetzt  nur  noch  sechs  be- 
iriigt:   ;! :  die  Wahrsch«Mnliclikeit,  dali  beides  ueschehe,  ist  also  1  •  '•  !'"»'ni<T 

ist  die  Wahrscheinlichkeit,  beim  erstenmal  eine  weiße  und  beim  zweitenmal  eine 
schwarze  Kugel  zu  ziehen,  entsprechend  j  ;  ^  —  l.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dall 
das  Ereignis  entweder  in  der  einen  oder  in  der  andern  Reihenfolge  eintrete,  ist 
alKO  *  —  J  =  i . 
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Werden  die  sieben  Kugeln  in  zwei  Urnen  verteilt»  so  daß  die  eine  zwei 
weiße  und  zwei  schwane,  die  andre  eine  weiße  und  zwei  schwane  Kugeln  ent- 
hält, so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  weiße  Kugel  zu  ziehen,  nicht  mehr  wie 

vorher  gleich  5,  sondern  gleich  ,V,  denn  die  Wahrscheinlichkeit,  in  die  erste 
l'me  zn  trrrifrn,  ist  gleich  \,  die  Wahrscheinlirhkett,  aus  dieser  eine  weiße  KIle^■! 
zu  ziehen,  gleich  ■[  =  i,  also  die  Wahrscheinlichkeit,  in  die  erste  Urne  zu  greifen 
nnd  dann  ans  ihr  eine  weiße  Kuf^el  zn  ziehen,  gleich  i  •  i  -  |  •  in  gleicher 
Weise  ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  in  die  zweite  Urne  zu  greifen  und  dann 
aus  ihr  t>inp  wfiß*-  Kugel  zu  ziehen,  •  i.  =^  i, .    Die  Wahrscheinlichkeit, 

daß  t  iitwrdi  r  (las  eine  oder  das  andre  grsciteiie,  ist  also  gleich  J  -f-  •  F-brnso 
findet  man  lür  dieses  Beispiel  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  schwarze  Kugt-l  zu 
ziehen,  gleich  und  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zwei  Griffen  hintereinander 
»leist  eine  weiße  und,  nachdem  diese  wieder  in  ihre  Urne  zatückgelegt  worden, 
dann  eine  schwarze  Kugel  zu  zirfi.'ii.  L'l''i(  h       •       ^  . 

Liegt  in  der  t-inen  Urne  nur  ein»'  schwarze  Kugel,  liegen  in  der  andern 
also  drei  weiße  und  drei  schwarze,  so  hat  die  erste  Kugel  durch  diese  Ver- 
teilung für  sich  allein  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit»  gezogen  zn  werden,  wie 
die  sechs  andern  zusammen;  die  Wahrscheinlichkeit,  hier  eine  schwarze  Kugel  zu 
ziehen,  ist  daher  \  -i  die  Wahrschcinliclikcif,  eine  w«m'U»*  zu  ziehen,  nur  }  . 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  daß  umgekehrt  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
einzelnen  Ereignisses  mittels  der  bekannten  totalen  oder  zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit,  oder  daß  die  Anzahl  der  einzelnen  Ereignisse  gesucht  wird. 
Man  hat  in  solchen  Fällen  nur  die  betreffende  Gleichung  au!  die  gesachte  Un- 
bekannte aufzulösen. 

Wird  z.  B.  getragt,  wie  olt  mit  zwei  Würfeln  geworfen  werden  müsse,  damit 
die  Wahischemlichkeit,  zwei  Sechsen  zu  werfen,  größer  werde,  als  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Gegenteils,  so  hat  man  folgende  Auflösung:  Bei  zwei  Würfeln 
sind  G  •  G  Fälle  möglich  und  dem  v<'rlangten  F.reignis  ist  nur  einer  günstig.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  dieses  Krfirrnis-  in  x  Würffii  wfni'jsffns  «*inmal  eintrete, 
ist  dif  entgegengesetzte  Wahrschriülit  likeit  dafür,  daü  x  mal  hintereinander  das 


Gegenteil  eintrete,  also 


.  Diese  Wahrscheinlichkeit  soll  kleiner  sein  als  die 


erste,  mithin  auch  <^  sein.    Aus  der  Gleichung 

würde  folgen  x  —  24,6.    Also  muß  jt:>  24,6,  mithin  mindestens  gleich  25  sein. 

Da  die  Wahrschc^inlichkeiten  echte  Brfu  Im-  sind,  so  folgt,  daß  jede  zusanunen- 
»PSPtzto  Wahrscheinlichkeit  kleiner  ist,  als  tf«!«'  der  einzelnen  Wahrscheinli«  likriten 
und  daß  die  erste  überhaupt  mit  der  zunehmenden  Anzahl  der  Ereignisse  abnimmt. 

S.  Schon  in  den  vorhergehenden  Beispielen  sind  einige  besondere  Fälle 
der  Wahcscheinlichkeitsrechnang  vorgekommen: 

So  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  dasselbe  F.reignis,  dessen  W^ahrscheinlich- 
keit  gleich  7*'  ist,  //mal  nacheinander  eintretfe,  falls  die  Anzahl  der  möglichen, 
sowie  die  der  günstigen  Fälle  bei  den  Wiederholungen  unverändert  bleibt, 
gleich 

Zuweilen  tritt  der  Fall  ein,  daß  die  Anzahl  der  möglichen,  sowie  die  der 

a 

günstigen  Fälle  bei  jeder  Wiederholung  sich  um  l  vermindert.    Ist  —  die  Wahr- 

scheinlii  hk<  it  liir  das  erste  Eintreffen,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Wahrscheinlich- 
keit lür  ein  //  maliges  EintrrfTen  gleich 

<f  •  [ii  —  1 )  •  (//  —  2)  ...  (<i  —  //  -j-  1 ) 
d  1)  '  (d  —  Z) . . .  (,/^  —  fi  -r  i) 
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So  ist  %.  B.  die  Wahncheinlichkeit,  aas  einem  Spiele  von  52  Raiten  in 
dreiielin  aufeinander  folgenden  Zügen  sämtliche  Coeur-Karten  zu  ziehen,  wenn 
die  gesogenen  Karten  nicht  wieder  ins  Spiel  gegeben  werden,  gleich 

13.  12.  11  ...2   '1  1 


52  .  61  .  50  ...  41  .  40     635013  559000 

Würde  dagegen  jede  gezogene  Karte  wieder  in  das  Spie!  jjemischt,  so  wäre 
die  Wahischeinlichkeit,  dreizehnmal  hintereinander  eine  (.loeur-Karte,  gleichviel 

welche,  so  ciehen,  gleich  i  —  I  .  Sollen  dagegen  in  diesem  Falle  alle  gesogenen 

Karten  auch  voneinander  verschieden  sein,  so  ändert  sich  bloß  die  Anzahl  der 
günstigen,  nicht  aber  die  der  möglichen  Fälle  am  je  1,  nnd  die  gesachte  Wahr- 
scheinlichkeit ist  daiui 

13  .  Vi  .  1 1  ...    2  '  \ 

52  •:>::!•  52  ...  ä2  .  52 

Sind  7(1^,  7('„  die  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten  zweier  voneinander  un- 
abhängiijen  Ereignisse  ß,  so  ist  nach  dem  früheren  1)  dir  Wahrscheinlichkeit, 
daß  sowohl  A  als  auch  B  eintreffe,  gleich  '  \  2)  die  Wahrscheinlichkeit, 
daß  A  eintreffe  and  ß  nicht  eintreffe,  gleich  «Pi  •  (1  —  rv^Y  3)  die  Wahr- 
scheinlichkeit,  daß  A  nicht  eintreffe,  dagegen  B  eintreffe,  gleich  (1  —  w^)  •  ; 
4)  die  Waltrscheinliclikeit.  daß  weder  A  noch  B  eintreffe,  ijleicli  (1  — — «'j)« 
Femer  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daü  5)  nnr  eins  der  beiden  Ereitrnisse  ein- 
treffe, gleichviel  welches,  gleich       (1  —  w^  j  -j-  zt'j  (1  —  u\)  =  u\  -\-      —  2  tv^  , 

6)  daß  wenigstens  eins  eintreffe,  in  welchem  Falle  also  anch  das  gleichseitige 
Eintreffen  beider  günstig  ist,  gleich  «»j  -f  — w^W^*  Es  ist  dies  die  en^egen- 
gesetzte  Wahrscheinlichkeit,  von  der  unter  4)  angegebenen,  nnd  sie  kann  daher 
auch  aus  1  — (I — — iv^)  gefunden  werden.  EndUch  ist  1)  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  nicht  beide  Ereignisse  eintreffen,  sondern  höchstens  eins,  gleich 

1    WyW^. 

Man  kann  auch  nach  der  Wahrscheinlichkeit  fragen ,  daß  entweder  das 
Erci^Miis  A  eintreffe,  oder,  falls  dies  nicht  geschehe,  dann  doch  das  Freit;nis  B, 
indem  man  annimmt,  daß  im  Falle  des  Eintreffens  von  A  das  Ereignis  B  über- 
haupt nicht  mehr  in  Frage  komme.  Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  daim 
Wi-\-{l — also  ^eich  der,  daß  wenigstens  eins  der  beiden  Ereignisse 
eintrete. 

Unter  den  relativen  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Ereignisse  versteht  man 
die  Wahrscheinlichkeiten,  die  mau  erhält,  wenn  nur  die  Fälle  berücksichtigt 
werden,  die  einem  der  Ereignisse  günstig  sind,  wenn  also  diejenigen,  die  keinem 
günstig  sind,  als  nicht  vorhanden  betrachtet  werden.  Sind  unter  n  überhaupt 
möglichen  Fällen  a  dem  ersten  und  ^  davon  verschiedene  dem  sweiten 

Ereignis  günstig,  so  sind  die  relativen  Wahrscheinlichkeiten  gleich  —  und 

■  oder  wenn  »r,,  Wm  die  absoluten  Wahrscheinlichkeiten     ,  —  der  be« 

a  -  i  -  d  '     '  //  // 


treffenden  Ereignisse  sind,  gleich 


-= —  und 


Sn  ist  z.  B.  die  Wahrsrtir-inlichkeit,  aus  einer  Urne  mit  «^ifb^n  wtMßen, 
funl  ruien,  neun  schwarzen  Kugeln  eher  eine  weiße  als  eine  schwarze  Kugel  zu 
riehen,  gleich      =  ;^  :  (^^  4-^2,). 


^  kj  i^uo  uy  Google 
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Ein  besonderes  Interesse  bietet  noch  die  Beantrortung  der  Frage  nach  der 

Wahischeinlichkeit,  daß  ein  Ereignis  bei  ^rmaligcr  Wiederholung  des  Ver- 
suches amaX  eintreffe  uiul  «  —  izriia!  Tiirht  f^intreffe,  wenn  dif  Wahrschcinh'ch- 
keit  w  für  das  Eintrcflen  ht-i  jedem  einzelnen  Versuche  dieselbe  ist.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  daU  das  Ereignis  (/  mal  hintereinander  oder  sonst  in  einer 
bestimmten  Reihenfolge  eintreffe,  ist  «er«,  nnd  ebenso  die  Mr  das  «  — amaUge 
Nichteintreffen  (1  —  wy*~',  mithin  die  für  beide  Forderungen  zugleich  bei  be- 
stimmter Reihenfolge  gleich  •  (1  — a')*"".  Ist  dapepen  die  Reihenfolge  nicht 
bestimmt,  so  hat  man  diese  Wahrscheinlichkeit  so  oft  zu  nehmen,  als  verschiedene 
Reihenfolgen  möglich  sind,  also  so  oft  als  die  Anzahl  der  Permutationen  von 
n  —  a  Elementen  betr^,  von  denen  a  der  einen  Art  nnd  xr  der  andern  Art 
einander  gleich  sind*   Man  erhält  also  in  diesem  Falle 


In  ähnlicher  Weise  kann  die  Wahrscheinlichkeit  bestimmt  werden,  daß  von 

drei  oder  mehr  Ereignissen  bei  einer  Reihe  von  Versuchen  jedes  einzelne  eine 
bestimmte  Anzahl  mal  eintreffe,  «?owie  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Ereignis 
unter  n  \  ersuchen  wenigstens  trmal  eintreffe.  In  dem  letzten  Falle  sind  die 
Wahrscheinlichkeiten  fOr  das  ein-,  zwei-  u.  s.  w.  bis  a  malige  Eintreffen  zn 
addieren. 

4i»  Die  wiederholten  Versuche  führen  zur  Erkenntnis  der  eigentlichen  Be- 
deutung und  des  praktischen  Wertes  der  Wahrscheinlichkeitarechntinp.  Ist 
beispielsn*eise  die  Wafirscheinlichkeit  eines  Ereignisses  gleich  ^,  so  sagt  dies, 
daB  man  durchschnittlich  für  jede  sechs  Wiederholungen  ein  einmaliges  Ein« 
treffen,  nnd  also  ein  ifinfmaliges  Nichteintrelfen  des  Ereignisses  erwarten  dürfe. 
Damit  ist  keineswegs  behauptet,  daß  dieses  Eintreffen  jedesmal  bei  sechs  wieder- 
holten Versuchen  penau  einmal  stattfinden  müsse,  vielmehr  kann  dies  öfter, 
oder  auch  erst  bei  einer  größeren  Anzahl  von  Versuchen  der  Fall  sein,  und 
jede  solche  Mdglichkeit  hat  nach  dem  vorstehenden  ihre  eigene  Wahrscheinlich- 
keit. So  ist  s.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  unter  sechs  WOrfen  mit  einem 
Würfel  gerade  einmal  die  1  zu  werfen,  durchaus  nicht  gleich  der  Gewißheit, 
sondern  gleich  (|)^  =  0,4018.  Macht  man  aber  nicht  bloß  sechs,  sondern  eine 
erheblich  größere  Anzahl  von  Versuchen,  vielleicht  Ü(iO  oder  tiOOU,  so  steht  zu 
erwarten,  nnd  die  Erfahrung  bestätigt  dies,  dafi  diejenigen  Versnchsrethen,  bei 
denen  das  Ereignis  öfter  eintrat,  als  nach  seiner  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen 
war,  sich  mit  denen,  in  welchen  es  seltner  eintrat,  mehr  oder  minder  ausgleichen 
werden,  und  daß  man  also  durchschnittlich  der  aus  der  Wahrscheinlichkeit 
sich  ergebenden  Anzahl  von  Fällen  des  Eintreffens  bei  einer  sehr  großen  Anzahl 
von  Versuchen  entsprechend  nahe  kommen  werde. 

Hiermit  ist  keineswe<j:s  ges^^,  daB  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  unter 
60  Wiirfen  mit  einem  Würfel  genau  zehnmal  eine  bestimmte  Nummer  zu  werfen, 
<,'röBf"r  sei,  als  die  Wahrsrheinlichkeit,  diese  Nummer  unter  sechs  Würfen  genau 
einmal  zu  werfen;  im  Gegenteil  ist  die  zweite  gleich  0,401,  wahrend  die  erste 
nur  ^eich  0,137  ist  Dies  erklärt  sich  leicht  dadurch,  dafi  im  zweiten  Falle 
nach  der  Wahrscheinlichkeit  eines  ein^eluf  n  von  sechs  möglichen,  im  ersten  da- 
gegen nur  nach  der  Wahrscheinlii'hkcii  eines  einzelnen  von  60  möglichen  Fällen 
pefragt  wird.  Jenem  eiuen  Fall  unter  sechs  Würfen  müßte  man  also  bei  00  Würfen, 
um  das  gleiche  Verhältnis  zu  erhalten,  nicht  einen  einzelnen,  sondern  znlui  Fälle 
gegenüberstellen,  und  es  läfit  sich  zeigen,  daß,  wenn  diese  zehn  FäUe  dem  er- 
warteten möglichst  nahe  liegen,  die  Wahrscheinlichkeit,  irgend  einen  davon  zu 
werfen .  erheblich  prößi  r  als  dif  Wahrscheinhchkeit  für  den  t  inrn  Fall  unter 
nur  sechs  Würfen.  Allgemein  gdt  zunächst  der  Satz,  daß  bei  einer  großen  An- 
zahl wiederholter  \'ersuche  die  Anzahl  von  Wiederholungen  eines  Ereignisses  die 
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grdftte  Wahncheinlichkeit  hat,  deren  Verhältnis  rar  Gesamtzahl  der  Veisuche 

gleich  der  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereignisses  ist.  Ist  nämlich  w  die  einfache 
Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses,  und  also,  wie  oben  gezeigt. 


die  Wahrscheinlichkeit,  daß  dieses  Ereignis  unter  n  \'rr<^iichen  0  mal  eintreffe, 
so  erhält  man  nach  demselben  Gesetze  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein  a  —  1- 

a  1  —  iC> 

maliges  Eintreffen,  wenn  man  W  mit  -  .  — - ,  und  die  Wahlschein* 

n      u      \  tu 

H  ^ —  4t  W 

lichkeit  fflr  ein  n  +  1  malices  Eintreten,  wenn  man   W  mit  — —-r  •  v — ■ — 

<t  +  1    1  —  Vf 

multipliziert.  Soll  nun  IV  ein  Maximum  sein,  so  müssen  beide  so  aus  W  be- 
rechnete Werte  Ideiner  als       oder  es  muß 

a  1  —  tt'     ,       ti  — 

<  1  ,    — •  ^  <  1 


n  — 1        ttf  ö+l     1  — » 

sein.   Hieraus  folgt 

a  ,  « +  1 

w  >  — — -  und  w  <  — — -  . 
«  +  1  »4-1 

je  größere  Zahlen  nun  n  und  a  sind,  desto  geringer  wird  der  Fehler,  den 
man  durch  Weglassen  von  +1  begeht;  in  diesem  Fdle  aber  reduzieren  sich 
beide  Ausdrücke  aul 

a 

w  =  —  , 
tt 

was  der  obigen  Behauptung  entsprichL 

Die  Wahrscheinlichkeit,  unter  60  Würfen  mit  einem  Würfel,  oder  was  auf 
dasselbe  hitiauskommt,  in  einem  Wurf  mit  GO  Würfeln  gerade  zehnmal  eine  be- 
stimmte Nummer  zu  werfen,  ist  also  i;rriLH  r  als  die  WahrM-hcinliclikeit  lur  jede 
andre  Anzahl  von  Wiederholungen  dieser  .Nummer  in  fleichem  Fall. 

Es  ergibt  sich  femer  aus  den  übigeu  Formeln,  daü  jeder  von  diesem  wahr- 
scheinlichsten Erfolg  verschiedene  Erfolg  eine  desto  geringere  Wahrscheinlichkeit 
besitzt-,  je  weiter  er  von  dem  wahrscheinlichsten  entfernt  ist; 

D.iln  r  «ird  Iti  i-.pirl'^weise  von  den  Wahrsch-  inlichkeiten.  mit  einem  Würfel 
eine  bestimmte  .Nummer  m  sechs  Würfen  einmal,  oder  in  »iO  Würfen  diese  Nummer 
oder  eine  von  neun  ihr  möglichst  nahe  liegenden,  oder  in  GOO  Würfen  diese  Nummer 
oder  eine  von  99  ihr  möglichst  nahe  liegenden  u.  s.  w*  zu  werfen,  jede  folgende 
großer  als  die  vorhergehende,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  bei  einer  sehr  großen 
.\nzahl  von  Würfen  die  envnrtetc  Nummer  selbst  zu  tretien  oder  doch  ihr  sehr 
nahe  zu  kommen,  wird  immer  gruüer. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  geben  den  wesentlichen  Inhalt  des  Gesetzes 
der  großen  Zahlen  an. 

Dieses  Gesetz  gestattet,  bei  .\ufgaben,  für  die  die  nötigen  Data  zur  Be- 
stimmung d<'r  Anzahl  der  m«»glichen  und  frfinsti'jen  Kalle  nicht  vorhanden  sind, 
einen  angenäherten  Wert  der  Wahrschemlichkeit  aus  den  Resultaten  einer  Reihe 
von  Versuchen  zu  bestimmen.  Hat  man  bei  n  Versuchen  «mal  das  Eintreffen 
eines  b|»timmten  Ereignisses  beobachtet,  so  ist,  falls  ir  eine  sehr  große  Zahl 

ist,      ein  angenäherter  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  dieses  FIreignisses. 
// 

Dfrnrtit'c  FüMe  fmflen  z.  B.  staJt,  wenn  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt 
wird,  daii  eme  ui  einem  gewissen  .\lter  stehende  Person  noch  eine  gewisse  An- 
zahl von  Jahren  leben,  oder  daß  ein  versichertes  Gebäude  innerhalb  einer  be> 
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stimmtea  Frist  abbrennen  werde  a.  dgl.  m.  In  solchen  Fällen  dienen  stAtistische 

£rmittlun|2;en  7.m  Restimmnng  einer  an^jenäherten  Wahrsrheinlirhkeit,  und  diese 
hat  um  so  groUeren  Wen,  j»«  i^rölier  die  Z.ahl  der  angestellten  Beobachtungen 
ist.  Hat  man  z.  B.  beobachtet,  daU  von  100  Personen,  die  35  Jahre  alt  sind, 
nach  zwölf  Jahren  noch  81  leben,  so  kann  man  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
jetzt  35  Jahre  alten  Mensrhen,  daÜ  er  nach  swölf  Jahren  noch  am  Leben  sei, 
1^',,  srtzen.  Dii  se  Wahrscheinlichkeit  bietet,  wenn  wirklich  nur  lüO  Menschen 
beobachtet  sein  sollten,  jedoch  nur  sehr  geringe  Gewähr,  der  Wahrheit  nahe  zu 
kommen,  da  in  diesem  Falle  die  Wirkung  zufälliger  Ausaaluneziist&nde  nicht  aus- 
geschlossen sein  wurde.  Erstreckten  sich  dagegen  die  Beobachtungen  auf  die 
Bewohner  eines  ganzen  Staates  und  ergab  sich  hier,  daü  durchschnittlich  auf 
je  100  Menschen  noch  "^1  am  Leben  waren,  so  hat  man  für  die  Wahrsch«'inlich- 
keit  0,81  eine  viel  gröbere  Bürgschaft  der  Annäherung  au  die  Wirklichkeit. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  nennt  man  Wahr* 
scheinlichkeit  a  posteriori  im  Gegensatz  zu  der  aus  der  genauen  Kenntnis 
der  Anzahl  (It-r  Falle  al)L;i  li  Itrt<  ii  Wahrscheinlichkeit  a  priori. 

5.  Anwendungen  (irr  \\  a  h  rsrheinl  ichke  i  tsre  chn  n  n  fiiuieii  zunächst 
statt  bei  Glücksspielen  und  Weiten.  Hi«^rbei  gilt  der  Satz,  dali  die  Kinsatze  der 
Spielenden  sich  verhalten  müssen,  wie  ihre  Wahrscheinlichkeiten,  zu  gewinnen. 

Wettet  z.  B.  jemand,  daß  er  mit  einem  Würfel  auf  einen  Wuif  die  Nummer  1 
werfen  werde,  so  hat  er  mit  sr  lncm  Gerrncr  nicht  i^h'irhf  i'hanren  des  Gewinnes. 
Ks  ist  daher  billig,  dali  dieser,  der  eine  tunmial  so  groüe  Wahrscheinlichkeit  hat 
zu  gewinnen,  auch  einen  fünfmal  so  hohen  Einsatz  biete  als  jener.  Bei  wieder» 
hotten  Spielen  steht  dann  zu  erwarten,  dafi  Verlust  und  Gewinn  beider  Spieler 
sich  um  so  mehr  —  den  betreffenden  Wahrscheinlichkeiten  entsprechend  —  aus» 
gleichen  werden,  je  größer  die  Anzahl  der  Spiele  ist. 

Ist  überhaupt  auf  das  Eintreflen  eines  Ereignisses  ein  Preis  C  gesetzt,  80 
nennt  man  mathematische  Hoffnung  des  Preises  das  Produkt  aus  diesem 
und  der  Wahrscheinlichkeit  daü  das  Ereignis  eintrete.  Dieses  Produkt  w  •  C 
bestimmt  die  Größe  des  Einsatzes  den  der  das  Ereignis  erwartende  S].ieler  zu 
machen  hat  Spielen  also  m«*hr<*re  um  denselben  Preis  C,  und  sind  die  be- 
treffenden Wahrscheinlichkeiten  zu  gewinnen  Ji/j,  w^,  w 3  .  . .  und  die  bezuglichen 
Einsätze      t^,     •  •  •<  so  muß 

if.^  :  ...  =  7t'j  C  '.  iOf  L  '.  h'  .  c         —  7t',  ;      '.  7*'.,  :  . . . 

sein.  Die  Summe  ^1  +  '1  i"  ^s  "H  •  •  *  sämtlicher  Einsätze  muß  den  gesetzten 
Preis  C  atumachen;  dieser  verteilt  sich  also  auf  die  einzelnen  Einsätze  nach  dem 
Verhältnis  der  entsprechenden  Wahischeinlichkeiten. 

Sind  gleichzeitig  auf  das  EintrefTen  mehrerer  voneinander  unabhängiger  Er- 
eignisse Preise  C\,  C,  •  •  •  gesetzt  worden,  so  ist  die  mnf hematische  Hoffnung 
für  das  Erlangen  eines  dieser  Preise  gleich  der  Summe  tier  mathematischen 
Hoffiiungen  ffir  die  einzelnen  Preise,  und  demnach  der  zu  leistende  Einsatz 

e  =  7i>^  C\  4-  7c>^  C,  -f  7i'.^  Q  \  .  .  .  ; 

denn  man  kann  diesen  Fall  ebenso  ansehen,  als  wenn  ebenso  viele  voneinander 
unabhängige  Spiele  gemacht  würden  als  Preise  vorhanden  sind  und  deshalb  ist 
der  Gesamteinsatz  auch  gleich  der  Summ<.'  der  Einsätze  für  diese  einzelnen  Spiele. 
Dabei  kann  es  auch  vrirkommen,  daß  der  eine  oder  der  andre  der  Pri  ise  nf>L:ntiv 
ist,  d.  h,  daß  bei  d»  in  1  mtretl'en  des  bezüglichen  Ereignisses  von  dem  Spieler 
ein  Betrag  herausgezahli  w«'rden  soll. 

Es  seien  z.  B.  in  einer  Lotterie  von  1000  Nummern  ein  Preis  von  10000  Jüt 
10  Preise  von  loOO  und  100  Preise  von  100  JH  ausgesetzt,  so  ist  der  Wert 
eines  einzelnen  Loses  gleich 

Ti>\»o-ioo<>o+tiS«-iöO^  +  iVü%-ioo  =  30.^  . 
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Soll  femer  am  einer  Urne  mit  sieben  weißen  und  drei  schirarxen  Kngeln 

eine  Kugel  unter  der  Bedingung  gelogen  werden,  dafl,  wer  eine  weiße  Kagel 
zieht,  1  erhält,  dagegen  wer  eine  schwarze  Kngel  sieht;  1  zahlt,  so  beträgt 
der  Einsatz  für  einen  einzelnen  Zug 

Werden  die  ausgesetzten  Preise  erst  in  ^äteren  Terminen  fiÜlig,  so  sind  sie 

vor  der  Berechnuni?  des  Einsatzrs  auf  ihren  gegenwärtigen  Wert  zu  diskontieren. 

Von  der  raathcmatisrhcn  Hoffnunp  des  Preises  ist  die  des  Gewinnes  oder 
des  Verlostes  zu  unterscheiden,  die  erst  nach  Berechnung  des  Einsatzes  ermittelt 
werden  kann.  Der  Gewinn  des  Spielers  ist  gleich  dem  Übeischnfi  des  Preiset 
über  den  Einsatz,  also  gleich  t  —  oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Einsatz 
des  Gegners  oder  der  Summe  der  Einsätze  sämtlicher  mitspielender  Gegner.  Die 
mathematische  Hoffnunp  des  Gewinnes,  die  das  mathematische  Risiko  genannt 
wird,  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem  zu  erwartenden  Gewinn  und  der  Wahr- 
scheinlidikeit  zu  gewinnen,  also  gleich  w  *  {(  —  e),  oder  bei  zwei  Spielern,  deren 
Einsätze  f^  nnd  und  deren  Wahrscheinlichkeiten  zu  gewinnen  i»i  und  tt%  sind, 
Wi  •      nnd  n'.,  •  . 

Ist  (las  matht'matisrhr  Risiko  auf  beiden  Seiten  pleirh  proß,  so  verhalten  sic  h 
ebenfalls  die  Einsätze,  wie  die  zugehörigen  Wahrscheinlichkeiten  oder  aus  w^^tj^  =  ifg^i 
folgt  u>i  :  ta^  =     :     and  umgekehrt 

Eine  weitere  Anwendung  findet  die  Wahrscheinlichkettsrecbnung  in  dem 
Versic-henmgswesen,  also  hei  Fenenersirheninps-,  Lcbcnsversicherunps-,  Witwen- 
kassen, bei  der  Versicherung  gegen  üntall-,  Krankheit,  Invalidität  u.  s.  w.  Die 
liier  den  Berechnungen  zu  Gnmde  gelegten  Wahrscheinlichkeiten  sind  solche 
a  posUriorit  die  durch  statistische  Ermittelungen  festgestellt  werden. 


§31.    Der  binomische  Lehrsatz, 

1.  Die  Anfpahe.  die  Potenz.  \a  ö)"  eines  Binoms  zu  entwickeln,  ist  für 
eine  natürhche  Zahl  //  ein  besonderer  Fall  der  Aufgabe,  ein  Produkt  von  der  Form 

(tf  ±  K)  («  ±      («  ±  ^»)  •  •  •  ± 

zu  entwickeln.  Diese  allgemeine  Aufgabe  kann  mit  Hilfe  der  Kombinatorik  ge- 
löst werden. 

Durch  Ausführung  der  Multiplikationen  erhält  mau  zunächst 

(ff  -f  *i)  («  H-  *«)    H-  ^s)  =    +        +  *2  +     +  Ä     *,  +  ^  *8  +        +  f>x    h  , 

{a  -^b,){a^  b^)  (a  +     (a  +  d^)  =  a*-\-         +     +      t  ^)  +        fi.,  -f  ^  b^ 
-\-byb^-rb.ib^^,b^b^^  b.^  /^,)  -f  a     ^,  b^  +  b^  b.,     r    h  h  -r  ^-i  *3  ^ )  +  h    h  *4 

u.  s.  w. 

Sucht  man  nach  einem  diesen  einzelnen  Entwicklungen  cf  meinsamen  Bildungs- 
pesetz,  so  fällt  sofort  in  die  .\ugen,  daU  die  £ntwicklung<'n  aus  Gliedern  be- 
stehen, die  nach  abnehmenden  Potenzen  von  a  fortschreiten.  Das  erste  Glied 
ist  jedesmal  die  Potenz  von  a»  deren  Exponent  gleich  der  Anzahl  der  binomischen 
Faktoren  auf  der  linken  Seite  ist;  jedes  folpende  Glied  enthält  eine  Potenz  von  </, 
deren  Exponent  um  I  I  leincr  ist  als  in  dem  vorherpehenden  Clli<'de.  multipliziert 
der  Reihe  nach  ma  il»  r  Summe  der  b,  der  Summe  der  Produkte  von  je  2, 
3  o.  8.  w.  ^.    Das  letzte  Glied  ist  demnach  o^,  also  ohne  a,  multipliziert  mit 
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dt-m  Produkt)-  allrr  />.  Bezeichnet  man  mit  [^i  •  • « die  Summe  der  Pro* 
duktc  von  je  Jt  der  b,  so  hat  man 

(a  +  dl)  (a  +  ^j)  (fl  +      . .  .  (a  + 

=i»-+tf«-H^iJ+«"-'lVi]+«""'[^iAiAi]+---H-«tW»---^-iJ+VA---V 

Jedes  Glied  der  £ntmc1dang  anßer  dem  ersten  läAt  sieb  sbo  in  der  Form  dantellen 

wenn  man  fix  Jk  der  Reihe  nach  die  natfiiUchen  Zahlen  von  1  bb  ii  setct 

Läßt  man  die  ö  einander  pleirh  werden,  so  wird  das  Produkt  b^b^b^..  .bk^^  b* 
und  die  Anzahl  dieser  Potenzen  b'^  ist  die  Anzahl  der  Kombinationen  von  «  £lementen 

zur  Klasse  k  also  .  Daher  wird  das  allgemeine  Glied  der  vorigen  EntwicUung 
und  da  die  linke  Seite  nunmehr  {a-^bY  vX,  wn  erhilt  man: 

(a  +    = +  (l)«""'^  +  (2)''''  '^'  +  •  •  •   (» - 1) "'^  '  ^  («)^  • 

Die  £nt>vicklang  von  {a  —  bY  erhAlt  man  hierans,  wenn  man  — b  an  SteUe 
von  b  treten  läUt  und  beachtet,  daß 

ist.   Damit  e^bt  sich,  wenn  man  beide  Entmcklangen  snsammenfaBt: 

Diese  Formel  druckt  den  binomischen  Lehrsats  aus.  Nach  ihm  ist  die 
Enlsnckltmg  der  ii-ten  Potens  eines  Binoms  a  :i:  ^  ein  Ansdrack  von  •  +  1  Gliedern, 

deren  jedes  ans  Faktoren  a  nnd  b  besteht,  deren  Anzahl  zusammen  n  ist.  jetles 
folgende  Glit-d  wird  aus  dem  %'orhergehenden  gebildet,  indem  man  einen  Faktor  a 
weniger  und  einen  Faktor  b  mehr  nimmt.  Außerdem  enthalt  jedes  Glied  einen 
Koeffisienten,  der  die  Anzahl  der  Kombhiationen  von  m  Elementen  zur  Klasse  1, 

2>>>  bis  «  ist.  Der  Koeffizient  des  ersten  Gliedesa"  ist  1.  Die  Potenz  einer 
Summe  ist  eine  Summe,  die  Potenz  einer  DifTerenz  ein  Polviiom,  dessen  Glieder 
alternierende  VorzeirlieJi  haben  und  zwar  das  erste  stets  -{"»  da»  letzte  -\-  oder  •— , 
je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     So  ist  z.  B. 

(10^ _  (u.)    +  (lu)    + . . .  i      + . 

Berechnet  man  die  Koeffizienten  nach  §  29  Nr.  2  durch  die  Formel 

W      1  •  2     .     3  .  ...  k 

so  erhilt  man  die  Binom iaikoeffizienten  zur  n-ten  Potenz.  Z.  B.  fftr 
if  «■  10  ist: 

{a  ±      ^  «»•  ±  lO«»*  +  45  a^b*  ±  120       +  210««**  +  252 
+  210fl**''±  120tf»*'4-45aM«±  10«*»  +  *«»  . 

Setzt  man  «»1,  ±*>—  so  erhält  man  den  binomischen  Lehrsatz  in  der  ein- 
facheren Form 

2)      a  +  .r  =  i  +  (j).vi(2).-....-,(,Ii)^-H(:)..-  . 
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Das  allgemeine  Glied  ist  hier 


Diese  Entn'icklung  gilt  nach  §  IS  Nr.  4  aach,  wenn  x  eine  komplexe  Zahl  ist 

und  das  Resultat  ist  wieder  eine  komplexe  Zahl. 

2*  Der  Binomialkoeffizient  der  «-ten  Potenz  mit  dem  Zeiger  A 

^  ä(«  —  1)  («  — 2)  .  .  .  (ff  — ii+ 1) 


erscheint  in  Form  eines  Bruches,  drssiMi  Zähler  und  Xi  ihut  Produkte  aus  gloirh- 
viel,  nätniirh  Faktorft)  sind.  Der  Zähler  ist  das  Produkt  der  /•  natürlit^licn 
Zahlen  absteigend  von  //,  der  Nenner  das  Produkt  der  i  naturlichen  Zahlen 
von  1  bis  i,  Nan  ist  immer  eine  von  zwei  aufeinander  folgenden  natürlichen 
Zahlen  gerade*  also  durch  2  teilbar,  mithin  ist  ihr  Produkt  durch  2  teilbar. 
Ebenso  muß  das  Produkt  von  drei  aufeinander  folLjrmlen  natürlichen  Zahlen 
durch  3,  aber  auch  dnrrh  2,  niilliiii  durch  J  •  3  teilbar  srin.  So  weiter  fortfahrend 
kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  daü  das  l^rodukt  von  Ji  auteinander  folgenden  natür- 
lichen Zahlen  durch  l»2»S»...i  =  A\  teilbar  sein  muß.  Jeder  Binomial* 
koeffisient  mafi  also  eine  natürliche  Zahl  sein,  was  allerdings  schon  aas  seiner 
Bedeutung  als  Anzahl  der  Kombinationen  von  u  Elementen  zur  Klasse  k  hervorgeht. 
Da  nach  §  29  Nr.  2 

h  =  - 

\A]      M  ^„  /.^I 

ist,  so  folgt 

d.  Ii.  iiinomialkoef fizienten,  deren  Zeiger  sich  zum  Exponenten  «  er- 
gänzen, sind  einander  gleich.    So  hat  man  in  dem  Beispiel  in  Nr.  1 

Daraus  folgt  allgemein,  daÜ  in  der  Formel  des  binomischen  Lehrsatzes,  das 
zweite  und  vorletzte,  das  dritte  und  drittletzte  u.  s.  f.,  aLno  die  symmetrisch 
stehenden  Glieder  gleiche  Koeffizienten  haben  und  dall  man  die  Berechnung 
dieser  Koeffizienten  nur  bis  zum  mittleren  bei  geradem,  bis  zu  beiden  mitderen 
bei  ungeradem  Exponenten  fortzusetzen  braucht    Da  nun 

w  («  —  1)  («  —  2)  ... 


W      1  • 


-  1 


ist,  so  ist  konsequent 


zu  setzen.    In  der  Tat  würde  nacli  der  Gesetzmäitigkeit  das  eiste  Glied  in  der 

Entwicklung  des  binomischen  Satzes  den  Koeffizienten  haben  müssen. 
Es  ist 

//  {n  —  1)  ...  (ff  —  k-i-  1 )  (//  —  *)  ///\     «  — 


also 


(it  +  l)      1  .  2  .  '    (Jt+l)      W  '*  +  l 
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Die  Summe  zweier  aufeinander  folgender  BinomialkoeflizienteD  zur  »-ten  Potenz 
gibt  also  einen  Binomialkoeffizienten  zur  /;  -  l-tfii  Pot<Miz. 

Ilicruach  köiineu  die  Biuomialkoelhzicuiin  iur  die  auleinander  iuigenden 
Exponenten  von  0  und  1  ßfl  durch  Addition  berechnet  werden.  Man  erhält  so 
das  sogenannte  Pascal  sehe  Dreieck: 

»-  0.  1 

1,  11 

2,  12  1 

3,  13      3  1 
4»                 1     4     6     4  1 

5,  1     5    10    10    5  1 

6,  1      0    i:>    20    15    6  1 

7,  1      1    21    3')    3.-)    21    7  1 

u.  s.  w. 

Der  letste  Binomialkoeflizient  ist  1  ;  wollte  man  nach  der  Definition 

dt  ti  IJinomialkoefli/'.ieiitcu  [  "  )  i  ntw  ickeln ,  so  wiirdeu  im  Zähler  nach  dem 
Faktor  1  der  Faktor  0  vorkommen;  es  ist  also 

d.  h.  (  in  Binomialkoeflizient^  dessen  Zeiger  größer  als  der  Exponent  ist,  hat  den 

Wert  U. 

Nach  4)  hat  man  auch 


(j)-(l'+l)"~(>(-+l)  • 

Setzt  man  in  dieser  Formel  an  Stelle  von  «  der  Reihe  nach  //  —  1, 
»  —  2,  . . .  i,  so  erhält  man 

fr)-(Uj)-(U})  • 

(*)  =(m)-(*ii)  • 

Addiert  man  diese  n  —  ^  +  1  Gleichungen,  so  hebt  sich  auf  der  rechten 

Si  itr  ji  der  Gleichunt^  di  r  Suhir.ihend  gegen  den  Minuenden  der  folgenden  und 
da  der  letzte  Subtrahend  nach  5) 


ist,  so  erhält  man 


Setzt  man  in  2)  a'  »  1  und  für  das  erste  Glied  1  auf  der  rechten  Seite  /  j, 
so  ergibt  sich  ^  ^ 


Digitized  by  Google 


154  Arithmetik  uod  Algebra.  §  32 

d.  h.  die  Summe  allei  Binomialkoeffiiienten  ni  deney>eD  Poteni  ist  2* . 
Setzt  man  in  2)  X'm — 1,  so  folgt 

i;)-(i)+(s)--+i-')"(:)-<»  • 

also  mit  Berdclcflichtignng  von  7) 

«)  (;)+(;)+(:)+-=ö+(;)-^(5)+--'-'  • 

d.  h.  die  Summen  der  Binomialkoeflinenten  mit  geradem  und  ungeradem  Zeiger 
sind  gleidi. 


Sechster  Abschnitt 
Die  Reihen. 

§  32.    Die  arithmetische  Reihe. 

1.  Eine  Reihe  beisteht  aus  einer  Ansahl  von  Gliedern»  die  nach  dem- 
selben Gesetze  gebildet  sind.    So  sind 

1        1   1  1  1   

1  '  i  ~.  2  '      2  . 3  '  1 . 2  .  a  -  4  '  1.2.3.4.5'  *  *  *  ** 

a,  2a  t  3«,  4a,  5a»  l,  2x»  3^:'*  Ajfi ,  ... 

Reihen»  deren  Bildnngsgeielie  leicht  ersichtlich  sind. 

Eine  Reihe  ist  bestimmt  durch  das  Anfangsglied,  das  Bildan^gesets  und  die 

Anzahl  der  Glieder. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Reihe  ist  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen. 
Das  Anfangsglied  ist  1  oder  eine  beliebige  natfirliche  Zahl;  jedes  fönende  Glied 
erhalt  man  aus  dem  vorhergehenden»  indem  man  um  1  weiter  sählt  Die  An- 
zahl der  Glieder  ist  eine  beliebige  natürliche  Zahl.  Eine  Erweiterung  dieses  ein- 
farhsten  Rp-rrifts  einrr  Reihe  erhält  man,  wenn  man  als  Arifanj^strlied  »*ine  be- 
liebige Zahl  a  nimmt  tmd  zu  ihr  eine  beliebige  Zahl  ä,  zu  der  so  erhaltenen 
wieder  ä  addiert  u.  s.  U  so  daB  man  damit  die  Reihe 

ij  ,  a  -\-  d ,  a  y  Id ,  a  \-  id  f  ... 

erhälL  l>iese  Reihe  heißt  eine  arithmetische  Reihe  oder  arithmetische 
Progession.  SoH  man  umgekehrt  feststellen,  ob  eine  Ansahl  von  Zahlen  eine 
solche  Reihe  bilden»  so  hat  man  von  jeder  &hl  die  vorhergehende  sn  subtrahieren 

und  es  muß  sich  dann  immer  dieselbe  Differenz,  ergeben.  Daraus  folgt  die 
Definition:  Eine  arithmetische  Reihe  ist  eine  Rrihe,  bei  der  die  Diffe- 
renz zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  konstant  ist.  Diese  konstante 
Differenz  hei0t  Differens  der  Reihe. 

Eine  arithmetisc  he  Reihe  ist  demnach  bestimmt  durch  das  Anfangsglied  a, 
die  DitTermiz  J  und  die  Anzahl  //  der  Glieder.  Die  Zahlen  a  und  d  können 
bfliebitr«' .  im  ;ill£!'«Tnfii)en  komplexe  Zahlen,  sein:  ti  ist  immer  i'ine  iinfnrliche 
Zahl,  ilei  praktisciuMi  Anweiuluugen  sind  a  und  d  gewohnlich  reell;  ist  dann  </>0, 
SO  ist  die  Reihe  steigend,  ist  </<0,  so  ist  sie  fallend.  In  dem  besondem  Falle 
würden  die  Glieder  alle  einander  gleich  sein.    Man  kann  jede  Reihe  als 
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flteigend  oder  fallend  ansehen,  je  nachdem  man  aie  vozwirta  oder  ificki^rti  ge- 
•dirieben  denkt   Eine  wird  alao  in  die  andre  veiwandeltp  indem  man  — d  an 

Stelle  von  il  nimmt 

Nach  der  Definition  der  Reihe  hat  man  nun  daa  /v-te  Glied  oder  Endglied 

der  Reihe: 

1)  +     — 1)^  . 

Gibt  man  n  der  Reihe  nach  die  Werte  der  auieinander  lolgenden  natürlichen 
Zahlen  1»  2..*«,  so  erhält  man  alle  Glieder  der  Reihe.  Die  Formel  1)  gibt 
daher  anch  das  allgemeine  Glied  der  Reihe. 

E«?  sei  7.  R.  f^efragt,  welchen  Weg  ein  fr^-i  fallender  Körper  in  tit-r  achten 
Sekunde  der  i'allzeit  zurücklegt,  wenn  bekannt  ist,  daß  ein  solcher,  abgesehen 
von  dem  Widerstande  der  Lnft,  in  der  ersten  Sekunde  4,904  m  und  in  jeder 
folgenden  Sekunde  9|808  m  mehr  als  in  der  vorhergehenden  dnrchfUlt   Hier  ist 

/  =  4,904  H-  7  •  9,B08  -  73,560  m  . 

Welches  ist  die  ;i-te  ungerade  Zahl?  Die  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5... 
bilden  eine  arithmetiache  Reihe  mit  dem  Anfaogsglied  1  nnd  der  Differens  2, 
folglich  ist  das  ja^te  Glied  der  Reihe 

/— l-f(j»  —  1).2  —  2«— l. 

%  Eine  praktisch  wichtige  Aufgabe  ist,  die  Summe  beliebig  vieler  Glieder 
einer  Reihe  zu  fiiult  n.    Bei  geringer  Anzahl  der  Glieder  hat  das  keine  weitere 

SchwierigkiMt.  wird  i1h  r  '^chr  umständlich,  wenn  sie  groß  ist.  So  wäre  es  weit- 
läufig, die  Summe  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  100  direkt  zu  berechnen. 
Man  faüt  daher  die  Aufgabe,  die  Summe  einer  Reihe  zu  bilden  so:  einen 
Ausdruck  an  finden,  der  die  Summe  beliebig  vieler  Glieder  einer  Reihe  angibt, 
ohne  dafi  man  nötig  hat,  die  einzelnen  Glieder  zu  berechnen  und  zu  addieren* 
Um  dir  Summe  s  einer  arithnirtischen  Rrihc  zu  finden,  schreibt  man  diese 
einmal  von  a  anfangend  mit  der  Ditierenz  d  und  das  andre  Mal  von  /  anfangend 
mit  der  Difierenz  — d,  so  daU  man  erhält: 

/  —  a  +  («H-«/)-l-(a  +  2(0-f»»'  +  (<»  +  *— 1^)  » 

^=^  +  (|_i/)  +  (/_2-/)  +  '-  +  ('— «— 1^)  • 

Ad^ert  man  die  beiden  Gleichungen  Glied  für  Glied  und  beachtet,  daS  jede 
n  Glieder  hat,  so  eigibt  sich 

2j  =       +  , 

also 

2)  X  =  i  « (<J  4-  . 

So  ist  z.  B.  die  Siimmr  der  rrsten  50  Zatilen  der  natürlichen  Zahlenreihe 
gleich  ^  (1  -r  50)  •  /iO  =  51  .      =  1275. 

Der  von  einem  frei  fallenden  Körper  in  8  stc  surückgelegte  Weg  ist  nach 
dem  Beiq>iele  in  Nr.  1  gleich 

\  (4,904  +  73,580)  •  8  ^  78,464  .  4  -  313,856  m  . 

Die  Summe  der  n  ersten  ungeraden  Zahlen  ist 

i  «(1  +  2«  — '  1)=:  »*  , 

also  immer  eine  Quadratzahl. 

Die  Formeln  1)  und  2)  sind  nicht  nur  als  Bestimroungsgleichnngen  für  die 
Unbekannten  i  nnd  ^,  sondern  auch  als  Rt  /irhungsgleichungen  zwischen  den  fünf 
(Größen  a,  d,  n,  /,  s  i.w  betracht»-n.  dir  ilir  I5rrechnung  von  zwei  dieser  Größen 
aus  den  drei  nnth  rii  i:<  ^tatteu,  indem  man  sie  auf  die  gesuchten  Größen  als 
Unbekannte  aulzuhjix  a  hat. 
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Wählt  man  hiernach  aus  jenen  fünf  Größen  auf  alle  möglichen  Arten  icwei 

als  die  au  berechnenden  aus,  so  erhält  mau  ^[^j  =  10  Aufgaben,  nämlich  außer 

der  schon  gelösteu,  in  der  /  und  s  gesucht  niirdeu,  uoch  die  folgenden,  in  denen 
die  Unbekannten 

\)a,t\    2)d,f;    3)«,/;    4)  a,s;    b)  ä,s;       ii,s;    7)  a,d;    S)  a,n;    9)  d^a 

sind. 

Für  die  meisten  dieser  Aufgaben  ist  es  bequem,  die  Formeln  2)  und  3)  zu 
schreiben 

2s 
n 

Da  die  Werte  von  </,  ti,  /,  s  beliebige  Zahlen,  auch  komplexe,  sein  können,  SO 
würde  jede  der  zelin  Auf'^ahc  immer  lösbar  sein,  wenn  sich  für  //,  falls-  es  un- 
bekannt ist,  eine  natürliclie  Zahl  ergibt.  DalJ  dies  lur  beliebig  anp^enominenc 
Werte  der  übrigen  Zahlen  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird,  folgt  schon 
daraus,  daß  mehrere  der  Aufgaben  auf  eine  quadratische  Gleichung  für  n  fahren. 
So  erhält  man,  irenn  «t,  dt  s  gegeben  ist,  durch  Elimination  von  /  die  quadratische 
Gleichung 

-■  (2  a  —  ä)ri  ~  2s  --  0  , 

diTi-n  Wurzfln  nur  in  besondmi  r.illt'n  tiatürliche  Zahlen  st-in  wrr<ii-ii.  F.iiie 
eingeklcidt  tr  Aufgabe  dieser  Art  wird  daher,  wc-nn  dir  m  uchtMu-a  Zahlw<'ric 
nicht  von  einer  wirklich  aufgestellten  Reihe  genommen  sind,  im  allgemeinen  un- 
lösbar sein. 

8.  Kennt  man  irgend  ein  (Mied  at.  einer  arithmetischen  Reihe  und  die 
DiH'erenz  d,  so  ist  jedes  Glied  der  Reihe  bestimmt.  Das  r-te  vorhergehende 
Glied  ist 

und  das  r-te  fönende 

ak^r  —     -\- f  ^  • 
Ans  beiden  Gleichungen  folgt  noch 

d.  h.  jedes  Glied  ist  das  aritimietische  Mittel  aus  den  beiden  gleich  weit  von  >hm 
entfernten  Gliedern.  Ist  daher  die  Anxahl  n  der  GUeder  ungerade,  so  ist  die 
Summe  der  Reihe  das  »-fache  des  mittleren  Glieds. 

Aus  irgend  zwei  Gliedern  der  Reihe  ist  die  Differenz  bestimmt,  wenn  mnn  Hie 
Anzahl  der  zwischenliegenden  Glieder  kennt.    Aus  der  ersten  Gleichung  hat  man 

r 

Davon  wird  Gebrauch  gemacht  bei  der  Aufgabe,  zwischen  zwei  Zahhni  a  tind  b 
eine  Anzahl  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  einzuschalten  (zu  inter- 
polieren). 

In  komplizierteren  Aufgaben,  bei  denen  eine  arithmetische  Reihe  von  einer  ' 

g<'^i>bcnen  (ilie<i(>rzahl  zu  bestimmen  ist,  braucht  man  nicht  immer  das  Anfangs- 

L'Ii.-d   und   dir"   T>if1"i'riTi/.   -dU   ridckinnt*"   nTizusehen,  sondern  erhält   durch  Ein« 
fülirung  andrer  Unbekauiurn  iiuist  fiiiiachere  Gloichungcn. 

J%s  sei  z.  B.  eine  arithmetische  Reihe  von  vier  (lUedern  zu  finden,  \qi\  denen 
die  Summe  a  und  die  Summe  der  Quadrate  b  gegeben  ist.  Sind  die  mittleren 
Glieder  x  und      so  ist  die  DilTerenz  y  —  jc ,  also  hciOt  die  Reihe 

2x — y^  Xt  y»  ^y  —  * 
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und  man  hat  die  Gleichungen 
and 

(2  .V  —  /)-'     .v2  -f  V-'  -  (  2  y  —  .r)?  —6  a:-'—  ^      +  (i     =  A    ,  , 

die  ein  leicht  zu  lösendes  quadratisches  System  bilden.  Di^'ses  hVf«'rt  v  .r , 
wobei  die  beiden  Werte,  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden,  bloß 
eine  LQsung  der  Aufgabe  ergeben,  da  man  eine  Reihe  nach  Belieben  auf-  oder 
absteigend  schreiben  kann. 

Ist  die  Summe  a  einer  arithmetischen  Reihe  von  fünf  Gliedern  und  das 
Produkt  A  der  Glieder  gegeben,  so  ist  das  mittlere  Glied  and  die  Reihe 
heiüt,  wenn  x  die  Differenz  ist: 

);ti  —  2  v  ,   l  a  —  .V  ,        ,   l  a  -\-  x  ,        -\-  2 x  . 

Demnach  ergibt  sich  lür  x,  wenn  a  =  5  m  gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

die  sich 

schreiben  und  als  quadratische  Gleichung  fflr      lösen  läßt. 


§  33*    Die  geometrische  Reihe. 

1,  Eine  geometrische  Reihe  oder  geometrische  Progression  ist  eine 

Rrihr,  bri  der  icdi-s  folgende  Glifd  ans  dem  vorher^rhrnden  durch  Multiplikation 
mit  tlcrsflben  Zahl  entsteht,  oder  mit  andern  Worten,  bei  der  der  Ountient  je 
zweier  aufeinander  folgender  Glieder  (das  vorhergebende  als  Divisor  genommen) 
konstant  ist  Diesen  konstanten  Wert  nennt  man  den  Quotienten  der  geo> 
metrischen  Kcihi-. 

Ist  das  Anfanc!<!r:lirfl.  ,/  der  Quotient  einer  geometrischen  Reihe,  so  ist  djis 
zweite  Glied  a^,  das  dritte  «f^,  das  vierte  <i^-^  u.  s.  w.,  also  das  «-le  Glied 
oder  Endglied  der  Reihe 

Nach  dirsiT  loriiifl  ist  jedes  Glied  der  Reihe  zu  berechnen,  wenn  man  lur  n 
die  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3  . . .  der  Reihe  nach  setzt:  sie  gibt  also  das  all- 
gemeine Glied  der  Reihe. 

Während  //  eine  natürliche  Zahl  Ist,  kann  r;  und  </  jede  beliebige  Zahl,  auch 
eine  komplexe,  sein.  Sind  a  iiiid  </  rf-ell,  ist  die  Kfihe  steigend  oder  fallend, 
je  nachdem  ^- ^  1  ist,  d.h.  je  nachdem  der  absolute  Wert  von  y  grölier  oder 
kleiner  als  1  ist.  Das  Vorzeichen  von  y  kommt  nur  insofern  in  Betracht,  als 
bei  negativem  ^  die  Glieder  der  Reihe  altemierencte  Vorzeichen  erhalten.  Eine 
steigende  geometrische  Reihe  wird  zu  einer  fallenden  oder  umgekehrt,  wenn  man 
an  Stelle  von  t/  den  reziproken  Wert  1  :  ^  treten  läßt  und  die  Reihenfolge  der 
Glieder  in  die  entgegengesetzte  verwandelt. 

Um  die  Snmme  einer  geometrischen  Reihe 

s      (7  -\-  (i  (/      <J  t/^  -j-     4?-'  -f-  .  .  .  -p  '/*~* 
zu  erlialten,  multipliziert  man  sie  mit  </ ,  wodurch  man 

^        <r </  -j-  <7 4-  « +  •  •  •  -f    </" ~ '  +  ^" 
erhält.    Durch  Subtraktion  der  ersten  von  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich 

—  s  ^  ag*  —  a  , 
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also 


M 


2)  s~afl^^a'-r-'  . 

q—\         \  —q 

Die  erste  oder  zweite  Schreibweise  wird  maa  anwenden,  je  nachdem  die  Reihe 
steigt  oder  fällt. 

Eine  geometrische  Reihe  ist  z.  B. 

wobei  das  Anfangsglied  x**  —  ^  und  der  Quotient  y :  x  ist;  man  hat  daher  die 
Summe 


jfM   ym 


X 

wie  aus  §  5  Nr.  0  bereits  bekannt  ist 

2*  Da  zwischen  den  fünf  Grölien  a,  q,  //,  /,  s  die  zwei  Beziehungen  1)  und  2) 
ezistiereii,  so  ist  eine  geometrische  Reibe  durch  drei  dieser  fünf  Gtöften  bestimmt 
Dies  gibt  sehn  vetschiedene  Aufgaben.  Die  Bestimmung  von  n  fflbrt  anf  eine 
Exponentialgleichung,  deren  Lösung  nur  brauchbar  ist,  wenn  sie  n  als  eine  natür- 
liche Zahl  ergibt.  Die  Bestimmung  von  ^,  wenn  n  gegeben  ist,  führt  anf  eine 
Gleichung  n  —  1-ten  Grades. 

Kennt  man  ein  Glied  einer  geometrischen  Reihe  und  den  Quotienten  q, 
so  ist  jedes  Glied  der  Reihe  bestimmt.  Das  r-te  vorhergehende  und  das  r-te 
folgende  ist  _ 

Durch  Multiplikation  erfiäli  mau 

d.  h.  jedes  Glied  einer  geometrischen  Reihe  ist  da«?  peometrtsrhe  Mittel  zwischen 
zwei  gleichweit  abstehenden  Gliedern.    Durch  Division  erhält  man 


Soll  man  zwischen  mvt'i  Zahlen  a  nnd  h,  "  ^rlieder  einer  gfcometrischen  Pro- 
gression einschalten  (interpolieren),  so  erliält  man  die  Reihe  von  m  4~  2 
Gliedern: 

J»-f-t,   .  «  -1-1,    H  -fl—  . 

So  tjebrii  (Iii-  aufeinander  tollenden  Intervalle  der  gleichschwebcndeu  Temperatur 
zwischen  Prime  und  Oktave,  die  geometrische  Reihe 

1«_     lt_     it, —  it,  

1,  /2;  ^2».  12»,...  yä",  2  . 

In  zusammengesetzten  Aufgaben,  bei  denen  eine  geometrische  Reihe  von 
gegebener  Gliederzahl  und  mit  gewissen  Eigenschaften  herzustellen  ist,  kann  man 

ähnlich  wie  in  §  !?2  Nr.  '.\  verfahren. 

Die  Summenlorrael  2j,  die  man  mit  Benuutuni^  von  Ij  schreiben  kann: 

g  t  —  a      a  —  qt 

1  -^T^-q 

dient  aii<  h  zur  Suininierun;^  andrer  Reihen,  die  mit  c'^'^fTietrischen  Reihen  gewisse 
Analogien  bieten.  Soll  z.  B.  die  Summe  der  arithmetisch-geometrischen 
Reihe 
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bei  der  die  Potfnzrn  von  rinc  cjeomi'trischf»,  deren  Kocffizienton  rinc  arith- 
metische Reihe  bildea,  gefunden  werden,  so  kann  sie  in  die  Summe  der  n  geo> 
metrischen  Reihen 

1  +  j:  +      +  ^»  +  h  x^~*  + 

+    +  A-»  -i-     4-  .  . .  -i-  j^-» 

-f  jr2  -f  jr»  -I-  .  •  •  +  x-'*  + 

« 

+  je*-» 

zerlegt  werden.    Summiert  man  nach  der  obigen  Formel  jede  einzelne»  so  ist 

1  —  x*     X  —  x"     -v'  —      I  jc*~*  —  x"  ,  A--"  ~*  —  x" 

*  »  \-       -  ^  4-  _-  +  , , ,  4  — j  

1   X       1 — x        1   X  1 — *  1 — * 

_  (1  +  jr  4-  X«     .  • .  +  —  fi (1  —  JT") :  (1  —  x)  —  nx^ 

"  1—x  "  1—x 

3.  Die  Anzahl  der  Glieder  einer  Reihe  kaim  uueudlich  wachsend  angenommen 
weiden*   Blan  eduUt  dann  eine  unendliche  Reihe. 

Setst  man  in  der  Summenfoxmel  der  geome^ziichen  Reihe 

1  — f* 

*  X  —  «  .  ~ 

die  Anzahl  n  der  Glieder  onendlich  groß,  so  «rird  ebenfalls  onendUch  groll, 
wenn  >  1  ist.  Ist  dagegen  <  1,  so  werden  die  Potensen  von  f  bei  wachsen- 
den Exponenten  n  beständig  kleiner,  und  nähern  sich,  wenn  n  unendlich  wachsend 
gedacht  wird,  ohne  Ende  der  Grenze  NulL  Daher  erhält  man  in  diesem  Fall 
auch  für  die  Summe  der  Reihe  den  bestimmten  endlichen  Grenzwert 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  klar  zu  ütellen,  kann  das  Beispiel  der  Reihe 

i  +  i  -r  i  +  i  H  

dienen,  deren  Quotient  ^  |  ist,  imd  für  die  sich  aus  der  Formel  die 
Summe  2  ergibt  Nimmt  man  bloß  das  erste  GUed  1,  so  fehlt  an  dieser  Summe 
noch  1;  das  zweite  Glied  fi}gt  die  Hälfte  dieses  fehlenden  Restes  hinzu,  tmd  es 
fehlt  also  nach  Stunmiening  der  zwei  eisten  Glieder  no^  ^ .  Addiert  man  noch 
das  dritte  CHied,  das  wieder  die  Hälfte  des  vorhergehenden  Restes  beträgt,  so 
bleibt  aufs  neue  die  Hälfte  des  Restes,  also  } ,  als  Differenz  zwischen  der  er- 
haltenen Summe  und  der  Summe  2.  In  gleicher  Weise  ist  um  ^ ,  um 
1LS.W.  kleiner  als  2.  Hiemach  kommt  man  dmch  Sommterung  der  Glieder 
der  vorstehenden  Reihe  dem  Werte  2  um  so  näher,  je  gr&Aer  die  Anzahl  der 
addierten  Glieder  ist.  !M;ui  kann  sich  ferner  diesem  Werte  unbeg^reiizt  nähen», 
d.  h.  es  läßt  sich  keine  Zalil  anc^'bfn,  die  so  klein  ist,  daß  der  L  iiterschied  der 
genannten  Summe  von  2  nicht  durch  Addierung  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Gliedern  noch  kleiner  gemacht  werden  kann.   Da  nämlich  die  Summe  s^+i  der 

«4-1   ersten  GWcd<*r  von  2  nur  um  ^    verschieden  ist,  so  kann  man,  wenn  e 

irgend  eine  beliebig  gewählte  kleine  Zahl  bedeutet,  stets  «  so  bestimmen. 
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daß  dieser  Unterschied        <f  ist,  da  zu   diesem  Zwecke  mir  2"  >  -,  oder 

//>(■-  log  e)  :  lot:  9  aniji  iKiiiinir  n  zu  werden  braucht,  —  Die  Zahl  2  ist  also  di'r 
Grenzwert,  dem  mau  sicli  durch  Addieruug  von  Gliedern  der  Reihe  bei  wachsen- 
der Anzahl  dieser  Glieder  mehr  und  mehr  nähert,  dem  man  ferner  auf  diese 
Wrisr  Über  jeden  bestimmten  Betrag  hinaus.  ,-i!so  unbegrenzt  nahe  kommen  kann, 
der  jedocii  lufmals  wirklicli  »•rrt'irht  wird,  sdhald  man  die  zu  snmmi«'rende  Reihe 
bei  irgeufi  i-itum  Gliede  abbricht.  Diese  £igeuschahen  drückt  man  dadurch  aus, 
daU  man  sagt,  die  Zald  2  sei  die  Summe  der  unendlichen  Reihe. 

Allgemein  ist  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  der  endliche 
Grenzw(*rt,  dem  sicli  die  Summe  der  Reihe  unendlich  nähert,  wenn 
die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  wächst. 

Ks  ergibt  sich  hieraus,  daß  die  Meinung  falsch  ist,  eine  Summe  unendlich 
vieler  Zahlen  müsse  stets  unendlich  groß  sein;  eine  solche  Summe  kami  viel* 
mehr  einen  bestimmten  endlichen  Wert  haben.  Hierzu  ist  allerdings  mindestens 
erforderlich,  daß  die  Zahlen  eine  Reihe  immer  kleiner  werdender  und  unendlich 
abnehmender  Glieder  bilden. 

Eine  unendliche  Reihe,  die  eine  endliche  Summe  hat,  heiüt  konvergent; 
eine  solche,  deren  Summe  unendlich  groß  ist,  heißt  divergent  Die  Summe 
einer  diveigenten  Reihe  darf  als  eine  unendlich  große  Zahl  nicht  nach  den 
nprrationsgesetzen  der  Arithmetik  behandelt  werden.  So  ist  eine  unendliche 
arithmetische  Reihe  immer  divergent  und  es  kann  also  von  dfr  Summe  einer 
solcht'U  nicht  die  Rede  sein.  Deshalb  ist  bei  jeder  unendlichen  Reihe  die  Be- 
antwortung der  Frage,  tinter  welchen  Bedinprungen  sie  konvergiert  oder  divergiert, 
von  b(*sonderer  Wichtigkeit.  Für  die  geometrische  Reihe  entscheidet  sie  sich 
nach  dem  vorsfr-hrrutm  datiin.  daÜ  si«-  konvertiert,  wenn  der  Quotient 
einen  absoluten  Wert  hat,  der  kletiM^r  als  1.  und  daÜ  sie  divergiert, 
wenn  der  absolute  Werl  des  Quotienten  gröüer  als  1  ist,  oder  daü 
fallende  geometrische  Reihen  konvergent,  steigende  dive^ent  sind. 

Es  muü  schon  hier  vor  dem  Fehischluli  gewarnt  werden,  der  in  einer  Über- 
(rairnri't  dieser  Sätze  anf  Reihen  andrer  Art  liei^en  würde.  .Mli-riiings  gilt  e-^.  wi^ 
leiciit  einzusehen,  ganz  allgeinem,  dali  steigende  Reihen  stets  divergieren;  dagegen 
kann  eine  Reihe  lallen,  ohne  konvergent  zu  sein,  wie  das  Beispiel  der  Reihe 

3,  2^,  2^,  24,  2^6»." 

zeigt,  deren  einzelne  Glieder  fortwährend  abnehmen,  jedoch  stets  größer  als  2 
Ideiben,  und  deren  Summe  daher  stets  größer  als  //  •  2  .  n]<;o  für  //  =  ev  seihst 
nnendlich  groß  ist.  Es  ist  also  zur  Konvergenz  einer  Reihe  nötig,  daß  ihre 
Glieder  über  jede  Grenze  hinaus  unendlich  abnehmen.  Aber  auch  die  Erfüllung 
dieser  Bedingung  sichert  noch  nicht  die  Konvergenz  der  Reihe.  Dies  läßt  sich 
durch  folgendes  Beispiel  zeigen:  In  der  Reibe 

ist  die  ang<'gehene  Rodingung  erfüllt.  VergröLiert  mnn  nun  die  Xenner  einzelner 
GHeder,  so  werden  diese  GUeder,  und  mithin  wird  auch  die  Summe  der  Reihe 
kleiner.    Es  ist  also 

i  +  f>  d.i.>i 

.»  +  f\  +  l  -f    >  i  +  1  +  l  -f  3  .  d.  i.  >  I  . 

l'henso  ist  die  Summe  der  aclit  lolgenden  Glieder  von  .i  bis  j',,  größer  als 
8  •  ,  d.  i.  größer  als  i  ,  und  da  man  dieses  Verfahren  in  der  unendlichen 
Reihe  unendlich  weit  fortsetzen  kann,  so  folgt,  daß  ihre  Summe  größer  als  ^  •  öo » 
d.  i.  unendlich  groß  sein  muß. 
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Das  einfachste  Beispiel  einer  unendlichen  konvergenten  geometrischen  Reihe 
ist  ein  rein  perodischer  unendlicher  Dezimalbruch.    Denn  man  kann  z.  B. 

0,123 123  ...  =  0,123  -f  0,123  •  0.001  +  0,123  •  0,001»  H  

setzen.   Die  rechte  Seite  gibt  aber  nach  3) 

0,123  1 23  _  JM^ 

1  —  0,001  ^  ~999  ~  333  * 

Man  sieht  an  diesem  Bei^iel,  dafi  ein  onendücher  Dezimalbruch,  wenn  er 
periodisch  ist,  vollkommen  genau  durch  eine  rationale  Zahl  ausgedrückt  werden 
kann  (vgl.  §  8  Nr.  1). 

Als  ein  weiteres  Beispiel  der  .\n»endung  (ier  Formel  3)  diene  das  b<*kannte 
Sophisma  des  Zeno:  Achilles  verfolgt  eine  Schildkröte,  die  in  einer  Entfenrang 
von  1  Stadium  vor  ihm  hergeht,  mit  zwölfmal  so  großer  Geschwindigkeit.  Kommt 
Achilles  an  der  Stell«»  nn,  wo  die  Schildkröte  zu  Anfang  sich  befand,  so  ist  diese 
nm  -ji,  Stadium  weiter;  durchläuft  Achilles  diese  kleine  .Strecke  von  -^.j  Stadium, 
so  wird  die  Schildkröte  um  j  }^  Stadium  weiter  sein  u- s.  w.  Es  wird  also  wolil 
Achilles  die  Schildkröte  nie  erreichen,  obachon  er  sich  ihr  immer  mehr  nähert? 
Diese  -\nnahme  stützt  sicii  auf  dt-n  Tnigschluü,  der  die  unendlich  große  Anxahl 
der  r,lic(]f  r  di  r  Rt  ihc  1  ,  f  ,  |  j  1  . .  •  mit  dem  endlichen  Wert  der  Summe 
der  Reihe  verwechselt.    Diese  ist  nach  b): 

_  _L  -  ^ 

Achilles  wird  al<o  dir«  Schildkröte  einhol<"f>,  wenn  er        Stadium  zurückgelegt  hat. 

Ein  antlres  Beispiel  biete  die  geometrische  .\ufgabe:  In  ein  Quadrat,  dessen 
•Seite  gleich  a  gegeben  ist,  denke  man  sich  einen  Kreis,  in  diesen  wieder  ein 
Quadrat,  in  das  Quadrat  wieder  einen  Kreis  beschrieben,  u.  s.  t  bis  ins  Unend- 
liche. Man  berechne  die  Summt*  der  Umfange,  sowie  die  der  Flächeninhalte 
a)  aller  Quadrate,  b)  aller  Kreise. 

Es    ist    die    Seile    tlcs    zufiffn    (Quadrates    «7,         f7]  '2,    die    des  dritten 

a.,  =  ^a^\2  u.  s.  w.,   ierner  der  Radius   dr^   i  rsitn    Kreises  r^  =  ^a,   der  des 

zweiten  =  ^  tfj  =  |  a }  2  u.  s.  w.,  miüjiu  die  Summe  der  Umfäuge  a)  der 
Quadrate: 

4 +  i ^ 2  -h  i a V 2 .  i « > :i  +  . . .)  =  — *     =  — "  ^  =  4  a  (2  +  y 2  J  ; 

1  —  H  -  t 

h)  der  Kreise: 

Femer  ist  die  Summe  der  Flächeninhalte  a)  der  Quadrate: 
+  +      =  1^^=  2«« 

und  b)  die  der  Kreise: 

4.  Wfdirciid  dir  Summe  einer  fallenden  geometrischen  Reihe  sich  nach 
dem  vorstehenden  mit  wachsender  Gliederzahl  mehr  und  mehr  einer  bestimmten 
Grenze  nähert,  so  daß  das  Anwachsen  der  Summe  bei  dem  Fortschreiten  in 
der  Reihe  sich  unendlich  verlangsamt,  wächst  die  Summe  einer  steigenden 
geometrischen  Reihe  mit  jedem  neuen  Gliede,  in  beschleunigter  Weise.  Im 
SaiLomi.Glu  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aull^  Bd.  L  11 
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Gegensatz  zur  arithmetischen  Reihe,  bei  der  das  Wacbstuin  der  Somme  gleich- 
inäBig  erfolgt,  kann  die  Samme  einer  steigenden  geometrischen  Reihe  schon  bei 

einer  verhältnismäßig  kleinen  Gliederzahl  einen  das  Vorstellunesvermögpn  weit 
überschreitendeu  Wert  erhalten.  In  dieser  Beziehung  ist  das  sich  an  die  Sage 
von  der  Erfindung  des  Schachbrettes  anlehnende  Beispiel  bekannt:  Soll  für  das 
erste  Feld  ein  Weisenkom  und  für  jedes  folgende  doppelt  so  viel  als  für  das 

vorhergehende  gegeben  werden,  so  ergibt  sich  für  alle  (U  Feldrr  zusammen  eine 
so  groÜe  Mensje  von  Wri/Piikörnern,  daÜ  mit  ihrif^n  allrs  teste  Land  der  Erde 
9  f/i/H  hoch  bedeckt  werden  könnte.  Älioliche  Beispiele  lieiert  die  Natur  in  der 
kolossalen  Vermehmng  lebender  Wesen  bei  günstigen  Bedingungen  für  ihre  Ent- 
wicklung. Nimmt  man  an,  dafi  alle  Samen  einer  Pflanze  oder  alle  Eier  eines 
Tieres  sich  zu  in  gleicher  Weise  sich  vermehrenden  Individuen  <'nt\vickelten,  so 
würden,  da  hier  der  Quotient  der  Reihe  erheblich  größer  als  zwei  wärr,  die 
Nachkommen  eines  einzigen  lebenden  Paares  in  einer  geringen  Anzahl  von  Jaliren 
die  ganze  Erde  für  sich  allein  in  Anspruch  nehmen. 

§  34.    Zinseszins-  und  Rentenrechnung. 

1.  Werden  die  nach  Ablauf  eines  bestimmten  Zeitranms,  z.  eines  Jahres, 
fälligen  Zinsen  eines  Kapitals  k  nicht  erhoben,  sondern  am  Ende  dieses  Zeit- 

raums  jedesmal  zum  Kapital  hinzugefügt  (kapitalisiert)  und  also  von  da  an 
ebenfalls  verzinst,  so  «Jaet  man,  dm  Kapital  steht  auf  Zinseszins. 

Ein  zu  dem  Zinsiuü  von  jährlich  /"/o  Zinsen  stehendes  Kapital  i  gibt 
in  einem  Jahre  die  Zinsen 

100  * 

es  ist  also  am  Ende  des  Jahres  anf 

angewachsen.    Werden  die  Zinsen  kapitalisiert,  so  wird  nnn  das  Kapital  am 

Ende  des  zweiten  Jahres  zu  kq  '  q  =  kq'*-  angewachsen  sein,  am  Ende  des  dritten 
also  zu  k  q"^  u.  s.  f.  Die  Werte  des  Kapitals  am  l'.ii<if  der  nnfeinnnder  f()li;t  iiden 
Jahre  bilden  also  bei  Vermehrung  durcl»  Zinseszins  eine  geometrische 
Reihe,  deren  Änfangsglied  k  das  Anfangskapital  und  deren  Quotient 

'  1  ( II  ( 

der  Zinstaktur  ist.    Demnach  ist  das  Kudkapital  nacii  ;/ Jahren 

1>  i^'n  -   kq"  . 

Diese  Formel  gilt  niclit  nur  für  Cj<ddsummen,  die  auf  Zinseszins  stehen, 
sondern  allgemein  für  Größen,  die  sich  innerhalb  eines  Jahres  um  einen  be- 
stimmten Prozentsatz  dergestalt  vermehren,  daß  der  Zuwachs  zu  dem  ursprüng- 
lichen Bestand  hinzugefügt  gedacht  wird,  wie  z.  B.  für  einen  Waldbestand,  für  die 

Be*"ö!kernngszalil  eines  Landes. 

Werden  die  Zinsen  in  mehreren  Tf^rmiiKMi  w  ihrtMid  i-int  s  jahres  kapitalisiert, 
so  kann  die  Formel  1)  angewendet  werden,  wenn  man  unter  /  den  Zinsfuß  für 
den  zwischen  zwei  Terminen  liegenden  Zeitraum  und  unter  n  die  Anzahl  der 
Zinstermine  versteht.  Bei  dem  für  das  Jahr  gerechneten  Zinsfuß  von  p*f^  hat 
man  demnadi  bei  halbjährigen  Zinsm/nwaclis  \  /> ,  bei  \  ierteljährigen  \  p  }XSiA 
für  //  die  An/nh!  der  1  lalbinhre  oder  \  lerteljahre  zu  nehmen. 

Die  Formel  1)  zcigl,  daL»  das  Endkapilal  k^  mit  dem  Waclwcn  von  //  sehr 
Stark  wächst,  da  das  in  §  33  Nr.  4  über  die  Summe  einer  steigenden  geo- 
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metrischen  Reihe  Bemerkte  auch  für  die  einzelnen  Glieder  gilt  Bei  großem 
Werten  von  ti  erhält  man  daher  ein  außerordentlich  starkes  Anwachsen  des 
Kapitals.  In  dieser  Beziehung  ist  das  R(is|(i(l  bikaimt,  da-»  annimmt,  daß 
ein  Pfenniq:  zur  Zeit  der  Geburt  t'hristi  aul  Zinseszinsen  gelegt  und  bis  in  die 
Gegenwart  verzinst  worden  sei.    Für  /  —  i  uml  //  —  1002  ergibt  sich 

--^  O.Ol  .  1,04'"««  , 

d.  i.  ein  Betrat:  von  nahe  250  Quintillionen  ^^ark. 

Dieses  staunenerregende  Beispiel  leitet  zu  zwei  Bemerkungen  über  die  Be- 
deutung der  Formet  1)  hin.  Bei  ihrer  Anwendang  wird  vorausgesetst,  daß  die 
sämtlicben  Zinsen  eines  Zeitraums  in  dem  folgenden  wieder  verzinst,  daß  also 
aiich  von  jodnm  kleinsten  Bruchteil  einer  Mark  oder  eines  Pfcnnii;^  Zinsen  ge- 
zalilt  wtTfii  n.  In  der  Praxis  findet  dies  bei  zinsbar  angelegten  Kapitalien  nicht 
statt  und  der  zu  Christi  Geburt  auf  Zinscszinsen  gelegte  Pfennig  würde  daher  in 
Wirklichkeit  bis  znm  heutigen  Tage  nnr  der  eine  Pfennig  geblieben  sein,  «reil 
die  Hinsniflgung  der  Zinsen  zum  Kapital  wegen  ihrer  Kleinheit  nicht  statt- 
ßnden  könnte.  Die  Vonin'I  1 )  i<t  daher  nicht  sfrenc;  anwendbar  für  eine  Spar- 
kasse, die  /war  die  Zin^rn  .im  Ende  je«i<  s  Jahres  wieder  zum  Kapital  hinznsrhiätit, 
aber  nur  volle  Mark  wieder  verzinst,  in  diesem  Falle  bedient  man  sich  zur 
Berechnung  der  Zinsen  besonderer  Tabellen.  Wenn  die  Anzahl  n  der  Zeiträume 
nicht  sehr  groß  ist»  wie  gewöhnlich  bei  Sparkassen,  so  werden  keine  erheblichen 
Differenzen  «jegen  die  Re.sultate  der  Formel  1)  entstehen.  Stehen  z.  B.  1000  Mark 
zu  -k^i^  zehn  Jahre  auf  Zinseszins,  .so  erhält  man  für  das  Endkapital  wirklich 
1480  Mark  4  Pfennig,  während  die  Formel  1480  Mark  24  Pfennig  ergibt. 

]>ie  Formel  1)  gibt  daher  bei  Anwendung  auf  eine  in  einer  Sparkasse  an* 
gelegte  Geldsumme  immer  noch  die  praktisch  brauchbarsten  Resultate,  weshalb 
man  sie  auch  die  Spnrk assenformel  nennt  Bei  sonstigen  Anwendungen  erhält 
man  nur  angenäherte  Werte. 

Die  andre  Bemerkung,  zu  der  die  Berechnung  des  obigen  und  andrer  Bei- 
spiele veranlaßt,  ist,  daß  bei  großen  Werten  von  n  die  gebräuchlichen  Logarithmen- 
tafeln zu  einer  genauen  Berechnung  von  nicht  hinreichen.  Auch  bei  weniger 
hohen  Exponenten  ent<;tf*ht  einp  Unirenauigkeit,  indem  die  loparilhmische  Be- 
rechnung von  q'^  infolge  der  MultipUkation  des  abgekürzten  Logarithmus  mit  « 
auch  den  Fehler  multipliziert.  Ist  z.  B.  n  —  10  und  log^  auf  fünf  Dezimalen 
bekannt,  so  bat  das  Ph>dukt  nur  noch  eine  Genauigkeit  von  vier  Dezimalen  und 
ni.an  muß  sich  daher,  wemi  dies(>  zu  gering  sein  sollte,  eines  anf  mehr  Stellen 
berechneten  I-op:arithmtis  von  q  bedienen. 

In  den  gebräuchlichen  Logariihmentafelu  finden  sich  daher  für  Zahlen,  die 
wenig  größer  als  1  sind  noch  Hilfstafdn  auf  eine  größere  Anzahl  Stellen  der 
Logarithmen.  Man  kann  dann  die  Regel  beobachten,  daß  man,  wenn  n  eine 
zweistellige  oder  dreistellige  Zahl  ist,  log^  auf  eine  oder  zwei  Stellen  mehr  als 
die  Stellenzahl  der  gewöhnlichen  Ln^nrithmen  nimmt  und  mit  //  abgekürzt  SO 
multipliziert,  dali  das  Produkt  nicht  mehr  Stellen  als  die  ubhcheu  erhälL 

Beispiel: 

k  =  (iooo  .H;  p      3  >  7o.  q  =  1.035;  n  ~  27  Jahre. 

=  13327,6  JT  ' 
logy  -  0,012  837 

"0,2.'»  074  " 

log/'     »i,;i4 (.i<iu 

logX'  ^  3,77  8iri 
log         4,12  47ö 

11* 
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Der  Unterschied  ist  jedoch  bei  einem  derartigen  Beispiel  sehr  unerheblich;  denn 

für  log^     0,01  281 ,  ist  log -  0,34  GGS  ,  log  k„  =  4,1 2  4^3 »      =  13  330 

2.  Di''  Fnrincl  1)  ci^'t  dir*  nvi?!rhon  den  nröl.M'ii  k^,  g,  n  bestehende 
Beziehung  an  uiui  kann  daher  nicht  bloß  zur  Berechnung  von  k^,  sondern  auch 
zur  Berechnung  jeder  der  übrigen  Größen  aus  ihren  gegebenen  Werten  dienen* 
Man  hat  sie  zn  diesem  Zwecke  nur  jedesmal  auf  die  gesuchte  Unbekannte 
aubnlftsen  und  erhält  die  drei  neuen  Formeln: 

2)  Ä-*.^—  , 

3)  .^(^'  . 

4)  n^^l'-"^  . 

Die  Formel  2)  gewinnt  mit  1)  zusammen  eine  allgemeinere  Bedeutung;.  Den 
Wert  eines  Kapitals  kann  man  als  eine  von  d'^r  Zeit  abhängige  Größe  betrachten. 
Hat  ein  Kapital  am  Aniang  einer  gewissen  Zeit  den  Barwert  k,  so  hat  dasselbe 
Kapital  nach  «Jahren  den  Zeitwert  k^,  ebenso  müßte  es  vor  »Jahren  den 
Wert  kq^*  gehabt  haben,  nm  sar  Zeit  Ü  den  Wert  k  zu  erhalten*  Bezeichnet 
also  ko  den  Wert  eines  Kapitals  zur  Zeit  0,  so  ist  der  Zeitwert  des  Kapitals 
nach  »Jahren 

5)  k^^kog"-. 

In  dieser  Formel  ist  auch  2)  eingeschlossen,  wenn  man  ff  Jahre  vor  einer 
Zeit  U  als  — n  Jahre  betrachtet  und  man  würde  dann 

haben.  Für  beide  Formeln  kann  man  aber  5)  nehmen,  wenn  man  die  Zeit  von 
einem  gewissen  Termin  an  vor^^'ärtv  nl^;  positiv,  rürkw  "trt-^  als  negatiN  <•  7.<-'\t  rechnet. 

T)io  Formeln  3)  und  4)  enthalten  nur  das  V'eriialmis  d«*r  beiden  Kapitale  X'„ 
und  k.  Sie  dienen  also  zur  Beantwortung  der  Fragen:  zu  wieviel  Prozent  müiStc 
ein  Kapital  auf  Zinseszins  stehen,  damit  es  sich  in  ff  Jahren  verdoppelt«  ver- 
dreifaclit  n.  s.  w.,  und  in  wieviel  Jahr«'n  verdoppelt,  verdreifacht  u.  s.  w.  sich  ein 
Kapital,  das  zu  einem  gewissen  Zinsfuß  auf  Zinseszins  steht.-'  Für  die  Fortm  l  4) 
ist  dabei  zu  bem«'rken,  daß  eine  -Vufgabe  streng  genommen  nicht  lösbar  ist, 
wenn  für  n  sich  nicht  eine  natürliche  Zahl  ergibt.  Soll  sich  z*  B.  ein  Kapital, 
das  zu  5*/o       Zinseszins  steht,  in  ff  Jahren  verdoppeln,  so  würde  sich 

n  ^  lüg  2  :  log  l.u.'»      14,2  Jahre 

ergeben.  Das  Kapital  wird  ah^  in  1 4  Jahren  noch  nicht  ganz  zmii  doppelten 
Betrag,  in  15  Jahren  aber  schon  über  diesen  Betrag  angewachsen  sein.  Für 
solche  praktische  Aufgaben  mit  randen  Zahlen  gibt  die  Formel  4)  nur  einen 
Näherungswert.  Es  ist  daher  genügend,  in  einem  solchen  Falle,  die  Dtvtsion  der 
beiden  Logarithn«en  direkt  auszuführen  und  den  (.^u  siiiMilen  nur  bis  auf  die 
Ganzen  und  Zehntel  zu  bestimmen.  \iirh  die  Resultat«;  der  Formel  i?)  geben 
in  den  meisten  Fallen,  wenn  es  sicii  uiu  Anlegung  von  Geldsummen  zu  einem 
gewissen  Zinsfufle  handelte,  nur  Näherungswerte,  da  es  praktisch  nicht  möglich 
ist,  diese  Anlegung  zu  jedem  beliebigen  Zinsfuß  zu  bewirken.  . 

l\.  Steht  ein  Kapital  k  rmf  Zinseszins  und  uir<I  es  am  F.nde  jeden  Jährt-« 
noi  h  um  den  bestummten  Betrag  /'  vermehrt,  su  kann  man  diesen  als  die  jähr- 
lichen Zinsen  des  fingierten  Kapitals  ~  auschen.  Denkt  man  sich  dieses 
Kapital  zu  dem  .\nfangskapital  Ji  hinzugelegt  und  die  Summe  auf  Zinseszins 
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stfln-nd,  so  w-iirde  sie  nach  //Jahren  auf   ^"         ani^cwachsen  sein.  Am 

Endo   des  Zeitraoms  von  «Jahrea  müßte   man  aber  dieses  fingierte  Kapital 

^'^^^  wieder  wegnehmen,  so  daft  nunmehr  das  Endkapital  nach  n  Jahren 
f 

lOor.  tOOr 

6)  j- 

sein  würde. 

Hätte  eine  Person  //,  die  im  Besitze  eines  Kapitals  k  ist,  von  einer  andern  Ii 
n  Jahre  lang  am  Ende  jiMlrn  lnhir->  dir-  Siirnmr  r  zu  crhalfi-n ,  so  ist  r  für  ,-/ 
eine  Rente.    Statt  der  t  iu/.t  liun  Renienzaliiungen  ktiiinU'  B  an        das  Kapital 

^^^^  anazahlen,  und  A  könnte  dies  zusammen  mit  k  auf  Zinsesztns  stehen 

lassen.    Nach  Verlauf  der  n  Jahre»  auf  die  die  Rente  läuft,  müßte  A  das 

Kapital  ,  von  dem  ihm  nur  der  Zinsgennfl  zusteht,  wieder  an  B  zurück» 

zalUen. 

Ebenso  gilt  die  Betrachtung:  B,  der  die  Veipflichtung  hat,  hu  A  n.  Jahre 
lang  die  Rente  r  zu  zahlen,  könnte  von  dem  in  seinem  Besitz  befindlichen 

Kapital  k  das  Kapital    -    ^  abzweij^tii,  um  es  A  Jtn  übergeben.    Hört  nach 

^                                             100  r 
ff  Jahren  die  Verpflichtung  aui,  so  mülite  er  dieses  Kapital  von  A  zurück- 

erhalten.    B  würde  also  nach  n  Jahren  im  Besitze  des  Kapitals 

sein.   Die  Formeln  0)  und  7)  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  von 
das  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Rente  zu  einem  Kapital 
hinzugefügt  oder  von  ihm  weggenommen  isL    Die  beiden  Formeln  sind  die 
Grundfomieln  der  Rentenrechnung 

In  der  Formel  ü)  kann  k  =^  ^  sein;  sie  wurde  dann  das  Kapital  k^'^  c  an- 
geben, das  aus  der  Ansammlung  der  Rentenzahlungi>u  entsteht.  Man  nennt  dieses 
die  kapitalisierte  Rente  und  erhält: 

P 

Beim  Gebrauch  der  l  onm  l  H  ist  im  unterscheiden,  ob 

>  lUOr        <  p 
*<     p     *    *^>^    100  ' 

d.  h.  ob  die  wegzunehmende  Rente  weniger  oder  ebensoviel  oder  mehr  als  die 
jährlichen  Zinsen  des  Anfangsiuipitals  A  beträgt.    In  dem  mittleren  Fall  würde 

/ 

sein,  d.  h.  das  Anfangskapital  bleibt,  wie  selbstverständlich,  unverändert.  Im 
ersten  Falle  wird  sich  /(•  noch  vernn'hren,  wenn  auch  langsamer  als  ohne  Weg- 
nahme der  Rente.    Im  dritten  Falle,  in  dem  man  die  Formel  7)  zweckmäßiger 


10«  r      / 100  r  , 
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schreiben  kann,  miiß  sich  das  Kapital  vermindern  und  endlich  aufgezehrt 
(getilgt,  amortisiert)  werden.  Setzt  man  k^'^O  und  Jk^ö,  so  erhält  man 
aus  der  Gleichung 

F 

und  b  ist  das  Kapital,  daü  auf  Zinseszins  stehend  und  jährlich  um  die  Rente  r 
vermindert,   in  //  Jahren  aufgezehrt   ist.    Dieses   Kapital   ist  der  Barwert  der 
Rente:  denn  die  Verpflichtung,  //  Jahre  lang  die  Rente  r  zu  zahlen,  könnte 
durch  Zahlung  des  Kapitab  b  abgelöst  werden. 
Ana  8)  nnd  9)  folgt 

c  -  b(t  t 

d.  h.  <■  ist  der  Zeitwert  von  b  nach  //  Jahren. 

Rente n/ahiungen,  die  sich  durch  Höhe  der  Rente  und  die  Zahl  der  Jahre, 
auf  die  sie  laufen,  unterscheiden,  sind  gleichwertig,  wenn  ihre  Barwerte  einander 
gleid)  sind* 

Ist  dir  Rente  /-  nicht,  wie  vorausgesetzt,  am  Ende  jedes  Jahres,  sondern  am 
Anfang  frilü','.  so  ist  in  (?),  7).  ^^'K  9)  r  durch         zu  ersetzen. 

Die  Jt-ormeln  der  Renienrechniing  linden  Anwendung  m  der  Versicherungs- 
technik, zur  Berechnung  eines  Tilgungsplana  von  Schulden  n.  s.  w. 

4.  Die  Formeln  6)  bis  d)  in  Nr.  3  können  auch  durch  Reibensummiemng 
erhalten  werden.  Zunächst  ist  die  kapitalisierte  Rente  r  die  Summe  der  Zeit- 
werte der  einzelnen  Rentenzahlungen  /•  nach  n  Jahren.    Es  ist  also 

d.  h.  gleich  der  Summe  einer  geometrischen  R«Mhe  von  fi  Gliedern  mit  dem 
Aulangsglied  r  und  dem  Quotienten  tj.    Nach  §  H3  Nr.  1,  2)  ist  also 

q  —  \  p 

in  Übereinstimmung  mit  8)  in  Nr.  3.    Daraus  ei^bt  sich  wie  in  9): 

nnti  wetin  das  Anfangskapital  k  um  //  i  ihrlirhc  Rentemzahhmgen  r  vermehrt  oder 
vermindert  wird,  so  erhält  man  nun  das  Endkapital  wie  in  6)  und  7): 

Dieses  Verfahren  muß  angew(>ndet  werden,  wenn  die  Rente  sich  nach  einem 

bestimmten  Gesetze  verändert.  Sollen  z.  B.  die  Rentenzahlungen  Glieder  <  iner 
geometrischen  Reihe  r,  r/,  ...  rj""^  sein,  so  würde  die  kapitalisierte 

Rente 

(  =  rq"-'      r/y«-«  4.  r/-V    '  -f  •  -  ■  +  >/--^q      r/— * 

—  f"         f"  —  q" 
=  r  " .  —  r' 

q~J  f—q 

sein  als  Summe  einer  geometrischen  Reihe. 

Sollen  sich  dagegen  die  Rentenzahlungen  in  arithmetischer  Reihe  r,  /*  -f-  <Ä 
r  4-    ''t . . .  /*  -H  (ä  —  X)d  verändern,  so  würde 

f=«r4r«-»  +  (r  +  i/)/-«  +  (r+2//>^-»  +  ...  +  (r  +  «^2rf)^r  +  (r-f  «^"i 
- riiT-*  +        +     +       1) +  + 2?*-» -h  ... + 
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sein.  Dor  erste  Klammerausdrnck  ist  hier  eine  leicht  zu  summierende  ^'eo 
metri^:!       Reihe,  der  zweite  die  Summe  einer  arithmetisch-geometrischen  Reihe, 

die,  wenn  man  sie 

sehreibt,  n.n  h  Nr.  2  zu  berechnen  ist.   Man  hat  jc  =        und  t$  —  1  für« 

zu  setzen.    Damit  ergibt  sich 

. = r  ^-^  +  dä--*      '^""^ '  +  ^"  "üi:* 

^— 1  ^   ^  {1—4-')^ 

Mit  Beiäcktichtigung  der  Bedeutunf;  von  q  kann  man  diese  Formel  für  die 
numerische  Berechnung  bequemer  schreiben: 

100  f/    ,  100  rf\        /    ,   100 .  AI 

In  dem  besondem  Falle,  daß  d-i^r  ist,  die  Rente  also  r,  2r,  3r,...ifr 
in  den  aufeinander  folgenden  Jahren  beträgt,  ist 

100  r 


P 


i(--;v-o-T^-)i 
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t*  Aus  jeder  Reihe  läfit  sich  eine  neue  Reihe  dadurch  ableiten,  daß  man 
jedes  Glied  von  dem  foli^enden  subtrahiert.    Mit  der  neuen  Reihe  kann  dann 

wiediT  auf  (licsclbc  \\'risr  ^l•rfahT''^  wcrdm  n.  <;.  \v.  Mrin  nennt  die  so  ent- 
stehenden Reihen  Di  t  le ren/.re  i  he  ii  der  urspriinyli«  In  n  und  unterscheidet  sie 
als  erste,  zweite  u.  s.  w.,  allgemein  «-te  Differenzreilie.  Ilieruach  ist  die  «-te 
Differensreihe  die  erste  Diflerenzreihe  der  n  —  1-ten  und  die  jt^te  der  n  —  i^ten. 

Die  arithmetische  Reih«'  kann  hiemach  als  eine  Reihe  von  der  Ei},'enschaft 
♦  rklfirt  werden,  daÜ  die  CHrdfr  ihrer  i^r«;trTi  Di1!>rpn7rethc  PiUanHer  'j;leich,  oder 
daÜ  die  Glieder  ihrer  zweiten  und  aller  !oij;enden  i>irterenzreihcn  gleich  Null  sind. 
Dies  führt  zu  einer  Erweiterung  des  Begriffs  der  arithmetischen  Reihe,  indem  man 
unter  einer  solchen  im  weiteren  Sinne  eine  Reihe  versteht,  ffir  die  alle  Gtieder 
einer  bestimmten  Differenzreihe  einander  gleich  sind.  Man  nennt  eine  Reihe 
eine  a  ri  t  h  m  e  I  i  s  r  !i  r-  //-tor  Ordnune.  wenn  ihre  ti-Xv  Dificrenzri'ihe  an««  gleichen 
Gliedern  besteht,  oder  wenn,  was  dasselbe  ist,  alle  Glieder  ihrer  //  [-  1-ten  Differenz- 
reihe  gleich  Null  sind. 

Hiemach  erhält  die  arithmetische  Reihe  jetzt  die  Bezeichnung  einer  arith- 
metischen Reihe  erster  Ordnung.  Die  Differenzreihen  einer  arithmetischen  Reihe 
höherer  Ordtitins;  sind  wi»'der  arithmetische  Reihen,  und  zwar  ist  die  erste  Differenz^ 
reihe  einer  Reihe  //-ter  Ordnung  eine  solche  n  —  1-ter  Ordnung  u.  s.  w. 

Es  sei  beispielsweise  die  Reihe 

2       3       6       U       30       57       98  ... 

gegeben,  so  ist  die  erste  Ditierenzreiiie: 

1  ^    >  8       10       27       41    ...  , 

die  zweite  Diiferenzreihe: 

2  5       S       11        U    ...  , 
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die  dritte  Difl'erenzreihc : 

3  3  3  ^  m     ,     m  f  ' 

also  ist  die  i^egebeiie  Reihe  einf»  arithmetische  dritt.  r  OrdiuinR. 
Im  folgenden  sollen  die  Glieder  einer  Reihe  allgetnciu  durch 

j     «  f         ^/v»    ♦       •    •    •         iif^   f       •   •   •  y 

die  ihrer  ersten  l>itierenzreihe  dnrch 

D  (i^  ,    D  ti.y  1       ^3  >   •  •  •    D     f  » m ,  t 
die  ihrer  zn'eiteo  Ditferenzreihe  durch 

D'  </,  ,    D- a..  ,         a.^  ,    ...    n  '     ,  ... 
11.  S.  w.,  allgemein  <Vu-  di-r  /'-t-Mi  I)iff('rt>nzreihe  durch 

X»^ «,  ,  ,    Z?*da  ,   ...    JJ^tU,  ... 

beseichnet  werden.    Es  ist  also 

i7j  =  (ig  —  t/^ :       <7«  —    -f- 1  - 
D^a^^Da^  —  und  allgemein:  =  Z?*- '         —  J>~^a^  • 

Um  hiemach  irgend  ein  (jlied  einer  Dilferenzreihe  einer  gegebenen  Reihe 
unmittelbar  aus  Gliedern  dieser  Reihe  2U  berechnen,  hat  man 

Fährt  man  in  dieser  Weüe  fortt  so  wird  man  durch  die  Analogie  auf  die  Ver- 
mutung geführt,  daß  allgemein 

1)  Z>*«7«  =  a^j^k  —  ^^j  4-  —  r  (—  1/ 

sei,  wo  ^^j  ,        u.  8.  w.  die  Binomialkoeffinenten  lur  il-ten  Potenz  sind.  Die 

allgemeine  Gültigkeit  dieser  Formel  kann  durch  vollständige  Induktion, 
d.  h.  durch  den  Schluß  von  ^  atif    -f  1  bewiesen  werden,  indem  man  wie  vorher 

mittels  1)  entwickelt  und  zeigt,  daß  das  Resultat  demselben  Bildungsgesetze, 
wie  1)  folgt.  Da  nun  1)  für  4  =  3  gilt,  so  muß  sie  auch  für  i(  =  4,  also  veiter 
auch  ffir  k  —  ')  u.  s.  »*.  richtig  sein. 

Vm  ferner  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  aus  <7^  und  den  Anfangs-^ 
ghedern  der  Ditfe renzreihen  zu  berechnen,  beachte  man«  daß 

fl^  -f  Z?tf,  =  (tf,  +  /?ai)  +  {Da,  +  Z?»«,)  =     +  2  Da,  +  » 
=.  ff,  +  ^-  2  Z?ai  +  ^«ifi)  -}-  (/Jtfi  +  2  Z» '     ^  /?3  it^) 

u.  s.  w.,  also  nach  der  Analogie 

2)  a.  _»,-("  7 ("7')i)3«,+... 

ist,  eine  lormel,  (i<'ren  allsi  niein«'  Gültigkeit  wieder  durch  den  Schluß  von  tt 
auf  n      \  bewiesen  werden  kann. 
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Um  endlich  audi  die  Summe  der  Reihe  cu  berechnen,  bemerke  man,  daß 

«1  +  *»s  •  'h  —  (2 «1  +  />«i)  +  («1  +  2        +  i?»ir,)     3<i,  +  SiJffi  +  Z>* , 

ö|  +  <»i  ^     -r     =  (3  </,  +  a  Z>^/i  -  D'^  ö,)  -i-  (./i  :  :iD<j^  f  3Z>«di  H-  />^7j) 

u.  s.  w.  ist,  bilde  wieder  nach  der  Analogie  die  Formel 

3)  =  (•ja.     (^,)  Z)«,  +  (*)z?«a,  +  (^)z?*««,  +  . . . 

und  beweise  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  durch  den  SchluÜ  vou  n 
auf  ff  +  1. 

So  erhält  man  beispiebweiae  für  die  oben  angegebene  Reihe 


2  ,  a  ,  6  ,   14,  HO  ,  57 ,  OH  ... 

(«  —  l)  (//  —  2)        ,       —  U  i'f  —  -)  («  —  3; 


1.2  1-2.3 


oder 


o     ''(«  —  1»   ,  ,  «(>/~l)(//  — 2>      ,  «(«— 1)(//  — 2)(»  — 3)  _ 

ß  — i—   •    1     -1—     --  ■   ■  ■  ■  ■    •     ^  ■  ■  —      ■  ■  *    ■>  « 

1.2        ^        1.2.3         ^  1.2.3.4 


=  i  («:'  _  4  «2  -f  7  //)  ,   J„  =      (3  «*  —  10      -f  21      -f  34  //)  . 

2.   Dir  Fortnoln  1),  2),  3)  ireltfn  allgemein  für  Reilun  jeder  Art;  bei  den 
arithmetischen  tritt  nur  die  Vereinfachung  ein,  daß  die  Reihe  der  Größen  D  a^., 
D-      u.  8.  w.  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  die  allgemeinen  Ausdrücke  für 
und  ^„  ako  begrenzt  sind.    Hieraua  geht  hervor,  da0  das  allgemeine  Glied 
einer  arithmetischen  Reihe  hXtx  Ordnung  sich  als  ein  Ausdruck  von  der  Form 

4)  «  «0  -i-  «1 «  +  o,  «*  +  . . .  4-  0*  «* 

und  die  Summe  einer  solchen  als  ein  Ausdruck  von  der  Form 

darstellen  läBt 

Umgekehrt  läßt  sich  «eigen,  daß  jede  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  die 

Form  4),  odf  r  '  ren  Summe  die  Form  5)  hat,  eine  arithmetische  Reihe  jt-ter 
Ordnung  ist.    Ijit  nämlich  die  erste  \'oraussetzun|;  erfüllt,  so  ist 

=  tf.+i  —  Ä,  =     -i-  Ol  (»  H-  1)  +  <4  («  +  1)*  + .  • .  +  o*  («  +  1)* 

—  —  Ol «  —        OL.  //-  —  . .  .  —  ax  «* 

-  Ol  H-a,(2«+l)  +  +  » 

also  Doit.  von  der  Form 

+     «  +  •  •  •  +  y*-!  «*^*  • 
Hieraus  ergibt  sich  in  gleicher  Weise,  daH  D*a^  die  Fonn 

*Q  +  ^1 «  +  •  • .  + 

hat  u.  s.  w.,  so  daß  endlich  einen  für  jeden  Wert  von  n  konstant  bleibenden 

Wert        haben  muß. 

Hat  femer  die  Summe  einer  Reihe  die  Form  0),  so  folgt  aus 

—  •*«       '«  —  1  » 

daß  (1^  die  Form  4)  haben  muß.  so  daS  der  Beireis  auf  den  vorhergehenden 
zurückgeführt  ist 
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Hieraus  fol^t  beispielsweise,  daß  dir  k-xcn  Potonzen  der  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  eine  arithmeiisrhe  Keihe  X'-tf-r  Ordnung  bilden,  denn  es  ist  für 
diese  a„  =•      .    J>n  ist  also  ilte  Reilie  der  Quadratzahlen 

1  ,    4  ,    9  ,    1<)  .    25  ,    'Mi  ,    40  ... 

eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnunjr.    In  der  Tai  sind  ihre  Differenzreihen: 

3 ,    5  ,    7  ,    9  ,    11,    13  ... 
9       O       9       9  9 

Man  hat  hiernach  in  den  DifTerenzreihen  ein  Mittel,  die  Quadrate  nnd  höhere 
Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  surrc>ssive  durch  Addition  zu  berechnen. 

Femer  ergelxTi  sirh  nnrh  .'Vi  die  Stimmen  von  I'iiit'Ti7:en  der  n.Ttürüchen 
Zahlen.  Es  ist  z.  Ii.  die  Jsuramc  aller  Quadrate  der  natürlichen  Zahleu  von  1  bis  »: 

die  Summe  ihrer  Kuben: 

('r;)-i  +  (2)-'+(8)-^-^  +  (i)-«"^"<''  +  »>'  ■ 

F.benso  bilden  die  >^-ten  Potenzen  der  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe 

erster  Ordnung:  .    .  ^  . 

<r  ,  tf  +  tf ,  ff  -f-  2  4^  . . . 

eine  arithmetische  Reihe  k-tcr  Ordnunt;,  denn  es  ist  für  diese 

a„  =  \a  +  (//  —  l)//f  =  (/»  —       +  i  Ui  —  t/f-^ .  //  -4-  .  .  .  -j-      •  //*  . 

Allgemein  bildin,  wie  eulsprechend  bewiesen  werden  kann,  die  Jk-tcn  Po- 
tenzen einer  arithmetiBchen  Reihe  r-ter  Ordnung  eine  arithmetische  Reihe  der 
k  •  r-ten  Ordnung. 

Ks  mögen  schlielihch  noch  fol^cjide  Sätze  Erwähnung  finden,  die  nach  dem 
vorigen  ebenfalls  bewiesen  werden  können: 

Verbindet  man  die  gleichstelligen  Glieder  zweier  oder  mehrerer  arithmetischer 
Reihen  in  gleicher  Weise  durch  Addition  oder  Subtraktion,  so  entsteht  eine  atith* 
metische  Reihe,  deren  Ordnung  gleich  deijenigen  der  höchsten  der  verbundenen 
Reihen  ist. 

Multipliziert  raau  die  gleichstelligcu  Glieder  zweier  oder  mehrerer  arith- 
metischer Reihen  miteinander,  so  entsteht  eine  arithmetische  Reihe,  deren  Ofd- 
nung  gleich  der  Summe  der  Ordnungen  der  ursprünglichen  Reihen  isL 

3.  Bildet  man  zu  einer  gegebenen  Reihe  nacheinander  die  Werte  j, ,  jj, 
Jcj  u.  s.  w.  der  Summen  von  l  ,  2,  3  .  .  .  Glied«'rn,  so  erhült  mnn  eine  neue  Keihe, 
welche  die  Summeureihe  erster  Ordnung  der  gegebenen  heilit.  X'erfährt  mau 
mit  dieser  in  gleicher  Weise,  so  erhalt  man  die  Sommenreihe  zweiter  Ordnung  der 
ursprünglichen.  Allgemein  ist  di(>  Summenreihe  Jt-tex  Ordnung  einer  gegebenen 
Reihe  die  erste  Summenn-ihe  der  Summenreihe  /: —  1 -ter  Ordnung.  Diese  neuen 
Reihen  untersciieiden  sich  von  den  Diti'erenzreihen  nur  durch  die  umgekehrte  Art 
ilirer  Entstehung. 

Ist  die  ursprüngliche  Reihe  eine  arithmetische,  so  sind  ihre  Suramenreihen 
arithmetische  Reihen  höhert-r  (Jrdnungen.     Ist  insbesondere  die  ursprüngliche 

eine  arithinc'rt»^rht*  »•t-^u-t  Ordnung  mit  H<'m  Anfanc^^li'^d  1  tim!  ihre  DifT'-renz  ä 
eine  naturiiclie  Zahl,  so  erhält  mau  aui  diesem  Wege  die  Reihen  der  liguriectcn 
Zahlen.    Diese  sind  ako: 

1,    1-r'/,      l  +  2i/,      1^    3./,      1 -f   4</  ... 

1,    2-\-ä,     3  +  3^,     4-f  Qd,     5H-10<f  ... 

1,    3  +  *^»     0  +  4*/,    tO  +  10</,  15  +  2fl//  ... 

1,                II» +          20H-15</,  35-l-3r»if  ... 

u.  s.  w. 
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Ist  hierbei  insbesondere  aocb  d^l,  so  erhält  man  die  fignrierten  Zahlen 
im  engem  Sinn.   Die  Reihen  dieser  sind  also: 


2, 

3,  4, 

o    . . 

3, 

6,  10, 

15 

4, 

10,  20. 

35  .. 

5  , 

ir. ,  3.-., 

70  .. 

6, 

21,  56. 

126  .. 

n.  s.  w. 

Da   alle   diese  Reihen   arithmetische  von  bestimmten  Ordmingen  sind,  80 
gelten  für  sie  die  in  Nr.  1   und  2  abgelei(<'icii  Formeln  für        imd  . 
Die  Reihe  der  figurierten  Zahlen  zweiter  Ordnung,  abo  die  Reihe 

1,  2  +  </,  3  +  3i/,  4  +  6^,  d  +   

heißt  auch  die  Reihe  der  Polygona Izahlen  oder  Vieleckszahlen.  Da  ihre 
Differenzreihen 

1  +      lH-2</,  1  +  34/,  l  +  4<f  ... 
d  f         d  t  d  ^  dt  ... 

sind,  so  findet  man  nach  2)  and  3) 

a^^\^{^-  ^^(1  7  ^^d^  (1  +  1^,1  , 

/«\  .             ■       ,              (3  — <0*  +  3«i*  +  4/ff« 
'•-=(1)+  (2)^^+^^+(3)^-^  —   • 

Der  Name  Polygonahahlen  tnhrt  daher,  dafi  diese  Reihe  int  d  =  k  —  2  die 
Reihe  deijenigen  Aiusahlen  von  FlächengröSen  ist,  die  sich  in  Form  eines  regel- 
mäßigen >6-£cks  nebeneinander  legen  lassen.  So  entsteht  im  d  —  1  die  Reihe 
der  Dreieckszahlen  (Trigonalzahlcn): 

1,    3,    6,    10,    15    ...  , 

die  den  Anzahlen  der  Punkte  in  folgenden  Figuren  gleich  sind: 


Für  </     'J  erhält  man  die  Reihe  der  Viereckszahlen  (Tetragonal-  oder 

Quadratzahlcn): 

9.  16, 


1,  4. 


*  t 


int  d^S  die  Reihe  der  Funfeckszahlen: 

1  1'^ 

n.  s.  w. 
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In  enUpiechender  Weise  heißen  die  figarierten  Zahlen  der  dritten  Ordnung 

tt.  s.  w.  auch  Pyramidalzahlen,  weil  sie  die  Anzahlen  von  Körpergrößen  angeben, 
die  sich  in  drei-,  vier-  oder  mehrseitigen  Pyramiden  aufeinander  schichten  lassen. 
Man  erhält  für  sie 

«  (//  -  1 )       {n  —  \  )n  («  -r  1)  .      (3  ^  i/)n  +  3  + 
1  .  2    ^         1  .  2  .3  "  6 

Insbesondere  ist  die  Reihe  der  Trigonal-Pyraroidalzahlen     =  1), 

1  »  4  ,  10  ,  20  ,  35  ,  56  . . .  , 
die  der  Tetragonal-l^ramtdalzahlen  {d=  2), 

1  ,  r» ,  14  ,  Mi ,  ör>,  Ol  ... 

U.  s.  \s  . 

Es  sei,  um  eine  Anwendung  der  vorstehenden  Reihen  tu  «eigen»  die  Auf» 

gäbe  zu  lösen: 

Wieviel  Kunoucnkugclu  beäadcu  sich  in  einer  abgestumpften  dreiseiiigeii 
Pyramide,  wenn  an  jeder  Seite  der  untersten  Schicht  m  und  an  jeder  Seite  der 

obersten  Schicht  «  Kugeln  liegen? 

Hier  i>t  f!i<'  I>iff«  ri  iiz  des  w-ten  und  des  n —  l-tni  Tllii  des  der  Reihe  di^r 
Trigooal-P} ramidalzahlca  zu  bilden;  nach  der  obigen  l'ormel  ergibt  sich  diese 
gleich 

2  w  -h  3  w«  -f      _  2  («  —1)4-  3  («  —  1)«  +  («  —  D» 
6  6 

also  z.  B.  fOr     »  20,  »  —  5  gleich  1520. 


g  36.  Kettenbräche. 

1.  Wenn  man  auf  den  Bruch  a:fi,  dessen  Zähler  und  Nenner  natürliche 

Zahlen  und  relativ  prira  sind,  nach  §  <i  Nr.  'i  die  Kettendivision  anwendet,  so 
muLl  man  auf  den  Hest  1  kouuiK^n,  der  in  dem  voriti;en  ohne  Rest  enthalten  ist. 
Gesciiieiit  dies  nach  //  Divisionen,  so  erhält  man,  wenn  «i  >  ^  die  Gleichimgen: 

a  ^  d -i^  f\  , 

^  -  '1    +  f'i  f 


worin  j^j,  •  - '  die  einzelnen  QuouentcD,  z^,  /,  . . .  die  Reste  sind.  Ist  ^„  der 
letzte  Quotient,  so  muß  r^^i  =  1,  r«  —  0  sein.  Aus  diesen  n  Gleichungen  folgen 
die  neuen: 

so  daß  man  den  gegebenen  Bruch  in  der  Form  schreiben  kann: 


*     "  '     ^  1 


Digitized  by  Google 

a 


§  36  Kettenbrüche.  X73 

Diese  Form  heißt  ein  gemeiner  Kettenbiuch.  Die  Entnrtcklung  eines  ge- 
meinen irreducibi  In  Bnichs  in  einen  Kettenbiuch  geschieht  nach  einem  Schema, 
das  an  dem  folgenden  Bei^iel  leicht  zu  übersehen  ist: 

30167(2  5Z  _  o  1  ^     _  30  _  1 

7!30!4  30""'^      1   ^7~^~i  

If2i2  ,  ^^2  •  ^^.^  1 

Man  kann  die  KettenbiurhrtiiwicUung  immer  so  schreiben,  daß  dem  eigentlichen 

Kf ftriihrut  h  l  iiif  panzr  Z;ilil  \  nrntt<:j:fht,  was  aus  der  Voraussetznn^j  a  y-  b  folgt. 
Die  Entwicklung  ist  durcli  die  Keihe  der  (,)ii(Hifnten  q^,  (/.,  ■  ■  ■  q„  bestimmt,  l'm- 
gekehrt  läßt  sich  ein  Kettenbruch  in  einen  gemeinen  Bruch  zurückver\\'andeln. 

2»  Bricht  man  die  Entwicltlung  eines  Kettenbruchs  bei  einem  beliebigen 
Quotienten  ab,  so  entsteht  ein  Kettenbracbt  der  ein  Panialbruch  des  voll- 
st.in  di^pn  5fen?innt  wird.  In  rinm  ^/-'jlifdriern  Kettenbruch  sind  n  \  Parti.il- 
brüche  enthalten  und  der  n-xv.  Partialbriich  ist  gleich  dem  vollständigen  Ketlcn- 
bruch.    Die  Partialbrüchc  sind  der  Reihe  nach: 

,1  ,1   .1 


I      *  I  ^ 

Ä  4-  -  ft  +  - 

^8  S'«  T 


Jeder  Partialbruch  eines  Ketten bruchs  ist  zu  betrachten  als  durch  Entwicklung 
eines  gemeinen  Bruchs  entstanden,  z.  B.  der  k-tb  Partialbruch  durch  Entwicklang 
von  ak  :  bk,  so  daß 

ist.  Umgekehrt  kann  man  den  >e-ien  Partialbruch  in  den  gemeinen  Bruch  :  bk 
zurückvervvandeln;  a>  und  bk  heißen  dann  kurz  Zähler  und  Nenner  des  k'itiw 
Partialbmchs.   Nun  ist 

*l     ^»     ^  =  gt  y«  +  1 

und      :  A,  wird  aus  »/^  '•  l>~,  gefunden,  indem  man      '\-  -  an  die  Stelle  von 


setzt,  so  daß  man  erhält: 


gs 


\  W_   ys  \9\  9t 


+  1)  +  ft  ^  9»^  + 
*s  ,1  •     4-  1  *j  +  ^1  ' 

Hieraos  könnte  man  auf  das  Bildungsgesetz  schließen: 

dessen  Richtigkeit  durch  vollständige  Induktion,  d.  h.  durch  den  Schluß  von  k 
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auf  i-^-l  bewieflea  werden  Jcaon.   Die  Richtigkeit  von  1)  vorausgesetzt,  würde 

nämlich  a^^i  :  d^^i  aus  1)  gefunden  werden  müssen,  wenn  man      H  —  an 

Stelle  von       set2C.    Es  wäre  also 


l^*  +  ^  )  + 


<Jic-\-\<'i-  -f  <H-\ 

*SE     -    -  —  ! 

in  d<*r  Tal  enlsieiit  dies  nn«  1)  durch  Vertauschnns:  von  /:  inii  k  ^-  1.  Damit 
ist  bewiesen,  daß  weun  \)  für  k  gilt,  dieselbe  Formel  aucfi  für  -f-  1  richtig 
ist  Nun  ist  aber  vorher  gezeigt,  daß  ne  für  i( » 3  gilt,  demnach  gilt  sie 
für     =s  4  u.  8.  w.  und  hieraus  kann  man  die  Allgemeingfiltigkeit  der  Formel  1) 

SChlicMf  n. 

Die  Formel  1)  ist  eine  rückschreitende  (rekurrierende);  sie  dient  zur  Be- 
rechnung des  Zählers  und  Neuners  eines  Partialbruchs,  wenn  die  beiden  vorher- 
gehenden bekannt  sind.  Es  können  also  der  Reihe  nach  die  Werte  aller  Partial- 
brüche  aus  den  beiden  ersten  gefunden  werden.  Schreibt  man  aber  diese  beiden 
in  folgender  Form: 

rt,  _  ^1  •  1  4-  <  •       *h      g.,  '      -r-  \ 

l     0-i-l'         ~  ^2  •  ^1  +  0  • 

so  kann  man  auch  sie  aus  ihnen  noch  vorangehenden  (0-ten  und  — l-tcti)  Partial- 
brüchen 1  :  0  und  0  :  1  nach  demselben  Gesetze  gebildet  denken.  Hiernach 
kann  man  die  Partialbrücbe  des  Kettenbrucbs  in  dem  Beispiel  von  Nr.  1  nach 
dem  folgenden  Schema  entwickeln: 

0  1 

1  0 


2 

2 

1 

4 

9 

4 

3 

29 

13 

2 

67 

30 

Die  Partialbrfiche  des  Kettenbmchs,  den  man  durch  den  gemeinen  Bruch  67  :  30 
erhält,  ergeben  steh  durch  Verwandlung  der  Brüche 

2  '<  29 
1  •    4  '  13 

m  Kettenbrüche. 

3.  Aus  der  Definition  des  Kettenbruchs  sieht  man,  daß 

b,^h'  b/^^  b'  b,''-b'  b^^  b'"* 

iäu  Ein  Partialbruch  :  bk  ist  also  kleiner  oder  größer  als  der  vollständige 
Kettenbruch,  je  nachdem  der  Zeiger  k  ungerade  oder  gerade  ist  Der  Wen  des 
vollständigen  Kettenbrachs  liegt  also  immer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Partialbrüchen.    Bildet  man  die  Differenz  von  zwei  benachbarten  Partialbrfichen 

tf*  ff* -4-1 

so  ist  diese  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  k  gerade  oder  angerade  ist  Bringt 
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man  die  beiden  Brache  auf  den  gleichen  Nenner  so  ist  der  Zähler  der 

Differens 

=  ajt  ifk+i  h  +         —  ifJk+i«*  +      i)  h  ~  — i h  —  fl* h—i)  t 

also  gleich  dem  negativen  Zahler  der  Differenz  der  beiden  Paitialbrüche 

^*—t  f* 

d.  b.  die  Differenxen  zweier  aufeinander  folgender  Pärdalbrfiche  sind  Bruche,  deren 
Zahler  denselben  absoluten  Wert,  aber  alternierende  Vorzeichen  haben.  Dieser 

konstante  Wert  bestimmt  sich,  wenn  man  die  Differenz  von  irgend  zwei  aufeinander 
folgenden  Partialbrüchen  bestimmt.    Nun  ist 

tf|  _  «t  ^  fi  _     gl  -h  1  _ 

der  konstante  absolute  Wert  ist  also  1  und  zwar  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem Jk  ungerade  oder  gerade  ist    Damit  erhält  man: 

2)  — =     1)*  , 

Am  2)  folgt,  daß      and  fi^t  *fk+t  und  ^t^i  keinen  gemeinsamen  Teiler 

außer  1  haben  können,  mithin  relativ  prim  sind.  Die  Werte  der  Paitialbrüche 
sind  also  wie  der  des  vollständigen  Kettenbruchs  irreduciblc  Hrin  hc 

Da  die  Nenner  ijk^i  mit  wachsendem  Zeiger  immer  grölier  werden,  so 
sieht  man  an  3),  daß  die  Differenzen  aufeinander  folgender  Partialbrüche  mit 
wadbsendem  Zeiger  immer  abnehmen.  Da  nun  der  Wert  des  vollständigen  Ketten- 
bmchs  zwischen  den  W(  rtm  zweier  aufeinander  folgender  Partialbrüche  liegt,  so 
nähern  sich  die  Werte  der  Partialbrüche  mit  zunehmendem  Zeitrpr  m^hr  und 
mehr  dem  Werte  des  vollätäudigeu  Ketlenbruchs.  Daher  sind  die  Werte  der 
Partialbrüdte  Näherangswerte  des  vollständigen  Kettenbruchst  die  diesem  am 
so  näher  kommen,  je  größer  der  Zeiger  ist,  d.  h.  in  je  größeren  Zahlen  sie  aus- 
gedrückt sind.  Entwickelt  man  also  einen  gemeinen  irreduclbeln  Bruch  in  einen 
Kettenbmrh.  '^n  sind  dii-  Partialbnirhe  irrednrible  Brüche,  dir  den  Wrrt  des 
Bruchs  in  kleineren  Zahlen  naheningsweise  ausdrücken.  Die  Kettenbrui  h«  iit\\  ickluug 
wird  daher  gebraucht,  um  das  Verhältnis  zweier  Größen,  das  in  nnbeqttem  großen 
Zahlen  gegeben  ist,  näherungsweise  in  bequemeren  kleinen  Zahlen  anzugeben. 
Man  kann  sich  dann  auf  die  ersten  Quotienten  der  Kettendivision  und  die  ersten 
Partiidluiirht'  bcsrhränketi ,  da  die  höheren  wieder  prr»kfisc!i  unbrauchbar  sein 
würden.  Dabei  macht  es  keinen  Unterschied,  ob  das  \  erhaitnis  rational  oder 
nur  nähemngsweise  bis  zu  einer  gewissen  Genauigkeit  durch  naturliche  Zahlen 
ausgedrückt  ist. 

Beispiele:) 

1.  Dt-r  englische  Fuß  ist  gleich  0,30480  tn.  Wendet  man  auf  HM Kit»  :  Htl4S 
die  Kpttt'iHli\ ision  an,  so  erliäh  man  die  «Tsten  fünf  Quotienten  '6,  3,  1,  1,  H 
uud  die  Nähertmgswcrie  '6:1,  lU  :  3,  Iii  :  1,  23  :  7,  S2  :  25. 

2.  Das  Verhältnis  n  des  Krebnmfangs  zum  Durchmesser  ist  bis  auf  fünf 
Dezimalen  genau:  3,14159.  Die  ersten  vier  Näherungswerte  sind  3:1,  22  :  7, 
333:106,  3.')5  :  113.  Der  zweite  und  vierte  ist  das  Archimed ische  und  das 
Verhältnis  d»  >  Mr  rn  s. 

3.  Das  iropisclie  Jahr  ist  gleich  305,2422  Tageiu  Wie  groü  ist  der  Über- 
schuß über  365  Tagf*n  als  Bruchteil  eines  Tages?  Die  ersten  Wer  Näherungswerte 
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sind  1  :  4,  7  :  20,  S  :  R3,  31  :  128.  Man  hat  also  nach  vier  bürgerlichen  Jahren 
einen  Tag;  nach  'in  deren  sieben  u.  s.  w.  Tage  einzuschalten. 

4.  Ks  ist  ]  i  =  1,4  11'-  Ih'*^  auf  vier  Stellen  fjenau.  Die  Kettenbruchentwicklting 
gibt  die  lünl  ersten  Näherungsnerle  1^,  Ij,  l^j,  1^,  Ij^.  Der  iiinlte  gibt 
auf  vier  Dezimalen  1,4143. 

4.  Der  Prosefi  der  Kettenbmcbentwicklung  kann  wie  der  der  Bildung  einer 
Reihe  unbegrenzt  fortf;esetzt  gedacht  werden.  Ein  solcher  unendlicher  Ketten- 
brtirh  kann  nicht  durch  Krttcudivisidii,  die  an  zwei  natürlichen  Zahlen  aiiserführt 
wird,  gewonnen  werden.  Sein  Wen  kanu  also  auch  nicht  eine  rationale  Zahl 
setn>  Man  erhält  einen  unendlichen  Kettenbmch,  wenn  man  die  Entwicklung 
auf  eine  Quadiatinincel  anwendet,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt  Es  ist  ^13 
gleich  ^1  »  3  vermehrt  um  einen  echten  Bruch,  so  da6  man  setzen  kann 


nun  hat  man: 


9i 


1     yi3  —  1             4       jia  + 1    -  1 
j_  ^  yls  -^2      ^  _  3        yii  +  g  j_ 

Irl   "3    '        >i3-i       4    "'^fo  • 

1      Vis  — 3  4  ,  1 

9«  ^  }13  — 3 

-i— fl3~3-i  . 

Weiter  braucht  man  die  Entwicklung  nicht  fortsosetzen,  da  sie  sich  die  Quotienten 

in  gleicher  Reihenfolge  wiederholen.  Ks  ist  also  die  Quadratwurael  durch  einen 
unendlichen  periodischen  Kettenbruch  dargestellt,  nämlich 


yi3  =  3 


1 


1  

1  +  - 


1 

Man  schreibt  ihn  abgekürzt  3  +  (l>  If  1>  1>  6»...).    Die  Partialbräche  geben 
die  Näherungswerte  der  irrationalen  Zahl  ^13  :  3i,  3},  3i,  3|g 
Ist  in  der  quadratischen  Gleichung 

2«:r—  1  =  0 

a  eine  natürliche  Zahl,  so  hat  man 
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1  1 


(2  a  4~     "  1  *    ^  " 


2a  + 


Nun  ist  die  positive  Wunet  der  Gleicbang 


folglich  hat  man 

^^-1=«4-  ^  -a  +  (2a,...) 

in  einem  unendlichen  periodischen  Kettenbmch  dargestellt    Z.  B.  ist 

]2  =  1  -r  ;    ]  17  -  4  -:  (8....)  :    ]  2«  =  Ti (1 0  , . . .)  . 

Dir  positive  Wnrz»*!  finer  quadralisriifii  ("ilriclmni:  lallt  sich  iniiiifr  dnrch 
einen  uneudlichfn  periudisclieu  Kettenbrurh  darstellen.     So  hat  die  Gleichung 

3jf«  +  8j«:  —  7  =  0 

die  positive  Wurzel 

3 

Da  hier  x  ein  echter  Bruch  ist,  innü  man  (/^  _  «j  und 
setzen,  so  daß  mau  weiter  erhält: 

 7  '»'V37-3  — 1  ^  +  * 

J^^  y37--4  ^  J_ 

Es  ist  also 

*  =      ^  3  '^  '^-  =  (1»  2,  3, . . .)  . 

Umgekehrt  läSt  sich  der  Wert  eines  unendlichen  periodischen  Kettenbiachs 
dnrch  die  positive  Wurset  einer  quadratischen  Gleichung  vollkommen  genau  ana- 
drücken.   Ist  B. 

x^iU  2,  1,...)  , 

so  kann  man 

1 

 1 

2  +  -  

Selsen  nnd  berechnet  man  diesen  Kettenbmch  als  Partialbnich  nach  dem  Schema 
ScauMantcn  HudlHich  der  lUtbcmMlk,  &  Aufl.,  Bd.  L  12 
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so  ist 


oder 


1 

0 

0 

1 

1 

1 

X 

1 

2 

2 

3 

1  +  * 

2(l+*)+l 

3(1  +  *)+! 

2  (1  +  AT)  +  1 

3(1  +  A)+  1 

• 

Diese  quadratische  Gleichung  hat  die  pontive  Wnnel 


3 


es  ist  also  der  gegebene  Kettenbmch 


(1»  2,  1, . . .)  = 


— 1  +/10 


3 


Steht  vor  dem  eigentlichen  Kettenbrach  eine  gante  Zahl,  wie  allgemein  an* 

genommen  wurde,  so  bestimmt  man  zunächst  den  Wert  des  Kettenbruchs  ohne 
die  p;anze  Zahl  narh  dem  soeben  gezeigten  Verfahren.  Gehen  den  perindisch 
wiederkehrenden  Quotienten  vorperiodische  Quotienten  voraus,  so  bestimmt  man 
zunächst  deu  Wert  des  periodischen  Kettenbruchs,    ist  /..  B. 

«  =  3+^  , 


1  + 


2  + 


1 


3  + 


2  + 


gegcben,  so  kann  man 


3  + 


setzen  und  jf  bestimmen  als  positive  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung. 
Man  erhält: 

—3  -r  \  iö 


und  daraus 


2^* +6^ — 3  —  0,  y 
22H-/15 

- — r—  ' 


5.   Eine  Anwendtmg  finden  noch  die  Kettenbrüche  zur  .Auflösung  einer 

di()])liantisr!ien  ^lleichung  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  (vgl.  §  23  Nr.  2). 

Ist  diese  nämlich  .  , 

ax  -^^  fijf  ^  e 

gegeben,  wobei  a,  bt  c  natfirliche  Zahlen,  die  relativ  prim  sind,  bezeichnen  und 
soll  man  x  und  y  in  ganzen  Zahlen  bestimmen,  so  nimmt  man  zu  der  gegebenen 
die  UiUsgleichung 

worin  n  eine  willkürliche  ganze  Zahl  bedeutet.  Aus  den  beiden  Gleichungen 
,findet  man 

c  (i  —  bn  an  —  ca 


X  « 


aß  —  ba 


ap  —  da 


Digltized  by  Googl 


§  37  Uncfidlidie  Reih«».  179 

Diese  Werte  sind-  ganze  Zahlen,  wenn 

aß  —  bn  =  ±\ 

isL  Kniwickelt  man  a  :  ^  in  eiuca  Koturnbruch,  so  ist  a  '.  ß  der  vorletzte  Partial- 
bruch (Nr.  3,  2).  Zu  den  gegebenen  Werten  von  a  und  b  gibt  es  stets  Werte 
von  a  und  /9,  die  x  und  y  va.  ganzen  Zahlen  machen  und  zwar  ist 

Hat  man  z,  B. 

23x+17jr»97  , 

8o  ist  4  : 3  der  vorletzte  Partialbroch  der  Kettenbrucbentwicklnng  von  23 : 17« 
mithin  ist 

j:=291  — 17«,  >'  =  23«  — 388 
oder  in  kleinem  Zahlen 

jf  —  2  —  17«,  ^  =  3-1-23«  . 
Ist  die  Gleichung  von  der  Form 

a  X  —  b  y  =  c  , 

so  hat  man  auch  die  Hilfsgleichun^  in  der  Form 

o*  —  iät^  =-« 

zu  nehmen.    Ist  z.  ß.  gegeben: 

47;r— 33^  — 6  , 

so  gibt  die  Kettenbrochentwicklung  von  47  :  33  den  vorletzten  Partialbrach  10  :  7, 
also  erhÄlt  man  aus 

47*  — 33^*- 6,    10*  — 7;^  =  «  , 
x  =  ZZn  —  42,  >  =  47«  —  60  , 
wofür  man  auch  durch  Vertaoachung  von  n  mit  n^2  nehmen  kann: 

*  — 24  +  33»,  ^-34  +  47«  . 


§  37.    Unendliche  Reihen. 

1«  In  §  33  Nr.  3  ist  darauf  hingewiesen  worden,  daü  der  ProzcÜ  einer 
Reihenentwicklung  im  allgemeinen  unbegrenzt  fortgesetzt  gedacht  werden  kann. 

Man  erhält  dann  eine  unendliche  Reihe.  Die  Summe  einer  unendlichen  Reihe 
ist  im  allgemeinen  unemilicli  uroL):  mir  in  ^cwissni  imeressantPii  tind  mathematlscli 
sehr  wichtif^en  Fällen  nähert  sich  die  Summe  mit  wachsender  Gliederzahl  einer 
endlichen  Grenze.  Eine  solche  oueudlicbe  Reihe  ist  konvergent  und  der 
Grenzwert  der  Summe,  dem  sie  sich  bei  unendlich  wachsender  Zahl  der  Glieder 
nähert,  ist  die  Summe  der  unendlichen  konvergenten  Reihe.  Das  ein- 
fachste B*  i<:p>r1  ist  die  an  der  angeiührten  Stelle  betrachtete  unendliche  geo- 
metrische  Reihe 

a  -j-    y     <z  ^-      . .  .  , 

du-  koriverj^iert,  wenn  sie  lallend  ist,  d.  h.  wrnn  der  Quotieiii  </  >-h\  positiver  oder 
negativer  echter  Bruch  ist.  Bei  unendlich  wachsender  Gliederzahl  nähert  sich  in 
diesem  Falle  die  Summe  der  Reihe  dem  Grenzwert    :  (1  —  ^ ) ,  so  daß  für 

f«<l,     a-\-aq-\-ag*  •\  =^ 

ist. 

Eine  unendlirhf  Roihe  kann  selbstverständlich  nur  konvfrLri'rrn ,  wvnn  ihre 
Glieder,  entweder  vom  ersten  oder  wenigstens  von  einem  spaK'ren  an,  unendlich 
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abn*'hm«'ti.  Doch  geiiÜKt,  wir*  ebenfalls  an  der  angeführten  Stelle  -'V.  Il;!,  dir«»* 
Fit'«*nsohaft  nicht,  um  Knnv<T?enz  der  Reihe  zn  hedinuen.  Nimmt  man  aber 
an,  daü  in  der  unendlichen,  nur  aus  positiven  reellen  Gliedern  bestehenden  Reihe 

^0  »         f         t  •  •  • 

von  dem  Gliede  an,  der  Quotient  aus  zwei  aufeinander  folgenden  Gliedern 
ift,  ao  datt  also 

it„  ^  1  <  u„  q  ,    u»j^%  <//,.,,/,..., 
•o  kann  man  die  Summe  der  Reihe  in  zwei  Teile  i^alten«  deren  erster 

»0  +  «i  +     +  •  •  •  + 
jedenfalls  endlich  ist.  'Der  zureite  Teil  ist  dann 

+  Un^x  -r     +  «  +  •••<"«  (1  -r     ~      -f  ••• )  • 

Ist  nun  q  ein  echter  Bnirh,  so  ist  r«  <  htt'  Sritt»  dr-r  l'n-^lricliunp;  die  Summe 
einer  konvergenten  unendlichen  geometrischen  Reibe  und  es  ist  auch  der  zweite 
Teil 

also  eine  endliche  Zahl.    Man  hat  damit  den  Satz: 
Die  unendliche  Reihe 

«ii  -f  «1  +     +  •  •  - 

konvergiert,  wenn  d<T  Quotient  zwei(?r  aufeinander  folpeuder  Glieder 
Uk.\.x''iik  s>'-b  mit  unendlich  wachsendem  k  einer  endlichen  Grenze 
nähert,  die  kleiner  aU  1  isU 

Haben  die  Glieder  verschiedene  Vorzeichen,  so  konvexgiert  die  Reihe,  wenn 
die  Reihe  der  absoluten  Werte  der  Glieder  konvergiert  Sind  die  Glieder  kom- 
plexe Zahlen,  so  zerfallt  die  Rciiie  in  zwei  Reihen,  von  denen  die  eine  nur  reelle, 
die  andre  imaginäre  (ilii-tler  hat.  Die  ganze  Reihe  wird  dann  konvergieren,  wenn 
jede  dieser  beiden  Reihen  konvergent  ist. 

Eine  nach  steigenden  Potenzen  einer  veränderlichen  Zahl  des  Arguments 
fortschreitende  Reihe  heiflt  eine  Potenz  reihe.    Sie  hat  die  Form 

*o  +  *i*^''^     +      +  *****  +  •  •  • 
Der  Quotient  zweier  aafeiiutnder  folgender  Glieder  ist 

— ^—  X  . 
«* 

Nähert  sich  der  Quotient  </^^i  :  tf*  mit  unendlich  wachsendem  k  einer  end- 
lichen Grenze  q ,  so  konvei^ert  nach  dem  obigen  Satze  die  Potenzreihe  für  jedes 
Aretiment  x,  d<>ssen  absoluter  Wert  kleiner  als  1  :  ^  ist.  Z.B.  ist  für  die  nnend« 
liehe  arithmetisch-geometrische  Reihe  (§  33  Nr.  2) 

1  +2jr+3*»4-...  +  itjc*-»-|-  ... 

der  Quotient  sweier  aufeinander  folgender  Glieder 


Der  Koi'ilizient  von  x  nähert  sich  mit  unendlich  wachsendem  k  der  endlichen 
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Grenze  1,  folglich  konvergiert  die  Reihe,  wenn  <  1  ist  Man  kann  (i^l.  §  33 
Nr.  2)  die  Reihe  zerlegen  in  unendlich  viele  geometrische  Reihen: 

l^x-\-x*  +  3fi  +  *,. 
-j- jF -f  ^  +  afS  +  . . . 

+  jc*  -f  -     -f-  . . . 


die  alle  unter  der  Voranssetzung  ^'  <  1  konvergieren;  mithin  ist  die  Summe  der 
gegebenen  Reihe 

1      .      *      .     X*      ,  l+4f  + +  1 


1  —  X^1—X^1-~X^"'  l  —  X  (1—*)*  * 

Wenn  eine  unendliche  Potenzreihe  konvergiert,  so  ist  ihre  Summe  eine 
Funktion  des  Arguments» 

2«  Definiert  man  allgemein  (vgl.  §31  Nr.  2)  für  eine  beliebige  reelle  Zahl  n 


—  1)  («  —  2) . . .  (ä  —  ife  4-  1) 


so  wird  (iii-se  Zahl  für  keinen  Wert  von  A  gleich  Null,  wenn  n  keine  natürliche 
Zahl  ist.    Die  Potenzreihe 


-(';)'+(2)^'+(3)''+- 


ist  also  für  jedes  // ,  das  kt  liic  tKitiirliche  Zahl  ist,  eine  unendlichf  und  heißt 
die  Newton  sehe  Reihe.  Der  Quotient  zweier  auieinaoder  folgender  Glieder  ist: 

Mit  unendlich  wachsendem  ^  nähert  sicli,  wie  groß  auch  //  sein  möge 

-  _«  -M 
1 

dorn  endlichen  Werte  1 ,  daher  konveririert  nach  Nr.  1  die  NE\rioN  sehe  Reihe 
für  jedes  Argument  x,  dessen  absoluter  Wert  kleiner  als  1  ist-  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  die  Summe  der  Reihe  eine  Funktion  von  x,  und  außerdem 
von  n  abhängig  und  möge  mit  /(ff>jr)  bezeichnet  werden*  so  daift 

ist  Im  1  alle,  daß  n  eine  natürliche  Zahl  ist»  wird  die  Reihe  endlich  und  man 
hat  nach  §  31  .Nr.  1,  2) 

/{n,x)^  (  l  +x)»  . 
Multipliziert  man  die  beiden  Newton  sehen  Reihen 

Am,.)        +         +  +...  +  +  . .  . 

/(».*)  _  1 + ('j^^^ + j + . . . + (2)  .«* + . . .  , 


und 


10  erhält  man: 
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/(m,x)  ./(«.*)  -  1  +  (7)  *  +      (™j  V  +  . . .  +  1^)«»  + . . . 

+(;)^+(T)(")^'H--+{iii)(;)^+- 

* 

"f"  -f- . . .  . 

Addiert  man  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  Xt  to  ist 

Uj  +  WUr'^y"  2  — 


1-2 


und  hicrnacli  kann  man  annehmen,  daß  allgemein 

1)  i)(:)+(.-2)(2)+-+(T)(.:i)-(:)=('"i1 

sein  werde.  Nimmt  man  die  Form»«!  als  richtip  nn,  5:0  muU  sie  axirh  «:(>lten, 
wenn  man  >6  +  1  an  Stelle  von  Xr  setzt.  Setzt  man  nun  in  der  torraei  m  —  1 
an  Stelle  von  m  und  mnltipliaert  mit  m:  {Jk  1),  and  setxt  dann  « —  1  an 
Stelle  von      indem  man  sogleich  mit  n:{Jk  •{-!)  mnltipUziert,  so  würde  sein: 

i".r7>(::;)ö--^(r;)(">-(:)]=.-fTrrr 


+-4-:j(::i)+--^tr)]-*-iirr')- 


A  +  1  LU, 

Addiert  man  die  beiden  Gleichungen,  so  ist 

m 


m 


+  ;t        G     r  +  1)  (r)  " "  Ifc  -  r  4-  1)  Q  * 

wobei  für  r  der  Reihe  nach  1  bis  ^  +  1  za  setzen  ist;  die  rechten  Selten 

geben  addiert: 

m 


k  + 

l><nnit  liat  man  nun: 


/;  //«  -j-  //  —  1  \       / ///  -\-  n\ 


(.  1 , )  -1-  c)  (';) + (.!:,)(:)+.••+ (T)  C)  -  ; ,)  -  (n :)  = 

d.  h.  wt-nn  die  Formel  1  )  riclaiü  i«t,  so  j;ilt  sie  nurh  in  entsprechender  Weise 
lür     -p  1  .     Da  sie  nun  direkt  nachgewiesen  ist  lur      --  2 ,  so  gilt  sie  auch 
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für  daher  auch  für     ==  4  u.  s.  f.    Ihre  Richriu'kcit  itt  also  durcJi  voll- 

ständige Induktion  allgemein  nachgelesen  woxden.  Mit  Benatsmig  dieser  Fozmel 
für  k  —      2,  3  . . .  ergibt  sich  nun 

2)  /(«.*)./(«.*)- 1  +  ("  I ")  ^  +  ("'  +  "):«•+...  +  ('"  +  '')«*  +  .. . 

=  /(w  +  n,x)  . 

Das  Produkt  von  zwei  Newton  sehen  Reihen  liefert  also  wieder  eine  Newton  sehe 
Reihe.    Setzt  man  nuo  in  2)  w  =  — // ,  sn  ist 

und  nimmt  man  für  h  eine  natürliche  Zahl»  so  ist 
£s  ist  also 

3)  *«<i,  (1+*)— -i+(~'')A:+(-'')^"+--+(";t'')-**+...  . 

d.  h.  die  Entwicklung  der  Potenz  eines  Binoms  wird,  wenn  der  Exponent  eine 
negative  ganze  Zahl  ist,  in  derselben  Weise  ausgeführt,  wie  der  binomische  Satz 
für  einen  Exponenten  lehrt,  der  eine  natürliche  Zahl  isL  Nur  liefert  die  £nt- 
wickluii<j  (  ine  unciullii  he  konvergente  Reihe  und  gilt  nur  für  den  Fall  <  1 . 
Der  Koeffizient  von  x^'  ist  dabei 

u ;  =  ^-^^  T\  • 

80  daü  die  Glieder  der  Reihe  alternierende  Vor/.cirlKMi  haben. 

Der  Satz  2)  kann  erweitert  werden  für  das  Produkt  brlit  bii:  victer  Nkwton- 
scbcn  Reihen;  er  gilt  also  auch  für  eine  Potenz  einer  solchen  Reihe,  wenn  der 
£zponent  g  eine  natürliche  Zahl  ist   Es  muß  daher  für  diesen  Fall 

sein.   Nimmt  man  mm 

ß 

am  —  p  ,     «  =  - 
f 

und  für  /  eine  natürliche  Zahl,  so  ist 


Ebenso  is^  wenn  man  dasselbe  auf  /( — anwendet  nach  3): 

(1  +  X)   *  . 


Hierbei  ist  /  :  ^  als  eine  rationale  Zahl  vorausgesetzt.  Drückt  man  aber  eine 
irrationale  Zahl  Däh(>rung8weise  bis  zw  beliebiger  Genauigkeit  durch  die  rationale 
Zahl  p  :     aus,  so  sieht  man,  daß  für  jed^  beliebige  reelle  n  die  Entwicklung 

gelten  muß: 

4)    *»<i,  (i+*)-=i  +  (;).v ..-r(;;;)**4-... 

Die  NE^^"ro^•sche  Reihe  gibt  also  für  ein  beliebiges  reelles  //  unter  der 
Voraussetzung  at*  <  1  die  Entwicklung  der  «-ten  Potenz  des  Binoms  1  -f  jr.  Sie 
heißt  daher  in  der  Fonn  4)  die  Bin omial  reihe. 
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Ist  das  Arffument  der  Binomialrcihr  imaglllär,  also  x=yt\  SO  spaltet  sich 
diese  in  zwei  Reihen,  von  denen  (ii<-  eine  die  geraden,  die  andre  mit  /  multi- 
pliziert die  ungeraden  Potenzen  von  j  enthält.  Beide  konvergieren  unter  der- 
selben Bedingung,  dali  y  ein  po^tii'er  oder  negativer  echter  Bruch  ist.  Uiiter 
dieser  Bedingung  konvergiert  also  die  Reihe  4)  auch  f&i  ein  imaginäres  x  und 
ihre  Summe  ist  eine  komplexe  Zahl. 

Die  Binomialreihe  gibt  für  einen  gebrochenen  Exponentt  n ,  also  für  eine 
Wurzel  nur  den  absoluten  Wert  dieser  WurzeL  Die  übrigen  Werte  müssen  durch 
Multiplikation  mit  den  Werten  der  entsprechenden  Wurzel  der  iSnheit  (vgl.  §  26 
Nr.  2)  gefunden  werden. 

3.  In  der  anendlichen  Reihe 

^"^il*^  21  +  3!  * 

ist  der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Glieder: 

X^i-i      _  X^  X 

Ist  .r  reell  und  wächst  i  unbegrenzt,  so  wird  dieser  Quotient,  sobald  >6  -f  1  >  -v 
geworden  ist,  kleiner  als  1  und  nähert  sich  von  diesem  Gliede  an  unbegrenzt 
der  Null,  also  konvergiert  die  Reibe  für  jedes  reelle  x.  Ist  x  imaginär,  also 
X  i,  so  spaltet  sich  die  Reihe  in  zwei  Reihen,  von  denen  die  eine  die  ge> 
radcn,  die  zweite  die  mit  /  multiplizierten  ungeraden  Potenzen  von  j  entiialt. 
Heide  Reihen  kon\ (>ri;ieren  für  jrdrn  Wert  von  v.  Daher  konvergiert  die  Reihe 
für  jedrs  b*  liebige  reelle  oder  imaginäre  x*  Die  endliche  Summe  ist  eine 
Funktion  von  x  und  es  sei 

In  dem  besondem  Falle  x  =  1  erhält  man  durch  Snmmiemng  einer  hin- 
reichend groOen  Anzahl  von  Gliedern  die  mit  e  bezeichnete  Summe  der  Reihe 

«)  '     ^  +  iT     ^1      ^   2,71828  18284  . . . 

Die  Zahl  e  ist  eine  transcendente  irrationale  Zahl  wie  die  Luoou'Hsche  Zaui  .i. 
Entwickelt  man  nach  Nr.  2,  4) 

-H-ir+(-:)^('-*)(-:)^^... 

so  ist  diese  Entwicklung  jedenfalls  zulässig,  wie  groß  x  sein  möge,  wenn  man  « 
unendlich  wachsen  läßt.    Dann  nahem  sich  aber  die  Brüche 

12  3 
~  t   '  '  t       •  •  • 

tt        H  « 

unbegrenzt  der  Null,  jeder  Koeffizient  also  der  Zahl  1  und  die  Glieder  gehen 
in  die  Glieder  der  Reihe  5)  über.   Ist  nun 
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'i-H-n-*-(-^)i;-^-+(-i)(-l)-(-*-i^)n  . 

so  wird  Si  =  s'^  lür  ein  endliches  i,  wenn  //  uiH  iullirh  i;roL5  ist.  F.s  nähert  sich 
aber  auch  /{x)  —      dem  Grenzwert  Null  unbej^renzi  an,  wenn  w  unendhch 

wächst»  also  auch  /{x)  —    .  Daher  kann  man  als  Grenatwert  von      +  bei 

onendlich  wachsendem  n  die  Somme  der  Reihe  /{x)  setzen. 
Non  ist  aber  f&t  x—  1  bei  unendlich  wachsendem  « 


daher,  weil  auch  ^  uneodiich  wächst,  wie  groß  auch  x  sei: 
n 


also 


Man  hat  daher,  wenn  €  durch  6)  bestimmt  ist,  die  Reibenentwicklung  für 
jedes  reelle  oder  imaginäre  x: 


Diese  Re  ih«-  heiüt  Kxp  oiu'ntialreihe.    Sic  pibt  die  Potenz  der  Zahl  e  in 
eine  Reihe  von  Potenzen  des  Kxpouenten  entwickelt. 
Setst  man 

SO  ist  Iva  eine  beliebige  Basis  m 

af'"log*  =  '-logs,  • 

Setzt  man  diesfn  Wrrt  in  7)  ein,  sn  würde  dir  Zahl  s  durch  eine  Rfihp  von 
Potenzen  ihres  Logarithmus  dargestellt  werden.  Diese  Reihe  wird  am  einfachsten, 
wenn  ""logf  =1,  d.  h,  ^  als  Basis  des  Logarithmensystenas  gewählt  wird.  Man 
nennt  daher  das  System  mit  der  Basis  e  das  natfirliche  Logarithmensjrstem 
und  beaeichnet  den  natürlichen  Logarithmus  der  Zahl  s  mit  1«,  so  daß 

t  =  ^' 

gesetzt  wird.    Danach  hat  man  aus  7)  die  Reihe 

,1s      (Ic)»  (IzY 

Ans  dem  künstlichen  Logarithmensystem  mit  der  Basis  m  würde  man  umgekehrt 

"•leer 

erhalten. 
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4.  Nach  dem  Satze  von  Moivre  (4?  26  Nr.  2)  ist  für  einen  beliebigen 
Wiukel  X,  wenn  n  eine  natürliche  Zahl  ist 


COS«  H-  isinx  =  (cos  —  +  isin— ) 


N'iinmt  man  den  Winkel  x  in  noj,'<»nmaÜ  ausgedrückt  an,  also  als  Bogen 
eijit  s  Krris<  s  \()m  Radius  1,  so  wird  bei  uneadlicb  wachsendem  n  der  Bogen  x:h 
unendlich  klein  und  man  kann 

X        .         .    X  X 

cos  -   —  1  ,    am  -   =  — 
n  n  n 

Betzen.    Damit  erbält  man  für  ein  nnenditch  groüea  «  nnd  für  jedes  x: 

9)         cos«     ianx  =^  ^1  -r  ~- j  -= 
und  durch  Vertanschang  von  x  mit  — xi 

cos«  —  I  sin  jc  ^1^1  —        —  e—-**  , 

Entwickelt  man  r^'  in  eine  Reihe,  die  sicli  in  zwei  Reihen  spaltet,  so  muli 
die  Reihe  der  reellen  Glieder  als  Summe  cos«  und  die  Reihe  der  imaginären 
Gli>'(I<'r  als  Summe  isin«  haben;  man  erhält  also  die  Reihen  für  die  gonio* 
metrischen  Funktionen  eines  beliebigen  in  Bogenmaß  ausgedrückten  Winkels: 


10) 


X* 


cos«==   

«  «^  «^ 

"■"=1—31+51  


Aus  9)  folgt  noch,  wenn  n  eine  fj^anze  Zahl  ist: 

^r  +  in.Ti  _        .  gSn.t,  _  ^.r  (cOS  2  «  .T  +  t  S\n  2  ft  Jl)  ^  ('  , 

d.  h.  r**,   die  Exponentialfunktion  ist  wie  die   goniometrischen  Funktionen 
periodisch.    Die  Periode  ist  aber  imaginär,  nämlich  2  7t 'i. 
5.  Setzt  man  in  Formel  8)  s     (1  -7-  x)%  so  ergibt  sich 

—  T~~  ^-  =  ui  +*)  +  Ii  [1(1 + + . . . 

Lälit  man  hier  n  unendlich  abnehmen»  so  wird 

(1  +  ^y«  _  1 

Entwickelt  man  (I  -)-      nach  der  Binomiatreihe,  so  wird 

(1     .v)"  —  1         ,  «—  i            {n—D  in  —  2)    «»  , 
^     n   *+^-*"-2'^  rT2  ^•T  +  *-* 

(«  —  1 )  (  //  —  2  ^  ■  .  .  (  /;  —  >(•  +  1)  x^ 

"^■^x  .~2    rrri^-  — 1)  *  ^ 

LäLit  man  ttim  n  bis  zur  Grenze  0  abnehmen,  so  erhält  man  die  loga- 
rithmische Reihe: 

11)         1(1 +«)  =  «  — ^««  +  ^«3  — !««  +  ... 
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Die  Reihe  konvergiert,  wir  dir  Binomialreihe,  für  jeden  Wert  von  4r  nrischen — 1 
und  4~  1*    Für  «  «  1  würde  die  Reihe  heißen 

1— i  +  i— 1+.«.  . 

Man  kann  sie  schreiben 
oder 

i  -r  (i  —  i)  -f  (i  4-  i)  -r  •  •  • 

und  da 

i-i>i-i.  i-i>*H-i  

ist,  so  liegt  die  Summe  der  anendlichen  Reihe  zwischen  1  und  ^,  ist  also  end- 
lich. Die  logarithmiflche  Reihe  11)  konveigtert  demnach  auch  für  :r  »  1,  während 
sie  fflr  jt »  — 1  divergiert  (vgL  §  33  Nr.  3).   Es  ist  daher 

12  =  1  —  I  +  V  —  1  H  

Den  Wert  von  1  2  hiernach  numerisch  zu  berechnen  ist  nicht  ausführbar,  da  man 
eine  fiberaus  groUe  Zahl  von  Gliedern  berechnen  müftte,  um  den  Wert  nur  anf 
wenige  Desimalstellen  genan  ta  bestimmen.    Von  einer  solchen  unendlichen 

Reihe  sagt  man,  sie   konvergiere    zu  langsam.    Di*-  Ri-Ihc  11)  konvei^ert 
überhaupt  sehr  langsam,  wenn  drr  absohite  Wert  von  x  nahe  an  1  lifpt:  sie  ist 
daher  nur  zur  Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen  solcher  Zahlen  geeignet, 
die  wenig  größer  als  1  sind. 
Ans  11)  folgt  noch 

1(1— «)  =  —.<— I*»  —  ^*»  —  fjT*  . 

and  wenn  man  diese  Reihe  von  11)  subtrahiert 

Setzt  man  hierin 

1  +  JP  S— 1 

1  —  jt  «  +  1 

so  erhält  man  die  für  jede  positive  Zahl  z  gültige  Reihen«  luwu  klung: 

die  sich  für  nicht  zu  gro0e  Zahlen  wie  s  —  2«  3«  5, . . .  eignet  So  ergibt  sich 
z.  B.  bis  anf  fünf  Stellen 

12  »  0,69  315  ,    13»  1,09  861 ,    15»  1,60  944  . 

Da  für  eine  beliebige  Basis  m 

„r^ot^  =  z 

ist.  sn  erhält  man,  indem  man  von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  natürlichen 

Logarithmen  nimmt 

"logS*lM=sls  , 

also 

^\ksb%  =  ^^ — .1«  . 

IM 

Man  erhält  also  die  Logarithmen  zu  irgend  einer  Basis,  indem  man  die 
natürlichen  Logarithmen  mit  1  :lMr,  dem  Modnlus  des  Logarithmensystems  zur 


Digitized  by  Google 


1  88  AriOmietik  and  Algebra.  §  38 

Basis  ;//  multiplizierL  Für  die  gemeinen  Logarithmeu  ist  110  —  1 2  -(-lü  —  2,30  259» 
also  der  Modulu3 

—  =  0,43  429 -log  <-  . 

So  erhält  man  z.  B. 

log  2  «  0»43  429  •  0,69  315  =  030 103  . 
Ana  9)  erhält  man  noch 

cos  X  +  /  sin  jr     1  +  '  ^ 


cos    —  I  sin  jr     1  —  /tan  x 

folglich  ist 


2*/ 


\1  —  I  tan  /  2  /   V 1  —  #  tan  a:  / 


Wendet  man  nun  die  Reihe  12)  an,  indem  man  an  Stelle  von  x  setzt:  /  tan^s 
so  bleibt  die  Reihenentwicklung  gültig  iür  den  absoluten  Wert  x<^^n  und  man 
erhält 

x^^tmx  —  l^tan'jr  +  1^  tan^<x  —  * 

Für  den  äußersten  Wert  jr  =  für  den  die  Reihe  noch  konvergiert,  erhält  man 
die  LoBNizache  Reihe: 

|»  =  1  — i  +  i  — i -h...  , 

die  die  Möglichkeit  zeigt,  st  dorch  Snmmierung  einer  nnendlichen  Reihe  bis  sa 
jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen,  wenn  auch  die  Ausführung  wegen  der 
sehr  langsamen  Konvcrjjenz  der  Reihe  praktisch  nicht  empfehh^nswert  ist. 

Die  Formel  13)  gibt  für  jede  reelle  Zahl  einen  reellen  Wert  von  Ir.  Es  ist 
aber  wegen  der  Periodizität  der  Exponentialfunktion,  wenn  «  eine  willkürliche 
ganae  Zahl  ist, 

Daher  ist,  wenn  man  unter  [Is]  die  reelle  Summe  der  Reibe  13)  versteht: 

Der  natürliche  Logarithmus  einer  reellen  Zahl  ist  also  anendlich  vieldeutig;  nar 
ein  Wert  ist  reell,  die  übrigen  sind  komplex. 


Sl.  henter  Abschnitt. 

Die  Determinanten. 

§  38.   Begriff  and  Haupteigenschaften  der  Determinanten. 

1«  In  g  18  Nr.  3  wurde  bei  Gele^n-nheit  der  Auflosung  snreter  Gleichimgen 
ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  der  He-rilT  der  Determinantf  von  vier 
Elementen  aufnestelll,  und  es  wurde  aul  die  mo^hclie  Ausdehnung  der  betreffenden 
Erörterung  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  und  Unbekannten  hin- 
gedeutet Führt  man  diese  Andeutung  nacheinander  für  Gleichungen  mit  drei, 
vier,  fünf  Unbekannten  aus,  so  liefern  die  allgemeinen  Auflösungsformeln  dieser 
Gleichungen  e«'wisse  aus  den  ueyebenen  Koeffizienicn  in  tresetzmäßiger  Weise 
gebildete  Ausdrücke.  Im  nachlolgenden  soll  der  Kurze  und  ^Ulgemeinheit  der 
Darstellung  wegen  der  umgekehrte  Gang  eingeschlagen,  also  nach  erfolgter  An- 
gabe des  Bildungsgesetzes  und  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  betreffenden 
Ausdrücke  gezeigt  werd»'n,  daß  diese,  neben  andern  Anwendungen,  in  der  Theorie 
der  Gleichungen  eine  wesentliche  Rolle  spielen. 
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Sind  mehrere  Grappen  von  Zahlen  gegeben,  so  kann  man  die  einseinen 
Zahleo»  die  man  die  Elemente  der  Grappen  nennt,  sich  in  aufeinander  folgenden 

Ilorizontalreihcn  (Zeilr-n)  t;eor(ln*'I  dfiiken.  so  rlaÖ  jede  Zeili'  die  Elemente  einer 
Gruppe  nach  ihrer  (Ordnung  enthält  und  die  ^leichstellij»en  Elemente  der  ver- 
schiedenen Gruppen  demnach  in  je  einer  Veriikalreihe  (Kolonne)  untereinander 
zn  stehen  kommen.  Es  empfiehlt  sich  dabei,  zu  leichterer  Obersicht  die  Elemente 
durch  Buchstaben  mit  doppelten  Indices  zn  bezeichnen,  so  daß  der  eine  Index 
die  jedesmalige  Zeile,  der  andre  die  Kolonne  angibt,  der  das  Element  angehört. 
So  ist  z.  B. 

tt\  a*  a\ 

1      2     :l  4 
</,  (Jj  IJ,  (tj 

.1      *  ,s 

«/^         <7.,  <7, 

a\  <jj  aj  a\ 

ein  in  dieser  Weise  bezeichnetes  System  von  Elementen.  All'jpmcin  soll  im 
folgenden  af  das  >t-te  Element  der  /-u-u  Zeile  oder,  was  tlasselbf  ist,  das  i-te 
Element  der  i'-ien  Kolonne,  oder  mit  andern  Worten  dasjenige  Element  be- 
zeichnen, das  an  der  Stelle  steht,  wo  die  r-te  Zeile  und  die  i-te  Kolonne  einander 
schneiden. 

Wo  eine  \'»  nvcchslung  der  obern  Indices  mit  Exponenten  von  Potenzen 
möglich  ist,  kann  statt  a',.  nnrh  ^7.-^.  eesrhrieben  werden. 

Es  sei  ferner  zunächst  vorausgesetzt,  daÜ  alle  Ilorizontalreihen  des  .Systems 
gleich  viele  Elemente  endialten,  nnd  daß  auch  die  Anzahl  dieser  Reihen  gleich 
derjenigen  der  Kolonnen,  die  Anzahl  der  Elemente  also,  wie  in  dem  vorstehenden 
Beispiel,  eine  Quadratzahl  sei. 

2.  Man  kann  sich  nun  die  Aui'^ahe  stellm,  alle  möglichen  Komplexionen 
von  Elementen  eines  derartigen  Systems  anzugeben,  die  so  gebildet  sind,  daß 
jede  Komplexioo  aus  jeder  Zeile  und  aus  jeder  Kolonne  nur  ein  einziges  Ele* 
ment  enthalte. 

Um  diese  Komplexionen  vollständig  und  in  geordneter  l\t  ih<  tifnlt,'i'  /.n  bilden, 
kann  man  als  die  erste  diejenige  der  vom  ersten  Element  der  ersten  bis  zum 
letzten  Element  der  letzten  Zeile  gehenden  Diagonalreihe 

a[     <t*  tft  . . . 

annehmen  und  aus  dieser  alle  übrigen  dadurch  ableiten,  daß  man  entweder  ihre 
untem  oder  ihre  obern  Indiei  s  auf  alle  möglichen  Weisen  permntiert.  Denn 
permutiert  man  z.  B.  die  untern  Indices,  so  liefern  die  geordnet  aufeinander 
folgenden  obern  Indices  die  Gewähr,  dali  jedesmal  aus  jeder  Kolotme  nur  ein 
einxiges  Element  vorkomme;  da  femer  auch  bei  den  untem  Indices  niemals 
zwei  gleiche  vorkommen  und  alle  n  verschiedenen  zugleich  vorhanden  bleiben, 
so  ist  die  tdeiche  Gewahr  für  die  Zeilen  ijeli-istet.  Die  Verschiedenheit  und 
Vollständigkeit  der  Permuiationen  endlicii  sorgt  riafür,  daÜ  jede  mögliche  Auswahl 
der  Elemente  in  der  gedachten  Art  einmal  und  nur  ein  einziges  Mal  vorkomme. 

Man  ersieht  hieraus  zugleich,  daß  jede  der  angegebenen  Komplexionen 
m  Elemente  enthält,  und  daß  ihre  Anzahl  gleich  1  •2-3«4'...««  —  ist. 

Bildet  man  aus  den  Kiementen  jeder  derartigen  Komplexion  eines  Systems 
von  i»2£ienientpn  als  aus  Faktoren  ein  Produkt  und  gibt  jedem  dieser  Produkte 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nachdem  die  Ansaht  der  Invendonen  in  der  be- 
treffenden Permntation  der  Indices  gerade  oder  ungerade  ist  (vergL  §  28  Nr*  4), 
so  heißt  die  Snmme  aller  dieser  Produkte  die  Determinante  des  Systems  der 
»'Elemente. 

Je  nach  dem  Weile  von  n  heilit  die  Detcrmmante  eine  solche  zweiteu, 
dritten,  . . .  n-ten  Grades. 
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Man  kann  hiemach  die  DctiTminante  eines  Systems  von  «'Elementen  aus 
ihr«'m  Anfangs^liede  dnrch  PiTinuiation  sowohl  der  untern  als  der  ohorn  Indirfs 
ableiten,  und  es  entsteht  somit  die  Frage,  ob  die  Determinante  m  beiden  Fällen 
aacb  deiuetben  Wert  erhalte.  Daft  man  in  dem  einen  wie  in  dem  andern 
jede  mögliche  der  gedachten  Komplexionen  nur  ein  einsigea  Mal  und  somit  auch 
in  beiden  dieselben  Prodnkte  erhält,  ist  aus  dorn  vo^her![;e{Iarl^,'(«n•'tl  klar:  es  fragt 
sich  also  nur,  ob  auch  rin  tnid  dassflhp  Produkt  ia  beiden  räUeu  stets  dasselbe 
Vorzeichen  erhalte.    i:a  sei  beispi<'is\vt-is(> 

ein  durch  Fermutalioii  der  unfpm  Indiccs  abtrpleitetes  Glied  eiiirr  Dcti  rtninante, 
SO  erhält  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  durch  Permutation  der  obern  Indices 
dasselbe  Glied  in  der  Form 

und  die  Frage  ist  also,  ob  die  Permutatiott  4135  2  mit  der  ersten  2  5  314 
übereinstimmend  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  bat  oder  nicht.  Im  vor- 
liegenden Beispiel  ergibt  sich,  daß  die  Anzahl  der  Inversionen  in  beiden  Fällen 
dieselbe  ist,  nämlich  fünf.  Um  die  Frair'*  ganz  allgempin  zn  entschfMdrn,  Lri  ntigt 
es  zu  zeigen,  daU  jedes  Glied  einer  Determinante,  das  sich  aus  einem  andern 
durch  Vertatischnng  zweier  untern  Indices  ableiten  läBt,  auch  atis  demselben 
Gliede  durch  Vertauschung  von  nnr  zwei  obern  Indices  erhalten  werden  kann. 
Da  man  nämlich  allt*  Pcrmtitationen  gegebfiit-r  Flt  iTU'ntP  durch  wlcdcrholir  \'*'r- 
tauschungen  von  je  zwei  Elementen  bilden  kann,  und  da  bei  jedtT  solchen  \  er- 
tauschuug  die  Anzahl  der  Inversionen  sich  um  eine  ungerade  Zald  ändert,  so 
muß  auch  die  Anzahl  der  Inversionen  in  je  zwei  aus  dem  Anfangsgliede  durch 
«  in«'  L'lt  ichf  Reihe  von  Vertausohuogen  je  zweier  obera  oder  untern  Indices  ab- 
leitbaren Permutationen  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  sein.    Es  sei  nun 

*  •  •  ^ '  *  •  ^  •  •  * 

irgend  ein  Glied  einer  Determinante,  und  man  vertausche  in  ihm  die  untern 
Indices  d  und  e  miteinander,  so  erhält  man  das  Glied 

. . .     . . .  ^  . .  *  0^  . 

Dasselbe  Glied  aber  ent^tphi,  wie  man  unmiitelbar  einsieht,  aus  dem  vorher- 

pehendrn.  rrnr  mit  andrer  Reihenfolge  der  Faktor«'!»,  dtirrh  hlnlir  Vcrtansrhnng 
der  obern  indices  d  und  i;  so  daß  also  die  Cbereiustiramung  auch  der  \  orzeichen 
bewiesen  ist 

S.  Man  bezeichnet  eine  Determinante  abgekürzt,  indem  man  das,  wie  oben 

gezeigt,  geordnete  System  der  Element»'  zwischen  zwei  \on  ob«"n  nach  unten  ver- 
laufende Striche,  («der  indem  man  das  Aiifangsglied  mit  doppeltem  Vorzeichen 
hinter  ein  Summenzeichen  ^  schreibt,  z.  B. 

(i\  a\  a] 

a\  t/]  </;;!=  21  +  fl}  <4  • 

i 

Di«'  /weite  Bezeichnung  ist  deshalb  ausreichend,  w»'il  durcli  das  AnfangSglied 
alle  foliiendeii  Glieder  bestimmt  sind:  das  obiTe  Zeichen  ist  d.ili«  i  das  V  orzeichen 
dies«'S  Anfangsglieds,  das  untere  deutet  den  Wechsel  der  Vorzeichen  in  den 
folgenden  Gliedern  an.  Bildet  man  die  betretfenden  Permulalionen  in  der  Weise, 
dafi  jede  folgende  aus  der  vorhergehenden  durch  Vertauschung  von  nur  zwei 
Fh'inenten  entsteht,  so  tritt  dieser  Wechsel  regelmäßig  ein,  d.  h.  die  Vorzeichen 
der  Glieder  der  Determinante  sind  alternierend. 
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a\^4 
«•  ^  ^ 

Aus  den  vontelu-ndi  n  Erkläntngen  und  frühem  Sätzen  lolgt:  Jede  Determinante 
nines  Systems  von  //*  Elementen  besteht  aii<^  1  •2'3-...-//  —  «!  Gliedern,  von 
denen  jedes  ein  Produkt  von  Faktoren  ist.  Von  diesen  (Jlirfiern  ist  die  Hälfte 
positiv,  die  andre  HälUe  negativ.  Aul  den  Wert  einer  Determinante  ist  es  ohne 
Einfinfi,  ob  man  die  Zeilen  mit  den  nntern  und  die  Kolonnen  mit  den  obern 
Indices  bezeichnet,  oder  ob  man  umuekehrt  verfährt,  und  zwei  Systeme,  die  so 
beschaffijn  sind,  daß  di«-  Zeilen  eines  jeden  mit  den  Kolonnen  des  andern  in 
derselben  Ordnung  über«Mnstimmen,  haben  dieselbe  Determinante. 

4«  Die  Bildung  einer  Determinante  aus  dem  gegebenen  System  iltrer  Oemente 
wild  wesentlich  erleichtert  durch  die  Kenntnis  der  wichtigsten  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Determinanten,  die  im  foI|[;enden  zunächst  entwickelt  werden  sollen. 

Vertauscht  man  in  dem  Svstem  der  Fdernrntc  t.wm  parallele  Reihen  mit- 
einander, also  entweder  eine  Zetle  mit  einer  andern  Zeile  oder  eine  Kolonne 
mit  einer  andern  Kolonne,  so  kann  man  die  Determinante  des  neuen  Systenu 
ans  der  des  alten  dadurch  ableiten,  daß  man  in  jedem  einseinen  Gliede  der  alten 
die  beiden  betreffenden  untern  oder  obem  Indices  miteinander  vertauscht  Werden 
beispielsi^eise  in 


a\  a\  a\ 


die  dritte  und  die  erste  Zeile  miteinander  vertauscht,  so  wechseln  in  der  De- 
terminante nur  die  untern  Indices  3  und  1  m  jedem  Gliede  ihre  Stellen,  und 
man  erhält  also 


(^l  <A 


Es  bleiben  also  in  der  neuen  Determinante  dem  absoluten  Werte  nach  die- 
selben einzelnen  Glieder,  wie  in  der  alten,  aber  ihre  Vorzeichen  werden  sämtlich 

die  enteepenResetzteu,  denn  die  \'ertaii>-rhunc  zweier  Kleinente  in  einer  P(»rmutation 
bewirkt  nach  §  2ö  Nr.  4  eine  Veränderung  der  Anzahl  der  Inversionen  tun  eine 
ungerade  Zahl. 

Bei  VertauBchung  zweier  parallelen  Reihen  in  dem  System  der 
Elemente  behält  also  die  Determinante  denselben  absoluten  Wert 

und  ändert   ihr  Vorzeichen. 

Insbesondere  folgt  hieraus,  daU  jede  Determinante,  deren  System  der  Ele- 
mente zwei  einander  gleiche  parallele  Reihen  hat,  den  Wert  Null  haben  muß. 
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denn  durch  Vr  rtaiischnni»  zweier  {gleichen  Rpih^^n  knnn  dir  D^'terminantc  R  kcinr 
ÄndeniTit;  rrlridfii,  es  muü  also  in  Hifsem  Falle  Ä=  -  /f'sciii,  worans  K     (j  fol^t. 

Nimmi  man  mehrere  Male  uaclieiuander  eine  Vertauschuug  zweier  paralieleu 
Reihen  in  dem  System  der  Elemente  vor,  so  erhält  man,  abgesehen  vom  Vor^ 
/t-idien,  immer  dieselbe  Determinante;  das  Vorzeichen  aber  ändert  sich  oder 
bleibt  dn<;<:r)hp,  je  nachdem  die  Anzahl  der  vorgenommenen  Vertauschongen  eine 
ungerade  oder  eine  gerade  ist. 

5.  Vertauscht  man  irgend  eine  Reihe  des  Systems  mit  einer  angrenzenden 
parallelen  Reihe,  z.B.  die  siebente  Zeile  mit  der  sechsten,  darauf  die  so  vor- 
gerückte Reihe  wieder  mit  der  folßenden,  also  in  dem  gewähhen  Beispiel  die 
\orher  in  die  srrhslr  SicIIp  eerücktc  Zeilo  mit  der  fünften,  und  fährt  so  beliebig 
weil  fort  (etwa  bis  zur  dritten  Zeile),  so  gelangt  die  zuerst  genannte  (siebeute) 
Reihe  schließlich  an  eine  andre  Stelle  (in  die  dritte)^  ohne  daß  die  fibrigen  ihre 
Reihenfolge  gegeneinander  verändert  haben.  Man  würde  dasselbe  Resultat  er* 
halten  haben,  wenn  man  die  verschobene  Reihe  an  ihrer  ursprünglichen  Stelle 
gesfrirhm  und  urtmittelbar  an  der  zuletzt  cinzimchmendr'n  St(>l!p  zwischen  die 
übrigen  eingeschoben  hätte.  Eine  derartige  Veränderung  bewirkt  also  nur  eine 
Umkehnmg  des  Vorzeichens  der  Determinante,  wenn  die  Anzahl  jener  Ver- 
lauschungen,  oder  was  dasselbe  ist.  die  Anzahl  der  zwischenliegenden  Reihen 
uneTadr.  sie  läßt  den  Wert  der  Determinante  völlig  unverändert,  wenn  diese 
Anzahl  gerade  ist. 

Macht  man  also  in  der  gedachten  Weise  die  siebente  Zeile  zur  dritten, 
schiebt  sie  also  vor  der  ursprünglich  dritten  ein  nnd  läßt  sie  somit  vier  zwischen* 

liegende  Zeilen  überspringen,  so  bleibt  die  Determinante  dieselbe. 

Man  kann  liiernarh  in-^be^ionffere  jede  Hurizontal-  oder  Vertikalreihe  zur 
ersten  machen,  ohne  die  Reihentolge  der  übrigen  zu  verändern.  War  jene  Reihe 
ursprunglich  die  /t-te,  so  werden  k  —  1  parallele  Reihen  übersprungen,  imd  die 
Determinante  behält  ihr  Vorzeichen  oder  wechselt  es,  je  nachdem  k  ungerade 
oder  gerade  ist 

Da  man  in  dieser  Weise  nachf-innnder  iede  beliebige  Zeile  mr  ersten  Zeile 
und  jede  hehebi<:e  Kolonn«*  zur  ersten  Kolonne  machen  kann,  so  läUt  sieh  das 
System  der  Elemente  so  uinlüriuen,  daii  irgend  ein  beliebiges  Element  das 
Anfangselement  wird.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  zuerst  die  Ate  Zeile  zur 
ersten  Zeile  nnd  sodann  die  >6-te  Kolonne  zur  ersten  Kolonne  zu  machen  oder 
umgekehrt.  Da  dies  den  Erfolg  von  / — 1  ■  k —  I  Vert.tuschungen  hat,  so  folgt, 
daß  Df^ferminante  des  neuen  Systems  denselben  oder  drn  entt'Pirr-ngesetzten 
Wert  mit  der  ursprünglichen  hat,  je  nachdem  /  -j-  k  gerade  oder  ungerade  ist. 
Bezeichnet  man  also  die  eine  Determinante  durch  i?,  die  andre  durch       so  ist 

§  39.  Unterdeterminanten. 

1.  Da  jeties  Clierl  einer  Determinante  ans-  jeder  Reihe  nur  ein  einziges 
Element  enthalt,  und  da  alle  aui  diese  Weise  möglichen  Glieder  vorkommen,  so 
kann  man  die  Glieder  nach  den  Elementen  irgend  einer  beliebigen  Reihe  ordnen, 
indem  man  alle  diejenigen,  die  dasselbe  Element  aus  dieser  Reihe  enthalten, 

zusammen  faüi. 

So  läßt  sich  beispielsweise  die  Determinante 

(i\  ...  tf? 

i     .  •  •  <^ 
I  . 

I  • 

I  '»I»  •  •  •  «»j.  I 
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nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  ordnen  und  in  der  Form 

aj^i  +  tfj^, -f  l-ö?^» 

crhroibcn,  wo  aUgemcin  «zf  die  Zusammenfassung  aller  der  Glieder  bedeutet, 
die  aus  der  ersten  Zeile  das  F.lpm»'nt  t/^  enthalten.  l''^m  in  dicst'in  und  ähn- 
lichen Fällen  die  Koeffizienten  A  unmittelbar  zu  bestimmen,  sei  zimächst  dieser 
Koeffizient  für  das  Aafangselemcnt  a[  zu  ermitteln. 

Da  alle  Glieder,  die  dieses  Element  enthalten,  weder  aas  der  ersten  Zeile, 
noch  ans  der  er.sten  Kolonne  ein  weiteres  Glied  enthalten  können,  dagegen  a' 
in  jpdfT  möijlirhrn  Zusammenstellung  mit  je  einem  Gliede  der  übrimni  Zrilrn 
und  der  übrigen  Kolonnen  vorkommen  muß,  so  ergibt  sich,  daÜ  der  gesuchte 
Koeffizient  die  Determinante  desjenigen  Systems  von  Elementen  sein  muß,  das 
nach  Streichimg  der  ersten  Zeile  und  der  ersten  Kolonne  fibrig  bleibt 

Jedes  andre  Element  des  ursprünglichen  Systems  kann  aber  nach  dem  vorher» 
gellenden  zum  Anlaugselement  gemacht  werden.  Im  Zu'^ammr-nhani:  damit  folgt 
nun,  daß  mau  dt  u  Ko»'{fi7,i»*nten  irgend  eines  Gli<  <i.'s  i/^  in  der  urspriiuL^lichen 
Determinante  erhalt,  wenn  man  in  dem  System  der  Elemente  die  /-te  Zeile  und 
die  k-te  Kolonne  streicht,  die  Determinante  des  so  fibrig  bleibenden  Sj.-stems 
von     —  1)?  Elementen  entwickelt  und  ihr  das  Vorzeichen  +  oder  —  gibt,  je 

nachdrni  /  -  -  Ji:  i^rradi-  oiIit  nnirf^radc  Wt. 

jrdrr  sf»lclir  K(H-lü/,ient  heilit  eine  ü  n  te  rd  «■  r  r  r m  i  u  a  n  te  der  ursprünglirlirn: 
die  Unterdeterminante  zum  Element  soll  im  loigenden  durch  A^.  bezeichnet 
werden.    So  ist  beispielsweise 


1 

a]  4 

-< 

\ 

2  1 

AA 

A< 

4A\ 

u.  s.  w. 


S(i]l  ferner  beispielsweise  die  7iim  Glirdf  al  gehörige  l'ntordeterminante 
der  Determinante  ^majo^a^aj  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich 

}     di  1 

«1  ^  ! 

Hiernach  läUl  sich  jede  Determinante  mittels  der  Unterdeterminanten  nach 
GUedem  einer  tmd  derselben  Reihe  entwickeln  und  ordnen.  Die  Koeffizienten 
dieser  einzelnen  aufeinander  folgenden  Glieder  sind  bei  der  angegebenen  Bildangs» 
weise  abwechselnd  positiv  und  negativ. 

So  erhält  man  z.  B.  diuch  Entwicklung  nach  den  Gliedern  der  ersten  Kolonne 


4,  2,  3,  8 
7,  5,  6.  1 
'3,2.1.4 
l  5,  8,  2,  6 


=  4 


G,  1 
2,  1,  4 
8,  2,  ü 


2,  3,  8 
7  .  2,  1,  4 
'  8,  2,  0 


Haadbndi  der  Mitti^miiafcji  S.  AiilL,  Bd.  L 


+  3 


2,  3,  8 
5,  0,  1 
8,  2,  G 


2,  :j,  8 

G,  1 
2,  1,  4 
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5,  6,  1 
2,  1,4 
8,  2p  6 

2,  3,  8 
2,  1,  4 
8,  2,  6 

2,  3,  8 
5,  G,  1 
8,  2,  6 

2,  3,  8 
5,  0,  1 
2.  1,  4 


»  5 


=  9 


2 


-  2 


1,4 
2,6 

1,4 
2,6 

6,  1 
2,6 

6.1 

1,4 


—  2 


—  2 


—  5 


6,  1 

2,  6 

3,  8 

2,  6 

3,  8 

2.  6 

3,  8 
1.4 


4-  8 


+  8 


+  8 


+  2 


G,  1 
1.4 

3,  8 
1,4 

3,  8 
6,  1 

3,  8 
«,  1 


6.(6-8)-2.(36-*2) 
+  8(24-l)  =  +106  , 

2.(6-8)-  2.(18-16) 
-f8.(12~8)  =  +24  , 

2.(36^2)-ö.(18-lG) 
-f  8  .(3  — 48)=— 302  , 

2.(24  -1)-  5.(12-8) 
+  2 -(3 -48)  =  — 64  ; 


mithin  ist  die  tre^pbene  Determinante  glci  Ii  — 330. 

2.  Aus  der  angegebenen  Bildungsweise  einer  Determinante  mittels  der  Unter- 
determinanten, also  aus  ihrer  Entwicklung  in  der  Form 


oder 


j?  =      +   ^  +  ...  +  rtf    +    +  <7; 

ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 

Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  Ausnahme  eines  einsigen 
gleich  Nullp  so  reduziert  sich  die  Determinante  auf  das  Produkt  dieses 
einen  Elements  mit  der  zu  ihm  gehörigen  Unterdeterminante. 

Denn  sind  beispielsweise  alle  Elemente  der  Reihe  a*  .  .  .  ii^  mit  Aus- 
nahme von      gleich  Noll,  so  wird  die  erste  der  vorstehenden  £otwickliuigen  zu 

So  ist  also  beiq>iel8weise 

a  b  Q  d 

c  d  ; 


0  0  0 

h  €  d 


e  f  gh 
i  k  0 
«0  0/ 


=  —g 


ab  d 

i  k  m 
n  0  p 


Die  Elemente  A,  e  im  ersten  und  /,  //  im  zweiten  dieser  Beispiele  sind 
daher  ohne  jeden  Einfluli  nnf  den  Werf  der  Determinante,  und  man  könnte  also 
für  sie  beliebige  andre  Zahlen  setzen,  ohne  dali  dieser  Wert  sich  änderte. 

*  B.  Multipliziert  man  jedes  Element  einer  Reihe  mit  der  zu  dem 
entsprechenden  Element  einer  parallelen  Reihe  gehörenden  Unter» 
determinante,  so  ist  die  Summe  aller  dieser  Produkte  gleich  Null. 

Denn  ist  ^,  ^/^ ,  rr^  .  . .  r/^  die  eine,  o^,  tf^,  tf^ . . .  die  dazu  parallele 
Reihe,  m  ist  die  Determinante 

und  die  Summe  jener  Produkte  ist 

Diese  entsteht  also  aus  jener,  wenn  man  in  d(>m  System  der  Elemente  an 
die  Stelle  der  Reihe  tff,      n.  s.  w.  die  andre  n^,  <ij  u.  8.w.  setzt,  oder  sie  ist 
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die  Detenninante  des  so  gebildeten  neuen  Systems.  Da  nnn  dieses  zwei  eitumdei 
gleiche  parallele  Reihen  a\,     • . .  enäiält»  80  ist  der  Wert  seiner  Determinante 

nach  §  38  Nr.  4  pleich  NulL 
Ebenso  folgt  aus 

H  -  a)A)  +     4  +  . . .  +  tf,- ^ 

die  Gleichung 

4.  Addiert  man  zu  jedem  Element  einer  Reihe  das  entsprechende 
Element  einer  ihr  parallelen  Reihe  mit  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen,  so  ändert  sich  der  Wert  der  Determinante 
nicht. 

Dieser  Satz  und  sein  Beweis  können  soelrii  h  verallj;emeinert  werden,  indem 
man  statt  der  Glieder  der  addierten  oder  subtrahierten  Reihe  ihre  Produkte  mit 
derselben  beliebigen  Zahl  g  anwendet.  Die  nach  den  Elementen  der  ersten  Reihe 
geordnete»  also  z.  B.  in  der  Form 

e^eschriebene  Determinante  geht  nämlich  durch  die  angegebe  ne  \  cranderung  des 
Systems  aber  in 

Da  nun  das  letzte  in  der  Klammer  enthaltene  Aggregat  nach  dem  Satze 
in  Nr.  3  den  Wert  Null  hat,  so  ergibt  sich 

i?i  «SS  4  4  +  *  •  *  +         ~ * 

Der  Wert  einer  Determinante  Ändert  sich  also  nicht*  wenn  man 
in  dem  System  der  Elemente  an  Stelle  jedes  Gliedes  einer  be- 
liebigen Reihe  die  Summe  desselben  Gliedes  und  des  Produkts  des 
ent<;prechrnden  Gliedes  einer  parallelen  Reihe  mit  demselben  be- 
liebigen Faktor  setzt. 

Dieser  Satz  ist  besonders  wertvoll  zur  Erleichterung  der  Berechnung  der 
Dett^rminanten  bestimmter  Zahlen,  denn  er  gestattet,  an  Stelle  des  Systems  der 
FJ.mrntp  andre,  für  dir  B^rechnunp  bequemere  Systeme  ZU  setzen*  So  könnte 
man  z.  B.  in  der  in  Nr.  2  berechneten  Detenninante 

4,  2,  3,  8 
7,  5.  6,  1 

3.  2,  1,  4 

5,  8,  2,  6 

durch  SnbtraktioQ  der  Glieder  der  zweiten  Kolonne  von  den  ent^rechenden 
Gliedern  jeder  andern  Kolonne  die  Determinante 

2,  2,     1.  6 
2,  5,     1,  —4 
1,  2,  -1.     2  ' 
— 3,  8,  —6,  —2 

aus  dieser  wieder  durch  Subtraktion  der  drillen  Kolonne  von  allen  übrigen, 
dann  der  ersten  Zeile  von  allen  übrigen,  darauf  wieder  der  ersten  Zeile  von  der 
dritten  und  vierten  die  folgenden  Determinanten: 

13* 
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1,  1. 

1, 

5 

1,  1, 

1. 

5 

1. 

1, 

1, 

5 

1.  4, 

1, 

-5 

0.  3, 

0, 

-10 

0. 

3, 

0, 

-10 

2,  3. 

-1, 

3 

1.  2, 

-2, 

-  2 

0. 

1, 

-3, 

—  7 

U, 

-6. 

4 

2,  13, 

-7, 

-  1 

1. 

12, 

-8, 

-  C 

ableiten  u-  s.  w.  Bequemer  wäre  in  der  letzten  dieser  Umformungen,  die  erste 
Zeile  vor  der  Snbtraktioii  von  dei  vierten  mit  2  sn  multiplizieren,  wodurch  man 
die  Determinante 

'  1.  1.  1,  5 
0,  3.  0,-10 
0,  1,  —3,  —  7 
0,  11,  —9,  —11 

erhielte,  die  sich  auf  das  Produkt  ihres  AnfangsgUeds  1  mit  der  Unterdeterminante 

3,      0,  —10 
1,  — 3,  —  7 
_  11,  —9,  —11 

reduziert. 

Dies  läfit  sich  von  vornherein  erreichen,  denn  man  kann,  um  s.  B.  ffir  4^ 
Null  zu  erhalten,  von  den  Elementen  der  Reihe  tff,  die  Produkte 

der  Elemente  von  oj,  dd,...<^,...a^  mit    '.  subtrahieren,  wodurch  mau  statt 

das  neue  Element  <^ •    '  ^  t^-  —  <7^'  =  0  erhält  Um  %.  B.  die  vorstehende 

Determinante  dritten  Grades  in  dieser  Weisf  zu  hehaudelri,  kann  man,  da  schon 
ein  Element  der  ersten  Zeile  gleich  Null  ist,  die  Elemente  der  ersten  Kolonne 
mit  ^  multiplizieren  und  dann  die  Produkte  zu  denen  der  dritten  Kolonne 
addieren.    Man  erhält  so 


3,     0,  0 
1.  -3.  -V 
11,  -9.  +V 


=  3 


-3,  - 
-9,  + 


V 


3.{-3.y-(-V)-(-9)> 


=  3  .  (_77  -33)  =  -3  .  110  -=  -330  . 

Um  femer  beispielsweise  tiic  Dcti  rmiuanu' 

1,  r,,  9,  2  I 

2,  4,  10,  1 

3,  3,  11,  G 

4,  8,    7,  3  I 

zu  berechnen,  kriim  in.in  dir*  frstc  KolnnTir  drr  Rrihr  nach  mit  ä,  0  nnd  2 
multiplizieren  und  dann  entsprechend  von  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Kolonne 
subtrahieren.   Man  erhält  so 

1,  0,         0,       0  ' 

2,  —  0,  —  8,  —3  I 


3,  —12,  —10, 


0 


I 


4,  —12,  —20,  —5  ' 


I  _  6,—  8,-3 
1.1—12, —16,  0 
—12,  —29,  —5 


Multiplis&ierl  man  jetzt  die  erste  Zeile  der  neuen  Determinante  mit  2  und 
subtrahiert  von  der  znreiten  und  von  der  dritten,  so  erhält  man 
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-6 


oder    —  G 


=  — 6  •  6  .  13  =  —468 


—  6  .  G  .  13  =  4GS 


-6,  -  8,  -3 
0,  0,  +6 
0,  -13,  +1 

QTid  hat  Dun  die  Wahl  zwischen  zwei  Reihen»  in  denen  alle  Glieder  außer  einem 
gleich  Null  sind.    Man  exhält 

0,  +6  I 

-13.  +1 

-6,  -  8  I 

0,  —13  I 

Man  kann  nach  diesen  Beispielen  das  eingeschlaf^'cne  \'erfahren  dahin  ana- 
sprechen, daU  man,  um  n  —  1  KIrmentr  einor  Zeile  gleich  Null  vw  machen, 
die  n —  1  Kolonnen,  die  diese  Kiemenie  enthalten,  durch  das  obige  \  erlahren 
zu  verändern  hat,  indem  man  von  jeder  die  Produkte  der  gleichstcUigen  Elemente 
einer  |>arallelen  Kolonne  mit  einem  geeigneten  Faktor  subtiahiert  Sollen  dagegen 
u  —  1  Elemente  einer  Kolonne  zu  Null  werden,  so  hat  man  entsprechend  mit 
den  Zeilen  zu  verfahren. 

5»  Die  Anordnung  einer  Determinante  nach  den  Elementen  einer  Reihe 
und  deren  Unterdeterminanten  führt  ferner  zu  dem  Satze: 

Multipliziert  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  demselben 
Faktor,  so  wird  dadurch  die  Determinante  selbst  mit  diesem  Faktor 
malt  ip  Ii  ziert. 

Der  Beweis  wird  erbracht,  wenn  man  die  neue  Determinante  nach  den 
Elementen  der  multiplizierten  Reihe  ordnet 

Dieser  Satz  -  findet  wieder  Anwendung  zur  Vereinfachung  der  Berechnung 
von  Deirrnu'nanten.  SrlhstArrständlich  wird  auch  (lurcli  Division  aller  Elemente 
einer  Reihe  durch  ditsflb<>  Zahl  die  Dc't'rnniiante  dividiert,  da  die  Division 
durch  Q  identisch  ist  mit  der  iMuUipUkatiou  mit  V.q.  Man  kann  daher  jeden  ge- 
meinschaftlichen Faktor  der  Elemente  einer  Reihe  absondern  und  ak  Faktor  vor 
die  Determinante  setzen*  So  hätte  man  z.  B.  in  der  vorher  berechneten  De- 
terminante _  e  _  8  3 

—  12. —16.  0 
—12.  —29,  —5 

zunächst  den  Faktor  — 6  der  ersten  Kolonne  absondern,  und  also 

2,  —16.  0 
2,  —29,  —5 

schreiben  können.  Man  kann  ferner  auch  aus  der  zweiten  Kolonne  den  Faktor  — 1 
absondern,  wodurch  sämtliche  Vorzeichen  dieser  Kolonne  und  gleichzeitig  das  Vor- 
zeichen der  Determinante  die  entgegengesetzten  werden.    Allgemein  ergibt  sich 

der  Satz: 

Ändert  man  die  Vorzeichen  sämtlicher  Elemente  irgend  einer 
Reihe,  so  behält  die  Determinante  denselben  absoluten  Wert  und 
ändert  ihr  Vorzeirhi'n. 

Nimmt  man  in  dem  vorstehenden  Beispiel  tiiese  Änderung  sowohl  au  der 
zweiten,  als  an  der  dritten  Kolonne  vor,  so  bleibt  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante unverändert,  und  man  erhält 

1.  8,3 
—6  .   2,  16,  0 

2.  29.  5 
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Man  lumn  ferner,  wenn  einzelne  oder  sämtliche  Elemente  einer  Reihe 
Brüche  sind,  diese  in  ganze  Zahlen  verwandeln,  indem  man  die  Elemente  dieser 
Reihe  mit  dem  Generalnenner  multipliziert.  Auf  diesem  Wege  lassen  sich,  wenn 
In  mehr  al<?  einer  Reihe  Brüchr  vorkommen,  sämtliche  Brüche  des  Systems  nach 
und  nach  in  panze  Zahlen  verwandeln.    So  erhält  mau  beispielsweise: 


17,    ^,  2j 

!4|,      5.  5i 
j7i.  -2,  -Hl 


1 

12 


7,  n,  28 
41,  5,'  G2 
7^.-2,  —15 

'  28,  9, 
 I  17,  10, 


1 

12  .  4 

28 
62 


28,  41,  28 
17,  5,  62 
30,  —2,   — lö 


12  •  4  •  2  , 

I  30,  —  4,  —15 

Uro  nun  zwei  Elemente  der  ersten  Zeile  gleich  Null  su  machen,  kann  man 
die  erste  Kolonne  von  der  dritten  subtrahieren,  dann  aber,  um  nicht  wiodrr 
Brüche  zu  erhalten,  die  Elemente  der  zweiten  Kolonne  mit  28  multiplizieren, 
selbstveiataDdlich  die  Determinante  entsprechend  durch  28  dividieren  imd  dann 
von  der  jetzigen  zweiten  Kolonne  die  Produkte  der  Elemente  der  ersten  mit  9 
subtrahieren.    So  ergibt  sich 


1 

96  •  28 


28 
96^^ 


28,  0,  0 
17,  127,  45 
30,  —382.  —45 


45 
96 


127,  I 
382.  1 


§  40*    Auflösung  linearer  Systeme. 

1.  Nachdem  die  wichtigsten  Hilfsmittel  fär  die  Berechnung  der  Determinanten 

erörtert  sind,  SOU  ZU  der  Anwj'ndunf:  aul  die  Auflösung  von  Gleichungen  ersten 

Grades  ühiTi::p^;rin<j;en  werden.  Ks  sri  rin  System  von  //  voneinander  tinnhhängigen 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  //  Unbekannten  gegeben,  und  in  der  Form 

a\  .V,  +     A-,  -|-  rtj     +  , . .  ^-  rrf  A>  +  . . .  +         =  ^, 
+  <i-»^j  +  «a*»  4-  •  ♦  •  +         +  •  •  .  +  fl«  «ii  — 

1) 

•  *  •  • 

+  alx^  +  a^x,  +  . . .  4-  a^Xi  +  . . .  +  aj*.  =  f, 

geschrieben.  Um  den  Wert  einer  beliebitjen  der  m  Unbekannten,  z.  B.  x^.,  zu 
finden,  denke  man  sich  jede  dieser  Gleichungen  mi»  eifn»m  vorläufig  unbestimmt 
gelassenen  Faktor  p^,  •  •  ./^  •  •  «/m  multipliziert  imd  sodauu  sämtliche  neuen 
Gleichungen  durch  Addition  zu  einer  einzigen  verbunden.   Diese  erhält  die  Foim 


2) 
worin 


A^Xl-{^A^x^-{•AiX^-\r".-t  4t**  +  « •  •  +  4»jf«  =»  C 

A»  =  ä[/i  -jr  <4A  +  'ApA  +  •  ■  •  +  al/jt  +  •  .  •  -f 

u.  8.  w. 
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Um  nun  den  Wert  einer  Unbekannten  .r^.  zu  finden,  kann  man  nachträglich 
die  Werte  der  Faktoren  /  so  hestirnrni  ri,  daÜ  alle  Koeffi/.ii'ntpn  A  mit  Ausnahme 
desjenigen  der  gesuchten  Unbekannten  gleich  Null  werden.  Setzen  wir  vorerst 
vorauBt  daß  dies  immer  ausführbar  sei,  so  erhält  dadurch  die  Gleichung  2)  die  Form: 


und  man  hat 


3) 


Diu  Lösung  der  gestellu-n  Aufgabe,  aus  n  Gleichungen  mit  ii  Unbekannten 
den  Wert  eber  beliebigen  Unbekannten  su  finden*  ist  also  jetzt  svrdckgefittirt 
auf  die,  die  Werte  von  n  onbestimmten  Faktoren  A*  * '  */«  ^  *°  bestimmen, 
daS  #  —  1  Gleichungen  von  der  Form 

«{/i     -k-^Pt     +«lA     +...  +  «iA  =0 
«?A     -\-^P*     +^tp,  + 


4) 


«•A    +<P*    +«fA  +  =0 

erfüllt  werden.    Betrachten  wir  also  A>  A  P»  ^  *  Unbekannte,  an  «feren 

Bestimmtmg  die  vocsteheoden  Gleichungen  gegeben  sind,  so  sieht  man,  da  ihre 
Anzahl  nur  n  —  1  beträgt,  daß  man  irgend  eine  der  «  Größen  J>  beliebig  tin- 
nehmen könnte  und  daß  dann  die  Aufgabe  aut  die  einfachere  zurückgeführt 
erschiene,  n  —  1  Gleichungen  mit  /;  —  1  Unbekannten  aufzulösen.  Da  aber 
diese  Gleichungen  ffir  jede  andre  der  Unbekannten  x  selbst  andre  werden,  so 
würde  das  eingeschlagene  Verfahren  als  ein  fiberans  weitläufiges  erscheinen. 

Wir  haben  aber  im  vorhergehenden  gesehen,  dafi  die  Determinante  des 
Systems  der  n'^  Koeifizienten  des  Systems  1) 


5) 


<»»     •  •  •  ( 

nach  den  Elementen  tmd  den  Unterdetetmioanten  der  Reihe  of ,  (4  • 
ordnet,  in  der  Form 


geschrieben  werden  kann,  und  daß  dann 


ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  in  dem  die  obem  Indices  der  Elemente  a  in  der 
Glfichnntr  gleich  X'  sind,  also  die  Gleichung  G)  gilt.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
daß  sämtliche  Gleichungen  4)  erfüllt  werden,  wenn  man 

Pi  —  ^  t    Pt  —  ^t"*Pn  =  ^ 
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setzt,  und  daii  dann       gleich  der  Determinante  Ä  ist.    Die  GröÜc 

—  Cijfi  +       +       -f . . .  +  tf,  ^ 

entsteht  ans  dieser  Determinante,  da  die  Unterdeteiminanten  u.  s.  w.  die 

Elemente  der  Reihe  df ,  <4  ■  >  •  nicht  enthalten,  wenn  man  in  ihr  an  Stelle 
dieser  Elemente  die  entsprechenden  der  Reihe  f| ,  . . .  r>  setzt  Die  Gleichung  3) 
kann  also 

2" ±  «i «?;...  f7^- }  ri^^ttJ  •••  < 


geschrieben  werden.  Sie  besagt,  daß  die  Werte  sämtlicher  Unbekannten  des 
Systems  1)  durch  Brüche  dargestellt  werden  können,  die  zum  Nenner  die  De- 
terminante 5)  des  Systems  der  Koeffizienten  der  Unbekannten  haben,  während 
der  Zähler  jrdfsmal  die  Determinante  ist,  die  man  erhält,  wenn  man  statt  der 
Koeffizienten  der  gesuchten  Unbekannten  die  entsprechenden  Absolutglieder  (*!, 
,  • . .  setzL 

Um  B.  B.  das  System 

jf—  2^4-  3s—  4«=— 10 
— 6a:+  7z+  8«=  18 

9.V—  10;'  -  11  j  -f  12//  =  4 
—  13a+ 14;^+ 15s— 16»=  —  4 

auf  diese  Weise  aufzulösen,  kann  man  zur  Bestimmung  des  gemeinschaftlichen 
Nenners  der  vier  Unbekannten 


-f  1.  -  2.  +  3,  -  4 

-  5,  +  0,  -  7,  +  8 

+  9,  -10,  -11,  +12 

-13,  +14,  +15.  -IG 


«2-4 


+  1,  -1,  +  3,  -1 

-  5,  +3,   -    7,  +2 

+  9,  -<5,  -11.  +3 

-13,  +7,  +15,  -4 


8 


+  1,     0,  0,  0 

-  r,,  -2,  +  8,  -  3 
+  <),  +4,  -  3S,  -fl2 

—  13,  — Ü,  +54,  —17 


-8.1 


-2,  +  8.-3 
+4,  -38.  +12 
-6.  +54,  -17 


^8.2-2 


-1,  +  4,-3 
+  2,  -19,  +12 
-3.  +27,  -17 


=  32 


-1,  +  4,  -3 
0,  -11,  +C 
0,  +15,  -8 


_3o  ,  -11,  +6 
"i+15.  -8 


—  —32  .  2 


-11.  +3 


+  1Ö,  -4 

setzen.    Für  den  Zähler  von  x  hat  man  entsprechend 


-64(44  — 45)=  +64 


i  ! 


-10,  -  2,  -  :\. 

4-ls.  ^  -        •  ^  I 

+  4,  -10,  -11,  +12  f      '  " 

-  4,  +14,  +15.  -10 


+2,  -r, 
-2.  -7 


1,  +   3,  -1 

.7  I 


-11.  -13 
-rir.,  -4 


Digitized  by  Google 


§  40 


Aaflösung  linearer  Systeme. 


201 


=  16 


0,      0,  0,  -1 

-  1.  +  1,  -1,  +2 

-13.  -  8.  -2,  +3 

+  18,  +11,  +3,  -4 


-  U  -{-  l,  -1 
-13,  -  8,  -3 
+  1«,  +11,  +3 


=  IG 


-  l,  0, 

-13,  -21, 
+  18,  +29, 


0 
10 
14 


IG 


-21,  —10 
+29,  +14 


16 


21,  10 
i  29,  14 


=  16-2 
also  ist 


21,  5 
29,  7 


32  •  (147  —  145)  -  64 


64  , 
*^64  =  ^ 


also 


Ebenso  erhält  man  für  den  Zähler  von  y 

+  1,  -10,  -f  3,  -  4 

-  5,  +18,  -  7,  +  S 

+  9.  +14,  11,  +12 

-13,  —  4.  +15,  —16 

^«  —  «2 


-128 


64 


und  entsprechend  ffir  x  und  u 


1+1,-2,    -10,  -  4 

—  5.    !    G,  +18,  +  8 

+  9,      10,  +  4,  +12 

I  -13,  +14,  -  4,  -16 

demnach 


=  192  ; 


+  1,  -  2,  +  3,  -10 

-  5,  +  G,  -  7,  +18 

+  9,  -10,  --11,  + 

-13,  +U,  +15, 


4 

-  4 


=  256 


«  =  3  ,  u 


Die  Werte  der  Unbekannten  werden  durch  dieses  Verfahren  in  Form  von 
Quotienten  zweier  A^'jjregate  erhalten,  drrrn  fflifdpr  Prodtiktc  von  «Faktoren 
sind.  Wendet  man  dagegen  das  gewöiinliche  Eiiminatiousvertahren  an,  indem 
man  beispielsweise  zunächst  den  aas  einer  der  g(>gebenen  Gleichungen  ermittelten 
Ausdruck  ffir  eine  Unbekannte  in  jede  der  h  —  1  übrigen  Gleichungen  einsetzt, 
so  erhäh  man,  wie  di«*  Ausführung  an  irgend  einem  allgemeinen  Beispiel  leicht 
zci'jt,  n  —  1  Küminatinnsuh'irhungen  mit  n  —  1  Unbekannten,  dfren  Kopffirienton 
Produkte  von  zwei  Faktoren  sind.  Leitet  mau  dann  aus  diesen  entsprechend 
n  —  2  Gleichungen  mit  n  —  2  Unbekannten  ab,  so  werden  die  Koeffisienten 
von  der  2*2  —  4  ten  Dimension,  und  fährt  man  so  fort,  so  wird  in  der  endlichen 
SchluÜgleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  ein  Koeffizient  mit  2"~^  Faktoren 
enthalten  sein.  Ks  liefert  also  dieses  Eliminationsvrfahren  den  Wert  der  Un- 
bekaiuiteu  in  Form  eines  Quotienten  von  Aggregaten,  deren  Glieder  ^^"-^^  Fak- 
toren, also  2""~*  —  n  Faktoren  mehr  als  bei  dem  vorstehenden  enthalten.  Diese 
fiberflüssigen  Faktoren,  deren  Ansah!  für  «  3,  4,  5,  6  u.  s.  w.  die  rasch  steigende 
Reihe  1,  4,  11,  2'!  ii.  s,  w.  bilden,  und  die  sich  in  f!<  n>  Resultat  wieder  auf- 
heben müssen,  wi>r(l(  ti  durch  Hir  Anw^Muhmg  (h'T  l")eterminanten  erspart.  Aiißer- 
dem  emplielili  sich  diese  dadurcii,  daii  sie  die  unwissenschaftliche  Willkür  m  der 
Auswahl  tmd  Reihenfolge  der  jedesmal  su  eliminierenden  Unbekannten  beseitigt. 
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2.  Schon  im  vori|<:en  sind  homo|.;cne  GlcichnngeD  ersten  Grades  votgekommen, 

in  denen  die  Absohit'^'licdcr  <,'l(  i<  li  Xull  sind. 

Sind  n  solche  Gleichungen  mit  u  Unbekannten 

a\xi     OiXi  '\-  t^lxt  -\-  *  m     ^     =  0 
+  <^*t  +  «5  Jf,  +  . .  +  «?  Jf«  =  0 

gegeben,  SO  ffibtt  ihre  Auflösung  mittete  Determinanten  aaf 

0 


(ii . . . 


In  der  Tat  überzeugt  man  sich  auch  unmittelbar,  daß  die  n  Gleichungen 
sämtlich  erfüllt  sind,  wenn  j^'Her  T -nhpknnntfn  dpr  Wrrt  Null  hrirrclfirt  wird.  Fs 
iüt  jedoch  zu  beachten,  dali  in  einem  besondern  l  alle  dieser  Wert  nicht  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  für  Xk  gefolgert  werden  darf,  nämlich  dann,  wenn  gleich» 
leitig  der  Nenner,  also  die  Determinante  des  Systems  der  n*  Koeffizienten  a}, 
u.  s.  w.  gleich  Null  ist.  Ks  erscheinen  in  diesem  Falle  vielmehr  die  Werte 
sämth'rher  Unbr»kanTi(cn  imter  diT  unbestimmten  Form  und  hi<'ra!is  geht  henor, 
daü  dann  die  «  Unbekannten  nicht  durch  die  gegebenen  Gleichungen  ermittelt 
werden  können. 

Man  eriiält  dasselbe  Resultat  auf  folgende  Weise:  Man  kann  jede  der 

n  homogensMi  Gleichungen  durch  dieselhf  beliebig  ausgewählte  der  n  Un- 
bekannten  z.  B.         dividieren    und    erhält    dann    n    Gleichungen    mit  den 

n  —  1  Verhältnissen  '  '  ,     '*,...-     als  Unbekannten.  Hieraus  geht  einerseits 

hervor,  dafi  durch  die  n  Gleichungen  in  der  Tat  die  n  Unbekannten  nicht  be- 
stimmt sind,  sondern  nur  ilu<'  Verhältnisse,  sofern  die  Werte  der  Unbekannten 

nicVit  sämtlich  gleich  Null  sein  sollen  und  also  di»  sr  N  crhältnissc  L;"  bi!d«'t  werden 
dürien.  Andrerseits  zeigt  es  sich,  dali  für  die  Verhaltnisse  als  in  uc  Lnbekannteü 
eine  überzahlige  Gleichung  gegeben  ist,  demnach  die  «  Gleichungen  für  nicht 
verschwindende  x  nur  dann  nebeneinander  bestehen  können,  wenn  die  ans  be- 
liebigen «  —  1  dieser  Gleichungen  berechneten  Werte  der  \'erhältnisse  der  noch 
übrigen  Gleichung  genügen,  n.unit  dies  der  Fall  sei,  müssen  die  Koeffizienten 
a\f  (T*,  u.  8.  w.  einer  Bedingung  genügen,  die  dadurch  getundi  n  werden  könnte, 
daü  man  das  eben  angegebene  Verfahren  der  Auflösung  von  «  —  1  Gleichungen 
und  Sabstitution  der  Resultate  in  die  noch  äbrige  Gleichnng  ausführte.  Köixer 
ergibt  die  \^>rgleichung  mit  dem,  was  oben  ans  der  für  x^  gewonnenen  Formel 
abgeleitet  wurde,  dafi  diese  Bedingung 

ist.  Sind  also  n  homogene  Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  ge- 
geben, so  ist  die  BedingtUlgi  daß  diese  Gleichungen  für  nicht  verschwindende 
Werte  der  Unl>ikannfen  zusammen  Ix^tehen,  die,  daÜ  dir  Dcti  rminantr-  der 
n'  Koeffizienten  gleich  Null  sei,  und  die  Gleichungen  bestimmen  dann  die  Ver- 
hältnisse der  Unbekannten.  Dividiert  man  jede  der  Gleichungen  etwa  durch 
tmd  löst  die  n  —  1  ersten  der  entstehenden  Gleicbtugen  auf  die  betreffenden 
\'erhältnisse  nach  Nr.  1  auf,  so  ergibt  sich,  daß  die  Werte  der  Unbekannten  sich 
der  Reihe  nach  zii'-inander  verhalten  wie  die  ünterdeterminanten .  die  aus  den 
«  («  —  1)  Küelüzienien  jener  Gleichungen  der  Reihe  nach  zu  den  Elementen  der 
feMenden  «-ten  Zeile  gebildet  werden  können. 
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Ist  tungekehrt  ein  lineares  System  von  nicht  homogenen  Gteichnngen 
mit  n  Unbekannten  gegeben*  so  läUt  sich  ans  ihm  ein  System  von  ebensovielen 
homogenen  Gleichungen  ableiten,  indem  mnn  an  Stelle  der  n  Unbekannten  ihre 
Verhältnisse  zu  einer  n  4~  1-ten  Uabckaouten,  die  später  gleich  1  zu  setzen  ist, 

wenn  man  zu  den  onprünglichen  Gleidiungen  Euäckkehren  will,  also  , 

n.  s.  w.  setst  und  dann  alle  Glieder  mit  Xm+i  molttplisiert  Waren  nmi  für 

die  n  Unbekannten  «  +  ^  Gleichungen 

n.  8.  w.  gegeben,  so  ist 

die  Bedinjjung,  daß  die  zugchörii;en  hoinoirpnen  Gleichungen  gleichzeititr  für  nicht 
verschwindende  Werte  der  x  bestehen.  Da  lerner  durch  diese  homogenen 
Gleichungen  nur  die  Verbältnisse  der  Unbekannten  bestimmt  sind,  eine  also 
beliebig  angenommen  werden  kann,  so  gilt  diese  Bedingung  aaxAx,  wenn  man  für 
den  Wert  1  gesetzt  denkt.  Es  gilt  also  auch  der  Sats: 
Sind  für  n  Unbekannte  n  \  1  Gleiehun-^en  ersten  Grades  ge- 
geben, die  aut  Null  reduziert  sind,  so  ist  die  Bedingung,  daß  diese 
Gleichungen  sämtlich  durch  dieselben  Werte  der  Unbekannten  er- 
füllt werden,  die,  daß  die  Determinante  des  Systems  der  (n  +  l)* 
Koeifiaienten  gleich  Null  sei. 


§  41.    Addiliüü  und  Multiplikation  von  Deterraiaaute n. 

1,  Jede  Determinante  läßt  sich  als  eine  solche  von  einem  be- 
liebigen höheren  Grade  darstellen,  denn  man  kann  sie  als  Unterdeterminante 
eines  Systems  von  Elementen  betrachten,  das  in  einer  Zeile  oder  Kolonne  ein 
füement  1  und  alle  übrigen  Elemente  gleich  Null  hat.  Um  also  eine  Detemü* 
nante  «-ten  (jrades  als  eine  solche  «~  1-ten  Grades  darzustellen,  kann  man 
dem  System  der  Kiemente  eine  Zeile  und  Kolonne  hinzufügen,  so  daß  irgend  ein 
Element  den  Wert  1  oder  —  1 ,  je  nach  der  Stellung  dieses  Elements  hat,  die 
fibrigen  Stellen  einer  der  beiden  hinzugefügten  Reiben  durch  Nullen  und  die 
der  andern  durch  beliebige  Zahlen  ausfüllen.  Die  so  erhaltene  Determinante 
n  +  l-t(  n  Grades  kann  dann  in  gleicher  Weise  in  eine  solche  n  +  2-ten  Grades 
verwandelt  werden  u.  s.  w. 


So  ist  X.B. 


«i  *i 
%  ^ 


c  d 


1  0 


(»  0 

^8  H 


0—10 

a     p  b 
€      q  d\ 


1  C  9 
0X000 
0  a  ^1  ^1 
0  ^     *t  ^s 

0  0—10 
—  1  m     n  t 
0  0     p  b 
0  f      q  d 


2.  Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  Aggregate  von  gleicher  Glieder- 
zahl, so  läßt  sich  die  Determinante  in  das  entsprechende  Aggregat 
ebensoTieler  einzelner  Determinanten  zerlegen,  die  dadurch  ent- 
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stehen,  daü  man  an  Stelle  jener  Reihe  nacheinander  die  einxelnen 
Glieder  der  betretenden  Aggregate  setast.    So  ist  x.  B. 

+  ^1»  *if 


ff. 

Allgemein,  wenn 


^"»A  +  fi +  ''1  t 
— A +  ft +     +•  »' 


ist,  und  man  die  gegebene  Deicmiiiiaiite  in  der  Porm 

ie  —  ff}^J-^-^4^^  1-  aj^Ai, 

schreibt ,  so  erhält  man  durch  Subatitation  der  Werte  für  e^,  ...  und  Ant> 
führung  der  Molttplikationen 

^    A  4  +  A  4  +  •  ■  •  +  /- 

+  ^  +  f f  4  +  •  •  •  + 
+  rg  ^  +         +  , . .  + 

+  

womit  der  vorstehende  Sats  bewiesen  ist 

Sind  fcnii  r  die  Klementc  irgend  einer  Reihe  Appregate  von  je  ;//  Gliedern 
tiriH  niiIjiT(icni  die  l'lrinfntf  cinrr  ihr  paraH<  l<"ii  Ki-ific  A^erregate  von  je  u  Gliedern, 
so  kaau  mau  durch  /.w  eimalipe  Anwendung  des  vorstehenden  Verfahrens  die  Detcnni- 
nante  in  ein  Aggregat  von  m  •  //  eiulacheren  Determinanten  zerlegen. 

Sind  öberbanpt  die  Elemente  beliebig  vieler  oder  aller  parallelen 
Reihen  Aggregate  von  ;//,  //,  /,  ...  Gliedern,  so  läßt  sich  die  De- 
terminante entsprechend  als  ein  Aggregat  von  m*n*p-f»m,  einzelnen 
Determinanten  darstellen. 

Da  diese  Sätze  auch  dann  richtig  bleiben  müssen,  wenn  ein  oder  mehrere 
Glieder  eines  der  Reihenapgregate  gleich  Null  sind,  so  lassen  sie  sich  anch  auf 
die  Fälle  ausdehnen,  in  denen  nicht  alle  Elemrnte  einer  Reihe  aus  einer  gleichen 
Anzahl  von  Gürdpm  l»»  stehen,  da  man  in  diesem  Falle  die  fehlenden  Glieder 
diuch  Nullen  erganzen  kaim.    So  ist  z.  B. 


«  +  ^1  "2  +  <*8  +  «4 

(7 

n,  er- 

a 

ii,  0 

ti 

b 

b,  + 

b 

h 

b 

b.^  l 

+ 

b  bf^  br^ 

c 

0 

f  0  ^5 

a  a<^  0 

a 

0 

«I 

ff. 

ri  ff,  0 

b  b^  A  . 

*  0  b. 

b  0 

h 

+ 

0 

h 

-    0  b^  b^ 

r  0  0 

t  0 

c 

0 

0 

1- 

ff 

«1 

«4 

»6 

«4 

0 

0  ^, 

+ 

0 

0 

h 

0 

0 

^1  0 

0 

0 

0 

0 

I  «1  «»»  s 
I  '1  0 

Stimmen  umgekehrt  zwei  oder  mehrere  Detenninanten  desselben  Grades  in 

allen  korrespondierenden  Elementen  mit  Ausnahme  deijenigen  einer  an  gleicher 
Stelle  stehenden  Reihe  überein,  so  kann  man  jedes  Aggregat  dieser  T)eierniin.inten 
in  eine  Determinante  verwandeln,  indem  man  in  eitier  von  ihnen  an  Stelle  der 
nicht  übereiuslirameu<lt  n  Reihe  die  in  euisprcchencier  Weise  aus  den  Aggregaten 
der  betreffenden  ungleichen  Elemente  gebildete  Reihe  setzt    So  ist  also  z.  B. 
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3,  1,  8,  3 

1,  1,  8,  3 

4,  4,  7,  2 

Ti,  4,  7,  2 

5,  6,  1,  4 

2,  e«  1, 4  ' 

2t  9t  Ot  6 

0,  9,  0,  6  , 

3  —  1,  1,  8,  3 

4  — 5,  4.  7.  2 

5  —  2»  6.  1,  4 
2  —  0,  9.  0,  6 


2,  1.  S,  3 
—  1,  4.  7,  2 
3,6.1,4 
2,  9*  0,  6 


8*  Das  Produkt  zweier  Determinanten  desselbeu  Grades  kann 
ebenfalls  als  eine  einzige  Determinante  vom  gleichen  Grade  dar- 
gestellt werden.  Man  erhält  die  Elemente  dieser  Determinante,  wenn 
innn  die  Elemente  je  einer  Reihe  der  einen  pcjfchfnon  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  je  einer  Reihe  der  andern  gegebenen  De- 
terminante multipliziert  und  die  Produkte  addiert    Ist  also 


so  ist 


für 


Ist  beisfnelsnretse 


2:±a\a^...al,    ß  =  I  ±  ö[öl . . . 


rlj  a]  ,tI 

fi]  1 

(Ij  <1.,  (Ij 

so  ist 


Wir  können  den  Beweis  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  an  dem  vorsieheiidea  be- 
sondem  Beispiel  svreier  Determinanten  dritten  Grades  führen,  da  er  sich  in  gleicher 
Weisi-  für  Determinanten  jedes  beliebigen  Grades  führen  läüt  und  nur  die  Dar- 
stellung bt'i  allt:<Mni'iiiiT  BeliandhiTitj  iimsfrinrilicher  und  weniger  übcrsiclitlich  wird. 

Die  nbvn  angegebene  Determinantr  C  liitJt  sich,  da  jede  ilirer  Reilien  ein 
Aggregal  von  drei  Gliedern  ist,  in  eine  Summe  von  3  •  3  •  3  —  27  einzelnen 
Detemünaiiten  zerlegen.    Die  erste  ist 

und  verwandelt  sich  durch  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Faktoren  <^J,  ö],  ^} 
der  drei  Kolonnen  in 

welcher  Atisdmck,  da  die  Kolonnen  übereinstimmen,  gleich  Null  ist  Dasselbe 
muß  der  Fall  sein  bei  jeder  andern  Kombination  aus  C\  die  wenigstens  zwei 

gleirhstpUige  Koinnnpn  cnthälL  Sch«  idrt  tnan  atis  der  I'.titwicklunt:  vnn  C  in 
einzehie  Determinanten  alle  diese  gleich  Null  werdenden  aus,  so  bleiben  von 
jenen  27  nur  noch  sechs  übrig.  Wählen  wir  ab  Repräsentanten  dieser  sechs 
eine  aus,  z.  B. 


«1» 

4i 

«1*1» 
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80  sieht  man,  daB  sie  gleich  dem  Produkt  der  einen  von  den  oben  sn  multi- 
plizierenden Determinanten  mit  einem  Gliede  der  Entwicklang  der  andein  isL 

Dieses  Glied  muß  für  jede  andre  der  sechs  Delerminanten  ein  andres  sein,  und 
somit  ist  ihr  Aggregat  gleich  dem  Produkt  der  Determinante  A  mit  der  Determi- 
nante     was  SU  beweisen  war. 

Man  beachte  nodi,  daB  das  Produkt  sweter  Determinanten  nach  dem  vor- 
stehenden Satze  auf  ^-ier  verschiedene  Arten  gebildet  werden  kann,  da  nicht 
bloß»  wie  in  dem  Beispiel  pesrhelien,  je  eine  Kolonne  A'on  A  mit  einer  Kolonne 
von  sondern  auch  je  eine  Zeile  von  A  mit  einer  Zeile  von  ferner  je  eine 
Zeile  von  A  mit  einer  Kolonne  von  B  und  endlich  je  eine  Kolonne  von  A  mit 
einer  Zeile  von  B  verbunden  werden  kann. 

Sollen  in  entsprechender  Weise  drei  oder  mehr  Determinanten  multipliziert 
werden,  so  kann  man  das  Verfahren  wiederholt  anwenden,  also  zuerst  das  Produkt 
zweier  gegebenen  Determinanten  A^  B  als  eine  einzige  Determinante  C  darstellen» 
dann  etwa  das  Produkt  von  C  mit  einer  dritten  gegebenen  D  wieder  in  eine 
einzige  Determinante  verwandeln  und  so  bis  zum  Ende  fortibhren. 

Da  endlich  jede  Determinante  niedem  Grades  sich  als  eine  solche  von  be- 
liebig höherem  Grade  darstellen  läßt,  so  kann  auch  die  Beschränkung,  nach  der 
die  zu  multiplizierenden  Determinanten  von  demselben  Grade  sein  sollten,  auf- 
gehoben werden,  d.  h.  man  kann  Jedes  Produkt  von  beliebig  vielen 
Determinanten  beliebiger  Grade  in  eine  etnttge  Determinante  ver- 
wandeln, deren  Grad  gleich  dem  höchsten  bei  jenen  einzelnen  vor- 
kommenden ist,  und  deren  Elemente  Aggregate  ans  Elementen  der 
einzelnen  sind. 

4«  Bfan  kann  noch  auf  eine  andre  Weise  das  Produkt  A»  B  zweier  Determi- 
nanten als  eine  einage  Determinante  darstellen.    Es  sei  ^  eine  Determinante 

/-ten,  B  eine  solche  »/-ten  Grades,  so  bilde  man  eine  neue  Determinante  p  j  ^-ten 
Grades,  indem  man  für  die  p  ersten  Kleniente  der  p  ersten  Zeilen  und  die  der 
p  ersten  Kolonnen  die  entsprechenden  Elemente  von  und  iür  die  q  letzten 
Elemente  der  q  noch  folgenden  ZeOen  und  der  q  noch  folgenden  Kolonnen  die 
ent^rechenden  Kiemente  von  ß  setzt,  die  noch  übrigen  Stellen  aber  mit  Nullen 
ansMUt,  also  in  folgender  Art  verfährt: 


..«^0  0  .. 
..tf^O  0  .. 

.0 
.0 

..afO  0  .. 

.0 

0  0  . 

. .  0     ^  . , 

0  0  . 

. .  0     ^  . . 

0  0  . 

Man  liat  also  hier  ein  Quadrat,  das  aus  zwei  kleinem,  von  der  Diagonale  durch- 
schnittenen Quadraten  nnd  daneben  aus  zwei  Rechtecken,  deren  Elemente  sämt- 
lich gleich  Null  sind,  besteht. 

Bildet  man  nun  die  Determinante  des  ganzen  Systems  und  nimmt  aus  ihr 
alle  die  Glieder,  die  dieselbe  Kombination  der  </  letzten  Indices  entlialien,  in 
denen  also  diese  Indices  nicht  permutiert  sind,  so  muß  das  Aggregat  dieser 
Glieder  das  jener  Kombination  ent^rechende  Glied  der  Determinante  B  als 
gemeinsamen  Faktor  enthalten,  und  nach  Absonderung  dieses  Faktors  müssen  die 
andern  Fakrnren  das  Ag^rcj^at  aller  Produkte  sein,  dte  auN  Flementen  der  übriiien 
p  Zeilen  und  Kolonnen  nach  dem  Bildungsgeselz  der  Determinanten  entstehen 
können.    Dieses  .Aggregat  ist  die  Determinante  A.    Läßt  man  nun  die  q  letzten 
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Indices  eine  Permiitatioii  machen  und  vereinigt  wieder  alle  GHeder  der  ganzen 

Detenninante,  die  das  so  entstehende  neue  Glied  von  B  als  gemeinsamen  Faktor 
haben,  so  maß  wieder  das  Prodtikt  dieses  Gliedes  von  P  mit  der  Determinante  A 
entstehen.  Vereinigt  man  in  dieser  Weise  nacheinander  alle  die  Glieder  der 
ganzen  Determinante,  die  irgend  ein  Glied  von  B  als  Faktor  haben,  so  mnß  das 
Aggregat  aller  dieser  Glieder  gleich  dem  Produkt  A  -  B  sein.  Die  noch  übrigen 
Glieder  der  ganzen  Determinante,  die  somit  ans  mindestens  einer  der  q  letzten 
Zeilen  oder  Kolonnen  ein  Element  enthalten,  das  nicht  dem  System  von  7?  an- 
gehört, müss«?n  »amtlich  gleich  Null  sein,  tmd  somit  ist  bewiesen,  daii  die  ganze 
Determinante  gleich  dem  Produkt  der  einselnen  Determinanten      B  ist 

Diese  Vervandlong  des  Prodokts  A  *  B  in  eine  einzige  Determinante  unter* 
scheidet  sich  von  der  frühem  dadurch,  daß  die  letzte  nicht  den  gleichen  Grad 
mit  den  einzelnen  oder  der  höchsten  hat,  sondern  daß  ihr  Grad  gleich  der 
Summe  p  -\-  q  der  Grade  der  einzelnen  '\aL 

£s  ist  nidit  nötig»  die  Elemente  von  ^  in  die  eisten,  die  von  B  in  die 
g  letzten  Reihen  zu  stellen,  man  kann  vielmehr  diese  Reihen  auch  beliebig 
wählen,  falls  sie  nur  einander  ausschließen  und  dann  das  Vorzeichen  der  ganzen 
Determinante  nach  der  Anzahl  der  Vertansrhunpen  von  Reihen  bestimmt  wird, 
die  mau  vornehmen  muß,  um  die  im  vorigen  vorausgesetzte  Stellung  zu  bewirlcen. 

5.  Werden  die  Elemente  in  den  beiden  Rechtecken  nicht  durch  Nullen 
angefüllt,  sondern  sind  sie  irgend  welche  gegebenen  Zahlen,  so  enthält  die 
Determinante  des  ganzen  Systems  außer  dem  Produkt  A  •  B  noch  weitere  Glieder, 
deren  Beschaffenheit  noch  untersucht  werden  soll.  Zur  Erleichterung  der  Dar- 
stellung führen  nir  vorher  folgende  Bezeichnungen  ein: 

Wählt  man  ans  dem  System  der  j»*  Elemente  einer  Determinante  p  beliebige 
Zeilen  und  p  beliebige  Kolonnen  in  unver&nderter  Reihenfolge  aus,  so  heißt  die 
Determinante  des  Systems  der  in  diesen  Zeilen  und  diesen  Kolonnen  xnyleich 
stehenden  p-  Elemente  eine  Unterdeterminante  im  weitern  Sinne.  Wählt 
man  ferner  die  noch  übrigen  »  —  p  ~  q  Zeilen  und  die  noch  übrigen  q  Kolonnen 
au^  so  erhält  man  ein  zweites  partiales  System,  das  mit  dem  vorigen  kein  Element 
gemeinschaftlich  hat,  und  dieses  System  von  Elementen  liefert  ebenfalls  eine 
Unterdeterminante.  Je  zwei  in  dieser  Weise  zusammengehörige  Unterdetermi« 
nanten  werden  korrespondierende  genannt. 

Es  seien  die  zur  Bildung  einer  Unterdeterminante  ausgewählten  p  Zeilen  die 
if-te,  Me,  ^te  u.s.w.,  und  die  ausgewählten  /  Kolonnen  die  ^-te,  ^-te,  ^-te  u.s.w.» 
wobei  (I  <  ^  <  ^ . . .  und  <  ^  <  ^  . . .  angenommen  werde,  so  läßt  sich  die 
a-te  Zeile  dadurch,  daß  man  sie  nacheinander  mit  der  a —  1-ten,  a  —  2-ten  n.  ?.  w. 
vertauscht,  also  im  ganzen  durch  a  —  1  V^ertauschunuen  zur  ersten  Zeile,  darauf 
die  ^te  in  gleicher  Weise  durch  ö  —  2  Vertauschungen  zur  zweiten,  die  f-te 
durch  €  —  3  Vertenschnngen  zur  dritten  Zeile  machen  u.  s.  w.  Ebenso  werden 
die  «i'-te,  ^-te,  ^'-te...  Kolonne  durch  t/  —  \,  b' —  2,  / —  3, . . .  Vertauschung^ 
in  die  p  ersten  Stellen  gebracht   Man  kann  also  durch  im  ganzen 

a  +  ^  +  +  2  .(14-2  +  3  +  ...) 

Vertauschuu'^en  bewirken,  daß  die  /  Zeilen  und  die  p  Kolonnen  der  Unter- 
determinante die  ersten  sind.  Berechnet  man  den  Wert  dieser  T'nterdeterminante, 
SO  ist  zur  Bestimmung  ihres  Vorzeichens  zu  unteracheidcn,  ob  die  Anzahl  der 
Veitanschungen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  die  Summe 

Ä  +  ^  +  <r  +  . . .  +  y  +     4-  /  +  . . . 

gerade  oder  ungerade  ist;  beide  Fälle  lassen  sich  dahin  zusammenlassen,  daft  jene 
Unterdeterminante  der  ersten  Reihen  mit  (— 1)«+*+'+—+«'+''+<'+'-  zu  multi« 

pUzieren  ist. 

Schreibt  man  aus  einer  Determinanu-   A'  alle  (Ilieder  heraus,   die  irgend 
ein  Glied  einer  Unterdeterminante  //  als  takior  haben,  so  können  in  diesen 
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Glit  dorn  kfine  der  Elcmciitr  vorkommen,  die  mit  einrm  F.lemente  der  Uiiler- 
determinantc  in  derselben  Zeile  oder  Kolonne  stehen,  die  Werte  dieser  Elemente 
sind  daher  auf  da«  Aggregat  der  ausgewählten  Glieder  von  R  ohne  £influi3,  oder 
dieses  Aggregat  mnfi  identisch  sein  mit  dem  Werte«  den  R  erhalten  wärde*  wenn 
die  genannten  Elemente  sämtlich  gleich  Null  wären.  Die  vorhergeliciuit^  Ent- 
wicklnTic:  läßt  also  crkennrn.  daß  das  genannte  Aggregat  gleich  dem  l'rodiikt  der 
Unterdetcrminanie  A  mit  der  korrespondieieuden  Unterdeterminante  ß  ist,  und 
zwar  mit  dem  Voneichen  -f-  oder  — ,  je  nachdem  die  Summe  der  obem  mid 
untern  Indices  im  AnfangsgKed  von  A  gerade  oder  ni^^erade  ist. 

Die  Auswahl  von  /  Zeilen  und  von  p  Kolonnen  aus  dem  System  der  Elemente 
einer  Determinante  «-ten  Grade**  hehnfs  Bildung  einer  l^nterdeterminante  kann 
auf  verschiedene  Weisen  geschehen,  deren  Anzahl  durch  die  Anzahl  der  mög- 
lichen entsprechenden  Kombinationen  angegeben  wird.  In  jedem  dieser  Fälle 
erhält  man  eine  korrespondierende  Unterdeterminante  und  somit  auch  ein  Pro» 
dnkt  .4  •  n  der  uednchten  Art.  Will  man  aber  eine  Detemiinante  /?  iiaeh  solchen 
Produkten  ordnen,  so  ist  .Sotl;»-  zu  trafen,  daß  kein  Glied  von  dns  zur  Hilduni; 
eines  dieser  Produkte  verwendet  wurde,  bei  einem  zweiten  ebenlails  beautzt  werde. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zweck  die  Glieder  von  R  durch  Permntation  der  outem 
Indices  ans  dem  Anfang^Uede 

a\  a\  a\  «J  .  .  .  ^ 

entwickelt,  die  Faktoren  jedes  GHedes  also  nach  den  obern  Indices  geordnet, 
und  soudert  man  die  n  uutem  ludices  in  Gnippen  zu  »  —  J>  Elementen,  so  sieht 
man,  daß  die  p  Elemente  der  ersten  Gruppe  sich  auf  so  viele  verschiedene  Arten 
auswählen  lassen«  als  Kombinationen  von  n  Elementen  zur  /-ten  Klasse  möglich  sind« 

d.  h.  auf      .      .X  ^    .  («  —  1) .  («  —  2)  (ff  — /  +  1) 

i       2      •      3      •...«  / 

Arten.  Jede  dieser  Gruppen  liefert  zu  dem  System  der  Elemente  eine  Unter- 
determinante  /»ten  Grades  nebst  der  korrespondierenden  Unterdeterminante;  das  Pro- 
dukt dieser  beiden  Unterdeterminanten  enthält  .alle  Glieder  \nn  R,  in  denen  eine 
der/!  Permutatinnen  der  anstrewählten  Indices  imter  sieh  mit  einer  der  {« — /)! 
Permutationen  der  andern  Indices  unter  sich  verbunden  ist;  in  dem  Aggregat  aller 
dieser  Produkte  kann  kein  Glied  von  R  zweimal  vorkommen«  und  die  Ainahl  der 
in  ihm  enthaltenen  Glieder  ist  -^lei«  h  di-tn  Produkte  von  p\  -  {n  -  /)!  mit  der  Obigen 
Aii/.ilit  der  Gruppen,  d.  i.  ijieirh  n\  Es  sind  also  die  nl  Glieder  der  Gesaml- 
detcmiiti  iiite  s  imtlirh  in  jenen  Produkten  vorhanden,  und  man  hat  also  den  Satz: 

Jede  Deierininuiiie  «-leii  Grade.s  kann  in  eine  Summe  von  Pro- 
dukten je  einer  Unterdeterminante  /-ten  Grades  und  der  korrespon- 
dierenden Unterdeterminante  » — /-ten  Grades  zerlegt  werden,  wobei 
die  Vorzeichen  der  Produkte  mittels  der  vorher  entwickelten  Regel  bestimmt  werden. 

So  ist  beispielsweise 


<"i  ^1 
A,  c,  il.^ 

h 
"4  h 


+ 


\ 

• 

<7,  ^, 


</.,  b. 


2  I 


<*2  ll-i 


+ 


+ 


<7j  1 


^2  '^i 
C,  d.. 


Die  Zerlegung  eiuer  Deiermiuaute  in  Produkte  vou  Uuierdetenuiuantea  kann, 
wie  leicht  ersichtlich«  auf  sehr  verschiedene  Weisen  aasgeführt  werden,  man  kann 
weiterhin  auch  jede  der  Uoterdeterminanten  wieder  als  Summe  derartiger  Produkte 
nnd  ^iomit  die  Gesamtdetenninante  als  Summe  von  Produkten  von  mehr  als  je 
zwei  Uaterdeterminanten  darstellen. 
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^  1.  (iriindbr^rif  («•  der  (i  r  u  in  c  i  r  i 

1,  Die  (jnindbeKrifff  der  G  »•  om  »■  t  ri  i- ,  die  aus  der  Krf.ihruii}»  fje^eb«*» 
vorausgesetzt  werden,  sind  die  des  Raumes,  der  Fläche,  der  Linie  und  dos 
Punktes. 

Der  Raum  an  aich  wird  all  nnbegrenst  und  stetig  ausgedehnt  gedacht  Er  ist 

femer  teilbar;  jeder  Raumteil  ist  ein  Raum  im  engem  Sinne  und  wieder  teilbar 
bis  ins  Unendliche.  Die  Grenze,  dir  zwei  Rauinf«'ile  von»'inanflt'r  srhridcr.  ist 
eine  Fläche.  Ein  Raumteil  kann  unvollständig  oder  vollständig  begrenzt  sein. 
Ein  vollstöndig  begrenzter  Ranm  heißt  ein  Körper. 

Der  mathematische  Körper  ist  eine  Abstraktion  von  den  physischen  Körpern 
der  Erfahrung;,  indf'm  bei  ihm  einerseits  von  dem  den  Raum  erfüllenden  Inhalt, 
dem  Stoff  oder  der  Materie.  ab<ieHf>hen.  andrerseits  ihm  f!i«"  Fitz'  tisrfiaftcn  <ler 
IVilbarkeit  bis  ins  L  iieiidliche  und  der  DurchdringUchkeit  zugeschrieben  werden. 
Denn  während  die  Physik  annimmt,  daft  die  Teilbarkeit  des  Stoffes  an  den  Atomen 
«ine  Grenae  finde,  kann  fär  den  reinen  Gedanken  kein  ränrolich  Ausgedehntes 
m'setzt  werden,  bei  dem  eine  weitere  Teilbarkeit  nicht  gedacht  werden  könnt«'. 
Kb«'nsn  bringt  die  Abstraktion  von  den  be«onHern  Kit'en^schaften  des"  rfen  Raum 
eriüllenden  Stoties  mit  suh,  clalS  ui  dem  Kaume  eines  mathematischen  Körpers 
gleichzeitig  ein  sweiter  Körper  gedacht  werden  kann.  Nur  in  diesem  Sinne  sind 
also  jene  Eigenschaften  de»  mathematischen  Körpers  zu  verstehen,  da0  es  der 
X'orstellung  erlaubt  und  möglich  sei,  von  den  physikalischen  Eigenschaften  der 
Materie  zu  abstrahieren. 

Jed»-  Mache  hat  als  (Frenze  zweier  Raumteüe  zwei  Flächenseiten.  So  ist  z.  B. 
die  eine  Seite  einer  Kugelfläche  erhaben,  die  andre  hohl.  Eine  Fläche  ist  eben- 
falls teilbar,  jeder  Flächenteil  ist  wieder  eine  Fläche  und  wieder  teilbar;  die 
Ti'ilung  wird  auch  hier  als  ohne  Knde  wiederholbar  j^edacht.  Eine  Flache  kann 
ijf "schlössen  sein,  z.B.  ein«'  Kui,M'lflärhe,  indem  sie  »'inen  Körper  (tir  sich  allein 
vollständig  begrenzt;  sie  kann  sich  lenu-r  ins  L  nendlich«'  erstrecken,  und  sie  kann 
teilweise  oder  vollständig  begrenzt  sein.  Die  Grenze  zweier  Fläcbenteile  gegen« 
einander  ist  eine  Linie. 

|ede  Linie  hat  als  Grenze  zweier  Fläch«'nt«Mle  zwei  Seiten.  l«'de  Lini«-  wird 
ebenfalls  als  ins  Unendliche  teilbar  gedacht,  und  j«'der  Lini«'nteil  ist  wieder  ein»' 
Linie.  Jüne  Linie  kann  geschlossen  sein,  <1.  h.  eine  Fläche  volbitändig  begrenzen; 
aie  kann  sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  sie  kann  teilweise  oder  vollständig 
begrenzt  s<'in.    Die  Grenze  zweier  Linienteile  ist  ein  PunkL 

Hin  Punkt  ist  ein  ohne  .\tisdohnung  gedachter  Ort  im  Räume.  Der  Punkt 
ist  dalu'r  aiieli  iiieiit  teilbar. 

Auf  «'iiMT  Linie  können  uiu'iullich  viele  Punkte  gedacht  wi'rdt'u,  in  einer 
Fläche  unendlich  viele  Linien,  in  einem  Körper  unendlich  viele  Flächen. 

Ein»'  Lini«'  ist  zu  beiden  Scit<'n  «'ines  in  ihr  liei:end«'n  Punktes,  eine  Fläche 
auÖerd«>m  zu  bei«len  Seiten  «'iner  in  ihr  liey«'n(!«'n  Linie,  ein  Kör|>er  am  li  zu 
beiden  Seiten  einer  in  ihm  liegenden  Fläche  ausgedehnt.    Daher  sagt  man,  eine 
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Linie  sei  nach  einer  Dimensiou,  nämlich  der  Länge,  eine  Fläche  nach  xwei 
Dimensioneii,  nämlich  Länge  und  Breite,  ein  Körper,  nie  überhaupt  der  Raunif 
nach  drei  Dimensionen,  nämlich  Länge,  Breite  und  Dicke  (Höhe,  Tiefe)  au»' 
gedehnt. 

2.  Jeden  der  vier  Raumgcbilde,  Körper,  l'läehe,  Linie  und  Punkt,  wird 
femer  als  bcvegUcb  gedacht  Durch  die  Benegimg  kann  es  in  eine  von  der 
ursprünglichen  verschiedene  Lage  in  andern  Gebilden  des  Raumes  gelangen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt,  so  daß  er  stetig  in  die  Lagen  andrer  Punkte  gelangt, 
so  ist  der  von  ihm  VM  srhriebene  \V*  c  ''int»  TJnie.  Mit  dem  Betriff  d«T  Bewegung 
nehmen  wir  tiier  den  Begriff  der  Rictitung  ab  aus  Erfahrung  gegeben  an,  nach 
der  in  jedem  Augenblick  die  Bewegung  des  Punktes  erfo%t,  und  die  in  jedem 
Fall  durch  einen  xveiteu  Punkt  als  Zielpunkt  der  Bewegung  bestimmt  werden 
kann.  Ein  bewegter  Punkt  kann  immer  oder  seitweiUg  dieselbe  Richtung  bei- 
belialten,  od(*r  er  kann  seine  Richtung  ändern.  Jede  Änderui^  der  Richtung 
nennen  wir  Drehung. 

Behält  ein  bewegter  Funkt  beständig  dieselbe  Richtung,  ho  heißt  die  von 
ihm  beschriebene  Linie  eine  gerade  Linie  oder  schlechthin  Gerade.  Man 
pflegt  Punkte  mit  großen  lateinischen  Buchstaben  zu  benennen,  und  entsprechend 
bezeichnet  man  eine  Gerade  durch  zwei  an  belirbige  ihrer  Punkte  gesetzte  Buch- 
staben, &  B.  die  Gerade  Ali.  Jede  Gerade  kann  von  einem  Punkte  aus  aui 
zwei  verschiedene  Arten  durchlaufen  werden,  nämlich  sowohl  in  der  Richtnng'von 
A  nach  als  in  der  Richtung  von  B  nach  A.  Jede  Gerade  hat  also  zwei 
Richtungen,  die  einander  entgegengesetzt  sind. 

Hin  Punkt,  fler  eif)e  Gerade  beschreibt,  kann  nach  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  ohne  i-.nde  bewegt,  jede  Gerade  kann  ako  nach  beiden  Richtungen 
als  unbegrenst,  also  unendlich  lang  gedacht  werden.  Sie  kann  femer  nach  einer 
ihrer  Richtungen  oder  nach  beiden  zugleich  durch  Je  emen  Funkt  begrenst  ge- 
flacht werden.  Durch  zwei  Punkte  ist  also  ein  Teil  einer  Geraden  vollständig 
betrretizt.  Dir^icr  heiöf  eitip  Strecke  und  hat  eine  bestimmte  Läntie.  Eine 
Strecke  k.inn  über  beide  Endpunkte  unbegrenzt  verlängert  gedacht  werden,  so 
daß  aus  der  Strecke  wieder  die  unbegrenzte  Gerade  vorgestellt  werden  kann. 

Ein  Punkt  kann  im  Räume  nach  unendlich  verschiedenen  Richtungen  bewegt 
werden.  Es  gibt  daher  durch  einen  Punkt  unendlich  viele  Gerade,  die  Strahlen 
genannt  werden.    Kin  Strahl  ist  einseitig  begrenrr. 

Ändert  ein  bewegter  Punkt  seine  Richtung  ein-  oder  luehrraal  sprungweise, 
so  beschreibt  er  eine  gebrochene  Linie,  deren  Teile  gerade  sind.  Ändert  er 
sein«;  Richtung  stetig,  so  entsteht  eine  krumme  Linie  oder  Kurve.  Kein  Teil 
einer  krummrti  T.inie  ist  gerade.  Endlich  ist  auch  denkbar,  daß  eine  Linie  aus 
( jeradcü  und  Kurven  besteht,  wenn  der  bewegte  Punkt  seine  Richtung  bald  sprung- 
weise, bald  stetig  ändert. 

3.  Die  Richtung  eines  bewegten  Punktes  von  einem  Ausgangspunkt  A 
wird,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  durch  einen  zweiten,  den  Zielpunkt  J?,  bestimmt. 
Behalt  also  der  Punkt  seine  Richtunp,  so  beschreibt  er  einen  Teil  einer  Geraden, 
die  Strecke  .  Ks  ist  alsn  Her  Hc-^riH  der  Rieht  iint:    nn  einem  Punkte  nach 

einem  autlein  ziisaimiu  iiiallen«!  mit  dem  Begriti  der  (ieraden  durch  die  beiden 
Punkte.  Somit  gibt  es  durch  zwei  Punkte  nur  eine  Gerade.  Zugleich  ist  aus 
der  Erfahrung  bekannt,  daß  der  von  A  bis  B  auf  der  durch  die  Funkte  be- 
Ntimmten  Geraden  /ur\K-k<^clegle  Weg,  also  die  Strecke  AB  der  kürzeste  Wey 
/wischen  diesen  l>inle]i  l'unkTen  ist.  J«'der  nndre,  aui  einer  gebroclienen  oder 
krummen  Linie  zwisciien  ihnen  zurückgelegte  Weg  ist  ein  Umweg,  also  länger 
als  die  Strecke  AB.  Es  fällt  also  auch  der  Begriff  der  Geraden  mit  dem 
Begriff  des  kürzesten  Wegi's  zusammen. 

Iliernar  Ii  ^ieht  man,  daß  das  Lehrgebäude  (Svslem)  der  Geometrie  Sich 
uul  den  Erlahr ungssatz  (Axiom  der  (i«'radenj  stützt: 
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Durch  zwei  Punkte  ist  eine  Gerade  bestimmt  und  die  durch  die 
beiden  Punkte  bestimmte  Strecke  ist  der  kGrseste  Weg  svischen  den 
beiden  Punkton. 

Die  Iün«r  der  Streike  /.wi.srhen  «wei  Punkten  heißt  dif  Entfernung  oder 
der  Abstand  der  beiden  Punkte. 

Ans  dem  Axiom  der  Geraden  lassen  sich  die  Folgeruuy;en  ziehen: 

Die  Strecke  AB  ist  von  gleicher  Liinge  wie  SA^  aber  die  Richtungen,  in 
der  sie  beschrieben  werden,  sind  entgegengesetzt. 

Zwei  GiT.ide,  di«'  dnrrh  dieselben  7^kp'\  Pnnkte  t^elien*  müssen  ihrer  ganzen 
Liinge  nach  zusammenfallen,  oder  einander  decken. 

Zwei  Gerade,  die  einander  teilweise  decken,  fallen  in  ihrer  «{.'inKen  unend- 
lichen Erstreckung  zusammen.  Ein  Teil  einer  Geraden  kann  in  ihr  so  ver- 
schoben gedacht  werden,  daß  er  stets  mit  einem  andern  Teil  der  Geraden 
zusammenfällt. 

4«  Wie  ein  bewegtt?r  Punkl  eine  Linie,  üü  beschreibt  eine  aus  ihrer  Lage 
heraustretende  Linie  eine  Fläche.  Ist  die  bewegte  Linie  eine  Gerade,  so  heittt 
die  Fläche  eine  Regel  fläche.  Durch  jeden  Punkt  einer  solchen  läßt  sich  da- 
her eine  (Irr.nlr  denken,  die  ihrer  ganzen  fJin^e  nach  in  die  l'laclie  fällt, 

Die  eintachste  Re}:elflä('he  ist  die  Kbene  (Ebene  des  Papiers,  auf  d-  ni 
man  zeichnet,  der  Wandtafel).  Die  Ebene  ist  eine  Elache,  mit  der  eine  Gerade, 
die  durch  zwei  auf  ihr  liegende  E*unkte  geht,  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Er- 
streckung zusammenfällt. 

Man  kann  si«-h  daher  von  einem  Pnnkte  einer  Ebene  nach  unendlich 
vielen  Richtungen  Gerade  gezogen  denken,  die  mit  der  Ebene  vollständig  zu- 
sammenfallen. 

5«  Die  Geometrie  ist  die  systematische  Behandlung  der  Raumgebildc  hin- 
sichtlich ihrer  Begrenzung  und  Ausdehnung,  d.  h.  ihrer  Gestalt  und  Größe, 
sowie  ihre  Beziehung  zu  andern  Rauni<,'«'bilden  nach  Gestalt,  (Jrüße  und  La^e. 
Indem  sie  von  den  »'infachsten,  unmittelbar  ^^ewissen  Krfahrunj;statsa<  hen  aus- 
geht, kommt  sie  zu  Sätzen  (^Lehrsätzen,  Theoremen),  deren  Kichti^keii  nicht 
ohne  weiteres  einleuchtet,  die  vielmehr  eines  Beweises  bedürfen  und  lehrt  mit 
deren  Hilfe  Aufßiahen  (Probleme)  zu  lösen. 

Aus  praktischen  Gründen  wird  die  Geometrie  eini,'eteilt  in  die  l'lanimet  ri«' 
(••bene  Cjeumetrie),  die  Raumjxebilde  in  derselben  Kbene  !)rfr.ichfer  und  die 
S  t  e  reo  m«' tr  ie  (Geometrie  des  Raumes),  die  diese  ßeschranknnj;  auliiein. 


Erster  .\bschnitt. 
Die  Grundgebilde  der  Planimetrie. 

^  2.     l^ie  Grrade  und  die  Strecke. 

Die  Hi't'rifle  der  Geraden  und  der  Strecke  sind  bereits  im  \ ()r>^T»  !i'Muten 
erklart  worden.  Aus  den  daselbst  entwickelten  Ei^enschalten  der  (j«-lMlde  er- 
geben sich  zunächst  folgende  Forderongen,  Postulate: 

].  Eine  Gj-radr  zu  ziehen,  un<l  zwar  beliebig  oder  durch  einen  oder  durch 
zwi'i  i;e!^rl)riif  Pniikle.  Die  letztere  lordernnf;  neniif  man  auch:  zwei  Punkte 
verbinden  und  die  durch  die  beiden  Punkte  bestimmte  Strecke  ihre  \er- 
bindungslinie. 

Die  praktische  Ausfuhrung  dieser  Forderung  geschieht  mit  Hilfe  des  Lineals 

in  als  bekannt  vorauszus.  tzendfr  Weis«-.  Der  Gebrauch  dies<^  Inslrunx-nis  <t- 
forfb'rt  eine  Pnifimi:  siMTn  r  Ki«  hii-k'-ir.  fli««  in  !M!<jcTu!rr  Weise  aus'^efiihrt  werden 
kann:  Man  ziehe  durch  zwei  (moghchst  weit  voneinander  entfernte)  Punkte  .1,  H 
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dir  Ci  radc.  kehre  dann  das  Liiiral  so  um,  daLl  sein«-  hridcn  Kndcii  niiii-inaiidiT 
die  Plätze  wechseln,  lege  es  mit  derselben  Kante  wir  \  nrher  an  die  Punkte  j4,  Ii 
und  ziehe  in  dieser  Lage  wieder  die  Linie  Aß.  ist  das  Lineal  richtig,  so  müssen 
die  beiden  so  gezogenen  Geraden  einander  decken»  da  durch  zwei  Punkte  nur 
«inc  einzige  Gerade*  möglich  ist. 

2.  Kine  <je;^ebi-ne  Strecke  über  einen  ihrer  Endpunkte  oder  über  beide 
beliebig  zu  verlängern. 

Zwei  oder  mehrere  Strecken  lassen  sich  miteinander  in  Beziehung  aul  ihre 
Länge  oder  auf  ihre  Lage  vergleichen.  Der  Länge  nach  können  zwei  gegebene 
Strecken  AB,  CD  gleich  oder  ungleich  sein.  Denkt  man  sich  die  eine  so  auf 
die  andre  <,'('lrL;(.  daO  ifir  einer  F.iid|)uiikt  C  auf  einen  Endpunkt  A  der  andern 
und  sie  selbst  in  die  Richtung  von  AB  lullt,  so  ist  CD  gleich  ABx  wenn  auch 
der  andr^  Endpunkt  D  der  eisten  Strecke  auf  den  andern  Endpunkt  B  der 
zweiten  füllt.  Fällt  D  zwischen  A  und  so  ist  CD  kleiner  als  AB^  fällt  end> 
üüh  D  auf  die  Verlängemng  von  AB,  so  ist  CD  größer  als  AB.  Die  Zeichen 
für  irleic  h,  kleiner  und  größer  sind:  <t  >•  so  dai}  man  die  drei  Fälle 
schreilten  kann: 

CD^AB,  CD<AB,  CD>  AB  . 

Ist  eine  Strecke  AB  über  einen  ihrer  Kndpunkte  verlängert  und  die  \'er- 
Ungerung  BB  gleich  einer  zweiten  Strecke  C/>,  so  sagt  man,  die  ganze  Strecke  AR 
sei  gleich  der  Summe  von  AB  und  CD.  In  entsprechender  Weise  kann  man 
von  der  Summe  von  drei  oder  mehr  Strecken  rfdcti.  Ist  dagegen  auf  AB  von 
dem  einen  Kndpnuki  />'  aus  in  der  Richtung  nach  dem  andern  Kndpunkt  A 
eine  Strecke  BE  aUg»  schnitten,  die  gleich  CD  ist  (wobei  CD  AB  voraus- 
gesetzt wird),  so  heißt  AE  die  Differenz  von  AB  und  CD, 

Zur  BnciciniiMi'^  \nn  Strecken  bedient  man  sich,  soweit  ihre  Länge  in  Be- 
tracht gezogen  wird,  kiemer  lateinischer  Buchstab«'n.    Die  Summe  zv\eier  Sfri-rken 
a  und  b  kann  (entsprechend  den  Bezeichnungen  der  Arithmetik)  durch  a  -\- 
ihre  Differenz  durch  a  —  b  bezeichnet  werden. 

Ist  eine  Strecke  e  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  n  einander  gleicher 

Strecken,  so  ist  sie  ein  Vielfaches  jeder  einzelnen  und  jede  von  diesen  ~  der 

n 

ganzen  Strecke.     Man  kann  in  diesem  Falle  ^ «  •  <r  und  a      ^  « ^ 

n  n 

schreiben. 

Die  Verglcichung  der  Lage  zweier  Geraden  erfonlcrt  die  Kinfährnng  eines 
neuen  Grundgebtldes»  des  Winkels. 


§       Der  Winkel. 

1.  Von  einem  gegebenen,  also  festliegenden,  Punkte  gehen  in  der  £bene 

un«-ndlich  \iele  verschiedene  Richtungen  aus,  nnd  somit  lassen  sich  in  der  Kbene 
durch  ii-d'-n  gegebenen  Punkt  unendlich  \ieie  verschiedene  Gerade  ziehen.  Zwei 
di«'ser  (leraden  bilden  einen  Winkel. 

Bezeichnet  man  jede  der  von  einem  i'unkt  ausgelieiulen  Rh  iaungen  durch 
einen  Strahl  AB^  AC^  AD  u.  s  w.  (Fig.  1  )•  so  kann  jeder  einzelne  dieser  Strahlen 
durch  Drehung  um  ./  nacheitiander  in  die  Lage  eines  jeden  <ler  andern  gebracht 
n<'rd»'n.  Di,'  (JrnÜr  de  r  Dirlnint:  \nn  AI',  dii-  nötig  ist,  daiüif  Af'  in  die  Lage 
\on  .iL  g«'lange.  wird  im  aligemeinen  verschieden  sein  von  der,  durch  die  AB 
in  die  Lage  von  AD  gelangt. 

Die  Strahlen,  welche  die  beiden  Richtungen  darstellen,  heißen  die  Schenkel, 
iiir  u'enKMnschaitlicher  Ausgangspunkt  «li-r  Scheitel  des  Winkels.  Man  bezeichnet 
den  Winkel,  dessen  Schenkel  die  Strahlen  AB,  AC  sind,  durch  Z  BAC.  Der 
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Burhsiabc  liir  dvn  Scheitelpunkt  steht  bei  die»er  Bezeichnunj;  durch  drei  Buch- 
Htaben  in  der  Mitte. 

Man  sagt,  der  Winkel  ^AC  werde  durch  Drehung  des  einen  Schenkels  um 
den  Sdieitel  bis  zum  Zusammenfallen  mit  dem  andern 

Schenkel  beschrieben  und   man    kann  ^ Ä4C  mit 
/_liAD  der  GröOc  nach  vergleichen. 

Die  Schenkel  eines  Winkels  schliefen  als  un- 
begrenzte Gerade  einen  bestimmten,  aber  nicht  voll«  ^ 
standig  begrenzlen  Teil  der  Ebene  ein«  den  man  den 
11  k  p  I  ra  u  m  nennen  kann.  Der  Kürze  halber  saj»t 
man  von  Punkicn  oder  Linien,  Hif  innerhalb  oder  auÜer- 
halb  dieses  Winkelraumes  liegen,  auch  wohl,  sie  lägen 
innerhalb  oder  anfierhalb  des  Winkels.  —  Als  Schenkel 
«•ines  Winkels  können  übrigens  auch  Strecken  gelten» 
insoffrn  auch  durch  sie  dif  bestimnitrn  Richtungen,  deren  Uiitrrsrliii-d  durrli 
den  Winkel  angegeben  werden  soll,  bc/cichn^'t  sind.  In  diesem  Sinne  kann  man 
sagen,  daU  die  Gröüe  eines  Winkels  durch  \  erlängerung  oder  Verkürzung  eines 
oder  beider  Schenkel  nicht  verändert  werde. 

Um  zwei  Winkel  BAL\  IfAC  ihrer  Größe  nach  so  vergleichen,  kann  man 
sirh  den  Wiiiki  lraum  des  »'inen  in  der  Kbcne  so  verschoben  d«'iikr!i.  daL5  der 
Scheitel  A  aui  den  Scheitel  A  und  der  Schenkel  A' in  die  Ki<-|uung  d«'s 
Schenkels  AB  fällt,  und  daü  die  beiden  andern  Schenkel  aul  derselben  Seite 
von  AB  liegen.  Fällt  dann  auch  jfC  in  die  Richtung  von  ACy  so  sind  die 
beidrn  Winkel  gleich  grofl,  fällt  AC  innerhalb  des  Winkels  liAC,  so  ist 
/  irAC  <  /_BAC\  läUt  endlich  AC  außerhalb  des  Winkels  BAC,  so  ist 
Z  BAC  >  Z  BAC, 

Man  bezeichnet  einen  Winkel,  namentlich  bei  Größenvergleichnngen,  auch 
durch  einen  kleinen  griechischen  Bachstaben,  der  innerhalb  des  Winkels  nahe 
bei  dem  Scheitel  geschrieben  wird. 

*2.  Kin  Winkfl  BAC  kann  sowohl  durch  Drehunir  d«'«  Sehenk<*ls  AB  bis  zum 
Zusammenlallen  mit  AC\  als  durch  Drehung  des  Schenkels  AC  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  bis  zum  Zusammenfallen  mit  AB  beschrieben  werden.  Aof 
die  Größe  des  Winkels  ist  dieser  Unterschied  ohne  Einfluß,  und  wir  sehen 
daher  vorerst  von  ihm  ab.  Jeder  Schenke!  ahrr  kann  auUrrdcm  auf  zwei 
.\rf»ni  durch  Dn-hun«^  um  rlrn  Stdu'it'd  in  die  l.riuc  do  andi-rn  gebracht 
werden,  denn  die  Drehung  kann  aul  der  einen  oder  aul  der  andern  l'lächenseite 
des  bewegten  Schenkels  erfolgen.  Man  kann  hierbei  die  Seiten  des  Schenkels 
als  die  rechte  und  die  link»'  ( »Mitsprechend  der  Bewegung  einer  Person  in  der 
Richtung  dt-s  Schi-nkfls i,  und  d<Mnnacli  i-iii»'  Drrluiiitr  nacli  rechts  und  «'ine  solche 
nach  links  ()(l»  r  eine  Drehung  im  Sinne  oder  en t gege ii  g«-se  t zt  dem  Sinne  der 
L  hrz.eiger  unterscheiden.  Die  GröÜe  der  Drehung,  die  AB  zu  machen  hat,  um 
in  die  Lage  von  AC  zu  gelangen,  wird  im  allgemeinen  in  beiden  Fällen  verschieden 
sein:  beide  Drehungen  aber  müssen  einander  zu  einer  \ollfn  L'mdrehiing  ergänzen. 

Ks  gibt  also  stets  zwei  Winkel,  die  dens«  ll)i  n  S<  heitel  und  diesfdhcn 
•Schenkel  haben.  Sind  diese  beiden  Winkel  einander  gleich,  so  heiUt  jeder  ein 
gestreckter  W'iukel.  Kin  solcher  entspricht  der  Hälfte  einer  vollen  Um- 
drehung, und  seine  Schenkel  liegen  in  gerader  Linie,  aber  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen.  Aus  dies»  r  Lau»'  der  Schenkel  folg),  daU  zwei  gestreckte 
Winkel,  wie  oben  angegeben,  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  und  daß 
somit  der  Lehrsatz  bewies«'n  ist: 

Ij  Gestreckte  Winkel  sind  einander  gleich. 

Daher  kann  man  auch  den  gestreckten  Winkel  als  Grundlage  einer  Kin- 
teilung  der  Winkel  nach  ihrer  Größe  benutzen.     Man  unterscheidet  zunächst 
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solche  Winkel,  die  kleiner,  ntui  soU  lu',  die  ^röüer  als  ein  gestreckter  sind. 
Di»*  orstfii  Tii'iint  man  hohli'  rxirr  konkave,  die  zweiten  erhabene  oder 
konvexe  Winkel  (Fig.  'i).  \'on  den  beiden  Winkeln,  die  rn  flemselben  Scheitel 
^  und  denselben  Schenkeln  gehören,  ist,  wenn  nicht  beide  ge- 

streckte sind,  der  eine  ein  bohler«  der  andre  ein  erhabener. 
JitJUßfl^     Der  Einfachheit  wepen  ist  man  übereinpekomnien,  unter  einem 
Winkel  stets  den  hohlen  zu  verstehen,  falls  nicht  das  Gegen- 
teil  ausdrücklich  pesapt  wird. 

g_  _i  \  Die  hiernach  vorzugsw  eise  in  Betracht  kümnu  iiiien  iiohien 

0rnamt0f''\^       Winkel  werden  nun,  wie  folgt,  weiter  eingeteilt:  Ein  Winkel, 
^^j^  d<*r  halb  so  groß  ist  als  ein  pestrecktcr,  heilit  ein  rechter 

Winkel  oder  schlecluhin  «'in  Rechter  und  wird  hriiifiL;  (hin  ii  R 
bezeichnet.  Kr  iüt  also  gleich  dem  vierten  Teile  einer  \ ollen  Umdrehung,  und 
es  pilt  der  Satz: 

2)  Recliir  Winkel  sind  «•iiiniider  gleich. 

Von  den  S(  h(  iik»'ln  eines  rechten  Winkels  sapt  man,  A:\i'>  iid.  i  .ml  «leni 
atulern  senkrecht  steht  oder  normal  ist,  und  nennt  dements|)recijend  iede 
Gerade,  die  mit  einer  andern  Geraden  einen  rechten  Winkel  bildet^  eine  Senk- 
rechte, ein  Lot  ku  der  andern  oder  eine  Normale  der  andern  Geraden.  — 

Winkel,  die  kleiner  als  ein  rechter  sind, 
I  »  lieilirii  <|.itzr:  hühh"  W:iik-1,  di«'  L:r<)Üer 

1  \  als  ein   re«hter   sind,   werden  slumple 

V-v  genannt  (Fig.  3);  erhabene  Winkel  sind 

,  ,  uberstnmpfe. 

^/n/^e/'  /W/r/-  ^iuifi/t/rr  3    y^^.,.;  ^Vinkel  BAC\    CAD,  die 

J\  in/ir/  Si  hcit.  )    /  und   «♦in«*n  Schenkel  A( 

Fig.a  gemeinsam    haben,    und    <leren  andre 

Schenkel  aul  verst^hiedenen  Seileu  des 
gcmoinschaftlichen  liegen,  heiilen  aneinanderliegende  Winkel.  Die  beiden 
äiiUoren  Schenk«'l  bilden  dann  miteinander  einen  dritten  Winkel  BAD,  der  pleich 
der  Sfimnie  fit  r  beiden  ersten  ist.  Haben  zwei  Witikel  HAC,  CAD  den  S«'!i.  it'  1 
und  einen  Schenkel  AC  gemeinsam,  liegen  aber  die  nicht  gemeinscIialilK  lien 
Schenkel  auf  derselben  Seite  des  gemeinschaftlichen,  ho  bilden  diese  miteinander 
einen  Winkel  BAD.,  der  die  DiflTerenz  der  beiden  andern  ist.  Man  sagt  dann, 
der  kleinere  Winkel  CAD  sei  von  dc^m  gröOern  HAC  abgetragen.  In  entsprecluMKler 
Welse  kann  m.'tn  durch  .\neinanderlegen  von  m«  !ir  als  /wA  \\'iiikehi  oder  «liirch 
Abtragen  von  solchen,  die  Summe  oder  irpenil  ein  .\ggregat  beliebig  vieler  Winkel 
erhalten.  Sind  die  Summanden  gleich  groU,  üo  erhält  man  ein  X'ielfaches  des 
einseinen  Winkels. 

l'm  statt  des  gestreckti-n  Winkels  ein  kleineres  und  iK>mit  bequemeres  Mali 
für  WinkelgröUen  zu  erhalfcii,  ist  man  übereingekommen,  rien  neunzigsten 
Teil  eines  rechten  Winkels  unter  dem  Namen  Grad  zu  diesem  Zwecke 
KU  verwenden  und  als  Unterabteilungen  die  Minute  gleich  Grad  und  die 
.Sekunde  gleich  ^V»  Minute  beiaufügen.  Da  alle  rechten  Winkel  gleich  groß  sind, 
so  haben  auch  di  r  Grad,  die  Minute  und  die  Sekunde  fest  bestimmte.  al-Mi  un- 
veränderliche (JrriUe.  Man  b.  /.  irimet  sie  durch  lii«*  /«-ichen  "  um!  s(  lireibt 
also  z.B.  statt  ITi  Grad,  17  Minuten  und  12  Sekunden:  15"  17'  VI"*  Die  Irüher 
noch  übliche  Teilung  der  Sekunde  in  60  Tertien  ist  nicht  mehr  gebräuchlich; 
man  bedient  sich  an  ihrer  Stelle  der  Dezimalteiie  der  Sekunde.  Neuerdings  findet 
man  auch  häufig  für  die  Minute,  ja  selbst  für  den  Grad  die  Deximalteiltrag  an- 
gewend«'t. 

Ein  rechter  Winkel  enthält  also  UU",  ein  gestreckter  I  s»)'',  eine  volle  Um- 
drehung HfiO«. 
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Zwei  Winkel,  deren  Summe  90*  beträgt,  heißen  komplementär,  and  jeder 
das  Komplement  des  andern.  Fät  nrei  Winkel,  deren  Summe  180^  beträgt, 
Ijrelten  rntsprcchenci  di*»  Rfnennungen  supplementär  iinH  Supplement. 

Zwei  aneiuauderliegeude  Winkel,  deren  nicht  gemeiuschaitliche  Schenkel 
eine  einzige  Gerade  bilden,  also  entgegengesetzte  Richtangen  haben,  heißen 
Nebenwinkel.    Aus  dieser  Erklärung  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

8)  Die  Summe  sweier  Nebenwinkel  beträgt  zwei  Rechte. 

Nebenwinkel  sind  also  supplementär;  durch  jeden  von  zwei  Ncbemvinkeln  wird 
die  GröGe  des  andern  bestimmt    Daher  gehören  zu  gleichen  Winkeln  gleiche 

Nel)enwink<'l  (und  umgekehrt):  dagegen  hat  der  größere  von  zw  <  \\  inkehi  einen 
kleinern  Nebenwinkel  (und  umgekelirt).  Siiul  twr'i  Nebenwinkel  iiiiL:i<  irfi ,  so  ist 
der  kleinere  spitz,  der  u'röUere  stumpf:  dagegen  sind  gleiche  Nelienwinkel 
stets  rechte,  und  der  uemeinschaftliche  Sehenkel  steht  also  in  diesem  Fall 
senkrecht  zu  der  Geraden,  die  beide  andern  Schenkel  miteinander  bilden.  — 
Ist  die  GrölJe  eines  Winkels  in  Zahlen  gegeben,  so  berechnet  man  die  seines 
Nebenwinkels  durch  Subtraktion  von  Ist)":  sf>  ist  /.  B.  (h'r  Nebenwinkel  zu  7.")" 
gleich  iJSU'^  —  lO')»,  der  Nebenwmkel  zu  l.'»»  .'.S'  r>"g;eich  179**  :i!>'<io" 

—  15«  58'  12"—  lül»  1'  4H".  Ist  dagegen  ein  Winkel  durch  Zeichnung  ge- 
geben, so  zeichnet  man  seinen  Nebenwinkel,  indem  man  einen  der  Schenkel  über 
den  Scheitel  verlängert.  Da  hierzu  jeder  der  beiden  Schenkel  gewählt  werden 
karui.  so  hat  jeder  Winkel  der  I,;iir<'  nach  zwei  Nebenwinkel,  z.  B.  der  Winkel 
JBC  (Fig.  4  S.  2  IS)  (lif  Nebenwinkel  C/SD  und 

Solche  Winkel,  die  den  Scheitel  gemeinschaftlich  haben,  und  bei  denen  jeder 
Schenkel  des  einen  durch  V^erlängerung  eines  Schenkels  des  andern  über  di>n 
Scheitelpunkt  erhalten  wird,  lieiUen  Scheitelwinkel. 

Da  zwei  Scfi'  itciwiiikel  <h'nselben  Winkel  zum  genieinschalllichen  Nrbni- 
wiukel  haben,  also  mit  demselben  Winkel  dieselbe  Summe  von  IbO"  geben,  so 
folgt  der  Satz: 

4^  Scheitelwinkel  sind  gleich. 

Liegen  mehrere  Winkel  so  aneuiamler,  dal!  du*  lieiden  aulierstm  Schenkel 
nach  entgegengei»eiy.ten  Richtungen  eine  Gerade  bilden,  so  beträgt  ihre  Summe 
zwei  Rechte  oder  180*^.  Fällt  dagegen  der  letzte  Schenkel  wieder  mit  dem 
ersten  zusammen,  so  erhält  man  dies«-  Summe  zweimal. 

'))  Die  Winkel  um  einen  Funkt  betragen  also  zusammen  vier 
Rechte  oder  iiüO". 

^  4.    Zwei  Gerade.    Farallele  Gerade. 

1»  Da  zwei  Gerade,  die  zwei  Funkte  gemeinsam  haben,  einander  decken,  * 
so  sind  bei  der  Frage  nach  den  möglichen  Lagen  zweier  Geraden  m  irfin  iii.Dulcr 
aiiiierdem  nur  nor  h  die  beiden  Fälle  denkbar,  datt  sie  einen  und  daU  sie  keinen 
Funkt  gcraemsam  haben. 

Zwei  Gerade,  die  einander  decken,  können  als  eine  Gerade  angesehen 
werden.  Da  aber  jede  Gerade  zwei  Richtungen  hat,  so  kann  auch  in  diesem  Fall 
von  einem  Winkel  der  beiden  Geradni.  oder  genauer  ihrer  entgegengesetzten 
Richtungen  gesprochen  werden.  Der  Winkel  der  beiden  Richtungen  einer  <  i»'raden 
(oder  zweier  einander  deckenden  Geraden)  ist  ein  gestreckter.  Der  Allgemeinheit 
wegen  spricht  man  auch  von  einem  Winkel  der  gleichen  Richtungen  zweier  auf- 
einander lalleiulen  Geraden,  und  sagt,  er  sei  gleich  Null.  Es  ist  dies  eine  erlaubt» 
Ausdrucksweise,  indem  eben  dadurch  grs-.ii't  wird,  daÜ  ein  Richtungsnntf-rschied  nicht 
mehr  vorhanden  ist.  Denkt  man  sieli  aber,  daß  die  eine  Richtung,  nachdem  sie 
ursprünglich  mit  der  andern  zusamme'ngcIaUen,  duri  h  eine  volle  Umdrehung  wieder 
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die  früluTc  geworden  sei,  so  bezeirhn(>t  man  die»  dnich  die  An^ab«»,  der  Winkel 
der  beiden  Umdrphtiniron  sei  gleich  HfiO". 

Von  zwei  (Jeraden,  die  einen  Punkt  ijeiueiusam  haben,  saj{t  man,  liali  sie 
einander  schneiden,  nnd  der  gemeinschaftliche  Funkt  heifit  ihr  Schnittpunkt. 

Hierbei  iat  es  gleichgültig,  ob  die  Geraden 
bejirenzt   oder  nnbegrenzt  sind,    und  im 
ersten   I-"all«*   ob    man    »'ine    davon  oder 
beide  verlängern   niuU,  nm   den  Schnitt- 
punkt zu  erhalten.    Man  sagt  ferner,  daß 
swei  solche  Gerade  von  zwei  ihrer  Punkte 
aus  in  den   nach  dem  Schnittpunkte  hin- 
führenden   Richtuntifn  konverjjieren,  in 
den  entgegenpesetztf-n  «iivergieren.  Die 
Riehtan^en  zweier  einander  schneidenden  Geraden  bilden  miteinander  vier  hohle 
Winkel.    (Fig.  4.)    Zu  jedem  sind  m'ei  der  andern  Nehcnwinkel,  der  dritte  ist 
sein  Schfiti-lw  iiikrl. 

2.  I*aü  /.Win  Ctvtiiiiv  einen  Punkt  ^cineinsam  haben  können,  t>etiurhe  nach 
dem  vorhergegangenen  keines  Beweises.  i>>aü  es  aber  möglich  ist,  dali  xvvei 
Gerade  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Kretreckung  keinen  Punkt  gemeinsam  haben, 
kann  nicht  ohne  weiteres  bejaht  ui-rdi  n.  vielmehr  bedarf  diese  Mös^lichkeit  eines 
N  u  Inveise.s.  Zu  diesem  Zwckr  denk(*n  wir  uns  eine  fierade  S/l,  die  »'in«-  atidn* 
(ierade  AfN  in  einem  Punkte  J  schneidet  (l  ig.  .'»)  und  sodann   <ln*  erste  um 

den  festbleibenden  Punkt  5  gedreht,  so  datt 
sie  in  stetiger  Aufeinanderfolge  die  Lagen 
aller  möglichen  durch  S  gehenden  Gerad»'n 
der  Kbene  erhalt.  Hei  dirser  Dn'hung  muü 
auch  der  .Schnutpunkt  auf  der  zweiten 
Geraden  MN  fortwährend  seine  Lage  ver- 
ändern und  in  ununterbrochener  Aufeinander- 
folge zunächst  di«'  Lagen  aller  von  aus 
nach  dersrHj.  ii  Kichtiitii;  luf  A/JV  tiegenden 
^  ^  Punkte  anneluiien,     .Nm  lulem  sich  so  der 

Schnittpunkt  7?,  6',  .  .  .  mehr  und  hr 
von  ,-4  entfernt  hat,  fmdet  man,  dali  er  im  Verlaufe  der  Drehung  nach  dtr 
«  rit^*  i:rni;eM'tzten  Richtung  von  AfN^  übergesprung^'n  ist  luul  nun,  ebenffdis  fu 
utiunterbrDclu'uer  Auleinand«"rfn!'4c  die  Lagen  der  Punkt»-  \on  J/A'^  annehmend, 
sich  J  wieder  nähert,  bis  er  nach  einer  vollen  L'mdrehung  der  bewegten  Geraden 
wieder  mit  Jt  susammenfällt  Unter  den  verschiedenen  Lagen  der  bewegten  Ge- 
raden muU  hiernach  eine  sein,  in  welcher  drr  l'lx-rgang  des  Schnittpunktes  von 
der  einen  Rii  htung  diT  (lerach'n  A/N  nach  «ler   itnlrm  erfol-^t. 

Man  fiarl  es  als  einleuchtend  betrachten,  <iali  in  ilu-ser  Lage  beide  (ierade 
keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  und  daÜ  die  geringste  Drehung  der  bewegten 
Geraden  auH  solcher  Lage  nach  der  einen  oder  andern  Richtung  wieder  einen 
Schnittpunkt  in  der  einen  Oder  der  andern  Kii  hiiing  von  .l/A*  zur  Folge  hat. 

Gerad'-.  fli»-  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Frstreekuni:  keiiH'u  Punkt  gemein»^.nn 
haben,  heiüen  parallel,  und  wir  können  nach  dem  vorhergehenden  als  aus  Lr- 
fahrung  unmittelbar  gewiß,  als  Axiom,  annehmen: 

Durch  einen  Punkt  außerhalb  einer  Geraden  gibt  es  zu  dieser 
nur  eine  Parallele. 

Da  eine   Richtung  riurch  ein«'n   festen   AusirauL'spnukt    und   einen  /ii 
bestimmt  ist,  wobei  der  Zielpunkt  auch  als  veränderlich  gedacht  werden  kann, 
indem  er  in  der  durch  die  betrefTendc  Gerade  bezeichneten  Richtimg  in  immer 
weitere  Kntft>mnng  verlegt  werden  darf,  so  kann  man  in  der  vorstehenden  Er- 
örterung den  beweglichen  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  als  gemeinsamen 
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Zielpunkt  für  ihre  konvergierenden  Richtungen  ansehen.  Hierbei  bleibt  die 
Richtung  von  MN  beständig  dieselbe,  während  die  der  bewegten  Geraden  sich 

beständig  verändert.  Daher  verändert  sich  auch  fortwährend  der  Untersclii  I  r!  t 
beiden  Richtungen,  d.  h.  ihr  am  Schnittpunkt  ^ebildptrr  Winkel.  Da  nun  die  Eiii- 
fernuug  des  Schnittpunktes  vom  Punkte  Ä  zuerst  immer  großer  wird,  und  da  dieser 
Schnit^nnkt  nacheinander  die  Lagen  aller  in  der  betreffenden  Richtung  liegenden 
Punkte  von  MN  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  nach  annehmen  muß,  ehe 
«■r  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  überspringen  kann  (denn  es  gibt  keinen 
Funkt  in  der  ersten  Richtung  auf  /l/.V,  der  nicht  mit  5  durch  eine  Gerade  ver- 
bunden gedacht  werden  kouutc),  so  kann  man  sagen,  daü  der  Schnittpunkt  bei 
der  parallelen  Lage  beider  Uoien  in  unendliche  Entfernung  gerückt,  und  datt 
hiermit  auch  der  Richtnngsunterschied  der  beiden  Geraden  nach  diesem  Zielpunkt 
hin  aiif^f'hoben  sei. 

In  diesem  Sinne  kann  man  parallele  Gerade  als  solche  definieren,  dcr»>n 
Schnittpunkt  unendlich  fern  liegt.  i>iese  Erklärung  wiederspricht  nur 
scheinbar  der  früheren,  nach  der  parallele  Gerade  einander  in  keinem  Punkte 
schneiden,  denn  die  Negation  bei  dieser  findet  sich  bei  der  neuen  in  dem  Worte 
unendlich  •  wieder,  ist  also  hier  nur  unter  einer  Form  versteckt,  die  den  Vorzug 
hat,  bei  vielen  Untersuchungen  die  q;cf rennte  I^ehandlun;:  der  beiden  Fälle:  a)  die 
Linien  schneiden  einander:  b)  die  Linien  sind  parallel:  unnötig  zu  machen.  Aber 
die  zweite  Definition  Ieistt*(  noch  mehr,  als  die  Unterordnung  zweier  verschiedener 
Falle  unter  dieselbe  Ausdrucksforro,  sie  versteckt  nicht  etwa  bloU  das  »einander 
nicht  schneiden'  hinter  d«MU  einander  in  <-i«iem  unendlich  fernen  Punkt 
schneiden^,  sondern  sie  entfiält  nnrh  die  Tarsriche.  daÜ  der  S(*hnittpunkt  zweier 
konvergierenden  (Geraden  in  immer  groüere  Entlernung  \on  euiem  beUebigeu  end- 
lichen Anfangsfitmkte  rückt,  je  mehr  die  Geraden  sich  dem  Parallelismus  nähern, 
und  dafS  dies<'  Kntfernung  über  jede  Grense  hinaus  vergrößert  gedacht  werden  kann. 

Na<'h  welclu-r  der  Kichtuu'jen  zweier  parallelen  Gi-raden  ihr  unenrllii  ?i  ferner 
Schnittpunkt  anzunehmen  sei,  bleil>'  !if!l)estiinmt.  Der  .Sprung,  den  der  Durcii- 
schnittspunkt  der  beiden  Geraden  vermittels  iiirer  parallelen  Lage  von  der  einen 
Richtung  von  MN  nach  der  andern  macht,  nötigt  zu  der  Ansdrucksweise,  datt 
der  unendlich  ferne  Punkt  nach  beiden  Kirluungen  zugleich  liege,  aber  man  darf 
dm  gleichwohl  nur  aU  l  iiuMi  eiii/i'^eii  Punkt  in  diese  Art  der  Darsti^llnne  v\\\- 
lutiren,  als  dm  unendlich  lernen  l'uiiki  lieiiler  (Jeraflen.  Der  Tnierschied  der 
beiden  Riciuungen  einer  Geraden  liai  nur  Sinn,  wenn  es  sicli  um  die  Bewegung 
von  einem  Ausgangspunkt  nach  einem  endlich  entfernten  Zielpunkte  handelt;  es 
ist  offenbar  gleichgültig,  nach  welcher  di  r  beiden  Richtungen  man  eine  ohne  Ende 
fortdau«Tnd»-  Bewegung  be^nntteii  d«>nkt. 

Die  ierriere  Annahme,  nach  «ler  parallele  Gerade  gleiche  Kicluiiiigen  liaben, 
bedarf  ebenfalls  einer  nähern  Erläuterung.  Man  könnte  zunächst  ebensogut  sagen, 
daß  parallele  Gerade  entgegengesetate  Richtungen  haben,  je  nachdem  man  die 
eine  oder  die  andre  Richtung  in  derselben  Geraden  in  Betracht  zieht.  Genauer 
ist  alsu:  (Iii-  Richlingen  in  zwei  paraHelen  Ger.ideii  sind,  j«'  nachdem  man  die 
eine  oder  die  andre  wählt,  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt. 

§  T).    Der  Kreis. 

Hei  der  Drelnini;  (h  r  Gerath  ii  SA  um  einen  in  ihr  ang<'nommenen  festen 
Punkt  .S'  besciireit)i  jeder  andre  l^unkt  der  Geraden  eine  Linie,  die  zufolge  (iicser 
Ent:jtehung  die  Eigenschaft  hat,  daß  jeder  ihrer  Punkte  von  dem  festen  Punkt  ,S 
dieselbe  Entfernung  hat.  Da  nach  Vollendung  einer  ganzen  Umdrehung  von  SA 
der  beschreibe  n  ie  Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zuzüd^kehit  sein  muü,  so 
hat  auch  die  beschriebene  Linie  die  Eigenschaft,  daü  sie  geschlossen  ist  und  also 
einen  l'eil  der  Ebene  vollständig  begrenzu    Eine  solche  Linie  hciUt  ein  Kreis. 
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V.ln  Kreis  ist  nho  gesclilos«;^!!«*  kruinine  Liiuc   \'>n   der  Eit;»'nscliaft, 

ciali  jiMler  ihn-t  PiiiikU'  son  einem  bestimmten,  im  luneru  der  \on  ihr  begrenzten 
Fläche  liegenden  Punkte  gleich  weit  entfernt  ist  Die^r  fette  Punkt  beißt  der 
Mittelpunkt  oder  das  Centrum,  jede  von  einem  Punkt  des  Kreises  und 
dem  Mittelpunkt  hrcrenzte  Strccl^r  ein  Ra(iiii<^  odor  Halbmfssrr,  jntlr  von 
zwei  Punkten  (lr>;  Kreises  bejiren/.te  Strecke  eine  Sclme  und  wenn  sie  durcli 
den  Mittelpunkt  geht,  ein  Durchmesser  oder  Diameter  des  Kreises.  Jeder 
Teil  des  Kreises  wird  ein  Kreisbogen  genannt 

Aus  diesen  Erklärungen  folgt!  Alle  Radien  eines  Kiti>es  sind  pleieh. 
Der  Durchmesser  ist  doppelt  sfi  «^roß  als  der  Radius  desselben  Kreises.  Alle 
Durchmesser  f  in<  -,  Kreises  sind  gh'ich. 

Ziu  Zeichnung  von  Kreisen  dient  der  Zirkel,  dessen  Hinrichtung  und  Ge- 
brauch hier  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Er  dient  zugleich  zur  Lösung  der 
Aufgabe : 

Auf  einer  ce-^^clienen  ricracli-n  »'ine  Strei^kf  a  !> /n  t  r  a  ce  !i .  (]\<-  fluer  aiuicT-fi 
t;('i;«'benen  Strecke  gleich  ist,  oder  überhaupt  eine  Strecke  zu  xeichucn,  die  eine 
gegebene  Länge  hat. 

Dazu  bedient  man  sich  eines  Zirkels  mit  festen  Spitzen  ((vtech-  oder  Meß» 
/.irkel).  Der  Endpunkt  <!•  r  aufgetragenen  Strecke  wird  durch  einen  Zirkelstirh 
bezeicliTift  und  die-^fr  dun  Ii  eine-n  MIeisftftrifii;  m?irkii'rf. 

Hiernach  können  loigen(U^  i'undaiiieiitalkonM niki innen  aiisLii-lniirt  wrnlfji: 

a)  Kineu  Kreis  zu  zeichnen,  und  zwar  entAvedcr  beliebig  od*  r  mit  gegebenem 
Radius  oder  um  einen  gegebenen  Punkt,  oder  endlich  mit  gegebenem  Radius 
und  Mittelpunkt  zugleich. 

b)  Eine  gegebene  Strecke  über  einen  ihrer  Endpunkte  um  eine  andre  gegebene 

Strecke  zu  verlängern. 

c)  Eine  Strecke  zu  zeicbneu,  die  gleich  lirr  Snmme  zweier  oder  mehrerer  Strecken 
oder  gleich  einem  VIelfiacfaen  einer  gegebenen  Strecke  ist 

d)  Eine  Strecke  zu  zeichnen,  die  gleich  der  Differenz  zweier  gegebener  Strecken  ist. 

e)  In  einem  s;('efbenen  Kreise  einen  Radins  oder  einen  Durchmesser  zu  zeichnen, 
der  selbst  oder  in  dessen  Verlängerung  durch  »-inen  gegebenen  Punkt  geht. 

f)  Fbenso  in  einem  g»'gebenen  Kreise  eine  Sehne  zu  zeichnen,  die  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht 

g)  In  einen  gegebenen  Kreis  eine  Sehne  von  gegebener  Länge  einzutragen. 


%  6.    Die  Figur. 

1,  Ans  der  Untersuchung  über  die  verschiedenen  möglichen  Lagen  zweier 
(leraden  zueinander  e<"ht  hervor,  daß  durch  zwei  ficrade  ein  Teil  der  Ebene  nicht 
\ollsLandig  begrenzt  werden  kann.  Es  sind  aber  hierzu  drei  Gerade  hinreichend, 
denn  verbindet  man  je  zwei  von  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten 
durch  die  betreffenden  Strecken  miteinander,  so  schließen  diese  Strecken  einen 
vollständig  begrenzten  Teil  der  Ebene  ein.  Dagegen  kann  schon  mit  einer  einzigen 
krummen  Linie  ein  Teil  der  Ebene  volNtandii?  begrenzt  werden. 

Unter  einer  Eigur  versieht  man  im  weitern  Sinne  eine  jede  Zusammen- 
stellung von  Punkten  oder  Linien,  im  engem  Sinne  dagegen  die  Gesamtheit  ge- 
rader oder  krummer  Linien,  die  einen  Teil  der  Ebene  vollständig  begrenzen. 
Eine  Figur  heißt  geradlinig,  wenn  sie  nur  gerade  Linien,  krummlinig,  wenn 
sie  nur  <  ine  oder  mehrere  krumme  Linien,  und  geraischtHnig,  wenn  sie  ge- 
rade und  krumme  Linien  zugleich  eutliält. 

Insbesondere  erhält  man  ein  «-Eck  (Drei-,  Vier-,  Funf-Kck  u.  s.  w.),  wenn 
man  einen  Punkt  mit  einem  zweiten,  diesen  mit  einem  dritten  u.  s.  w.  bis  zum 
«-ten  (dritten,  vierten,  fünften  u.  s.  w.)  durch  Strecken  verbindet  und  zuletzt  in 
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gleicher  Weise  vom  //-tcu  zum  eisten  zurückkehrt.  Jene  Punkte  beiden  die  Eck- 
punkte» ihre  Verbindungslraten  die  Seiten  der  Fignr.  £in  «-Eck  hat  abo 
tt  Eckpunkte  und  n  Seiten.  Man  nennt  solche  Figuren  auch  Vielecke  oder 
Polygone:  im  enprrii  Sinne  wird  (lfe<?p  Bezeichnung  jedoch  nur  dann  gebraucht» 
wenn  die  Auü.ihl  der  Seiten  gröüer  als  vier  ist. 

An  jedem  Eckpunkte  eines  «r-Ecks  bilden  die  zwei  in  ihm  «nammenstofienden 
Seiten  einen  Winkel    Somit  hat  jedes  «-Eck  n  WtnkeL   Hierbei  bedarf  es,  da 
im  allgemeinen  an  jedem  Eckpunkt  zwei  solche  Winkel,  ein  hohler  und  ein  er 
bnhener.  entstehen,  einer  nähern  Bestimmung.    Zu  diesem  Zwecke 
un»  einen  Punkt,  der  die  Seiten  der  Figur  nacheinander 
durchläuft  und  schließlich  zu  seiner  Anlang.slage  zurück- 
kehrt Diese  Bewegung  kann  auf  zwei  en^egengesetste 
Weisen  geschehen,  z.  B.  (Fig.  6)  von  A  über      (Tu. s.w. 
oder  von  A  über  G,  F  u.  s.  w.    In  jedem  Falle  kann 
man  mit  Beziehung  auf  die  Bewegung  des  Punktes  eine 
rechte  und  eine  linke  Flächenseite  jeder  von  ihm  be- 
schriebenen Strecke  unterscheiden,  und  man  versteht 
dann  unter  den  Winkeln  des  Polygons  entweder  die- 
jcni'jpn,    f!«Tcn   Winkelriiume    nur    auf    den  rfrhtcn, 
oder  diejenigen,  dt?ren  Winkelräume  nur  auf  den 


Flg.». 


linken  Flächenseiten 

Die  Wahl  zwischen  beiden  Annahmen  ist  in  jedem  einzelnen  Falte  m 


liegen, 
treffen. 


Im  nachstehenden  werden  wir  zunächst  nur  solche  geradlinige  Figuren  voraus- 
setzen, deren  Umfange  (d.  i.  die  Ciesamtheit  ihrer  Seiten)  sich  nicht  selbst  schneiden, 
die  also  einen  iM'nziy'i  b»'stinimtPii  Flärhi  iitril  betjrenzen.  In  diesem  Falle  werden 
immer  diejenigen  Winkel  als  die  VN  inkcl  des  \  ielecks  angesehen,  in  dereu  W^iukel- 
räumen  die  Punkte  der  b^enzten  Fläche  liegen.  Schneidet  dabei  auch  keine 
Verlängerung  einer  Seite  eine  der  andern  Seiten  (vgU  Fig.  7  a  und  so  sind 
diese  Winkel  sämtlich  hohl.  —  Der  be- 

wepte  Punkt,  der  den  Umfang  eines  WA-  , 
ecks  durchläuft,  verändert  an  jedem  Kck-  ,'  \ 

pnnkt  seine  Richtung.  Diese  Richtungs- 
änderung  wird  bestimmt  durch  den  Winkel, 

den  die  Vcrlän^jcruiii.'  »Irr  vorhergehenden 
Seite  in  (Irr  Richtung  (i<  r  Bewegung  mit 
der  Richtung  der  folgenden  Seite  bildet, 
in  der  sich  der  Punkt  nach  erfolgter  Dreh- 
ung weiter  bewegt  Dieser  Winkel  heiftt 
der  Außenwinkel  des  Vielecks  an  dem 
betreffenden  Frkpnnkt.  Dabei  hat  man 
sich  die  Drehung   immer   in  demselben 

Sinne  zu  denken,  entweder  in  oder  entgegengesetzt  der  Uhrzeigerxichtung.  Ist  der 
an  demselben  Eckpunkte  liegende  innere  Winkel  des  Vielecks  hohl,  so  ist  der 

zugehörige  Außenwinkel  sein  Nebenwinkel. 

Zirht  man  allt?  mÖGrlirhrn  Vprbindnne'slinien  zwischen  je  zwei  von  n  Punkten 
(von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  gerader  Linie  liegen),  so  erhält  man,  da  jeder 
der  n  Punkte  mit  jedem  der  n  —  1  übrigen  verbunden  werden  kann,  jede  Ver- 
bindnngsstrecke  aber  an  zwei  Punkten  vorkommt,  im  ganzen  \nKn  —  1)  Strecken. 
Von  diesen  sind  bei  einem  //-Eck  n  Seiten;  die  übrigen  werdrn  1 )  i  .i o  ti  a  !  <■  n 
de«?  n-Ecks  genannt.  Von  jedem  Erkpmikt  »"ines  //-Ecks  ans  lassen  sich  «  —  \\  Dia- 
gonalen ziehen;  die  Gesamtzahl  d»*r  l>iagonaleu  eines  «-Keks  ist  also  J // (//  - 

Ein  Dreieck  hat  keine,  ein  Viereck  zwei,  ein  Fünfeck  fünf  Diagonalen  u.  s.  w. 

Die  F.lemente  der  Planimctri»'  behandeln  die  Eigenschafteti  der  geradlinigen 
Figuren  und  von  den  krummlinigen  oder  gemischtliniyen  nur  dii  inii-.  ii.  rljc  von  Kn-iscn 
oder  von  Teilen  von  Kreisen  und  einer  oder  mehreren  Geraden  begrenzt  werden. 


Fig.  7. 
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M;iii  kann  (Inher  sagen,  dit*  flciTH'nlare  Planlinftric  besj'hranki-  sicli  aul  d\<-~ 
jriiigeii  Kig«'usclialten  der  Figuren,  die  sich  mit  allritnger  Hilfe  \oii  Lineal  untl 
Zirkel  entwickeln  lassen.  Eine  Konstruktion,  die  mit  Hilfe  von  Lineal  and 
Zirkel  friedigt  werden  kann,  heiUi  daher  eine  elementare  Konstruktion. 

2.  Die  i'lcmcntaren  Untersuchungen  der  Eigenschaften  der  l"iL[nrrn  lassfü 
sirh  in  dn'i  ilaiipiabschnitte  ixliedern.  An  jeder  Figur  im  entern  Sinne  kann 
mau  zunächst  GröUe  und  (iesialt  des  zugehörigen  FlächcnraumK  unti-rsrlieiden. 
Figuren,  die  vollständig  miteinander  übereinstimmen,  die  also  gleiche  Größe  und 
gleiche  C]estalt  haben,  so  daß  man  die  eine  als  eine  Kopi«'  <ler  andern  ansehen 
kann,  heißen  knngruenf:  Figuren,  die  gleiche  GroBe  !ial)en.  ln-ißen  g|ei<-h: 
iMirnren,  (li<'  nur  in  der  Oesfalt  ubereinstimmen,  heilien  ähnlich.  Kongruente 
Figuren  sind  also  gleich  und  ähnlich. 

Ein  Dreieck  kann  z.  B.  einem  Viereck  gleich,  aber  nicht  ihm  ähnlich  sein; 
ein  Dreieck  auf  dem  Felde  kann  einem  Dreieck  aof  dem  kleinem  Papier  ähnlich, 
aber  nicht  kuncfnient  sein. 

Das  Zeiciien  der  Gleichheit  ist  — ,  das  der  Ähnlichkeit  (ein  liegendes  s, 
der  Aulaugsbuchsiabe  von  ^siroilis' );  das  der  Kongruenz  ist  aus  den  beiden 
vorigen  zusammengesetzt,  nämlich  Man  schreibt  also,  daß  eine  Figur  j4  einer 
andern  B  gleich,  ähnlich  oder  kongruent  sei:  .1  ^  B,  A  ^  ß,  A  ^  Ii. 

Hiernar  li  kann  der  Inhalt  der  nachfolfreiulen  l'ntersurhungen  in  drei  Haupt- 
abschnitte zerlegt  werden,  deren  ersUT  \on  der  Kongruenz  und  den  inil  ihr  zu- 
»ammenhängenden  Eigenschalten  der  Seiten,  Winkel  u.  s.  w.,  deren  zweiter  von 
der  Gleichheit  und  deren  dritter  von  der  Ähnlichkeit  der  Figuren  handelt. 


Zweiter  Abschnitt. 
Di«  Kongruens. 

g  7.    Kongruenz  und  Symmetrie. 

Zwei  Raumgebilde  sind  kongruent,  wenn  sie  sich  so  aufeinander  gelegt 
denken  lassen,  daß  jedes  Stfick,  d.  h.  jeder  Punkt,  jede  Linie,  jeder  Flächen- 
und  Kaumteil  der  einen  nüt  (Mnero  entsprechenden  .Stuck  der  and(>rn  /.iisamnienfällt. 

\'on  zwei  Raumgebildi  n,  die  sicli  in  solcher  Lage  zueinander  befindi-n,  sagt 
man,  dali  .sie  einander  decken.  Je  zwei  Siucke  zweier  kongruenten  Kauingebilde, 
die  bei  der  Deckung  zusammenfallen,  sind  entsprechende  Stücke. 

Damit  zwei  geradlinige  ebene  Figuren  kongruent  sind,  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  daß  jede  Seite  der  einen  ein<*r  .Seite  der  andern  und  jeder  Wink«  ! 
der  ein^•n  eini-m  Winkel  der  andern  i:leich  ist.  und  «lall  fliese  gleichen  Stücke 
in  beiden  Figuren  in  gleicher  Weise  gegen  die  andern  liegiHi,  also  in  gleicher 
Reihenfolge  angeordnet  sind*  Doch  sind  hierbei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
Folgen  die  entsprechenden  Stficke  beider  Figuren  nicht  bloß  in  derselben  Ord- 
nung. snnd(<rii  aiicli  in  driiiN.dben  Sinne  aufeinander,  d.  h.  bewegen  sitii  /.\v<m 
Pnnkte.  die  nacheinander  den  irmfang  \r  einer  der  Figuren  s«»  durdilmtc  ii,  dal.» 
sie  in  gleicher  Wei.se  die  einander  entsprechenden  Seiten  nacheinander  be- 
schreiben, beide  in  demselben  Sinne,  also  entweder  beide  in  oder  beide  ent« 
gegengcst'tzt  der  Uhraeigerrichtung,  so  lassen  sich  die  Figuren  durch  bloße  Ver- 
schiebung in  der  Ebene  zur  Deckung  bringen  (Fig.  s,  l  und  _*).  Folgen  dagegen 
die  einsprechenden  Stucke  in  ent<,'ei;engeser/tern  Sinne  anleinandi'r,  so  läßt  sich 
im  allgemeinen  die  Deckung  nicht  bluli  dun  li  eine  soU-he  \  erschiebung  bewirken 
(I  ig.  S,  2  und  3).  Daher  unterscheidet  man  den  ersten  Fall  vom  zweiten,  und 
nennt  in  jenem  die  Figuren  kongruent  im  engern  Sinne,  in  diesem  d^egen 
«ym  metrisch. 
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Dreht  man  eine  Figur  aus  ihrer  Ebene  heraus  so»  dafi  die  beiden  Flächen- 
s(>it(>n  (die  obere  und  die  untere)  ihre  Lagen  vertauschen,  was  s.  B.  dadurch  ge- 

scliciicn  kann,  daß  mrm  die 
Khen«*  der  cinrn  Figur  um  onu* 
in  dieser  Ebene  liegende  Ge- 
rade eine  halbe  Umdrehung 
machen  läflt,  so  wird  der  Sinn, 
in  dem  di<»  Stüek«*  aufeinander 
folf^rn,  entgegengesetzt  dem  ur- 
sprünglichen. Die  eine  Flächen- 
Neite  einer  Figur  ist  also  der 
andern  qrmroetrisch.  Hiernach 
kitnnen  auch  zwei  svmmctrisrhe 
Figuren  zur  Decicung  gebracht 
werden»  wenn  man  zuvor  die  Flächeaseiten  der  einen  miteinander  vertauscht 
(also  die  eine  Figur  umwendet).  Aus  diesem  Grunde  wird  im  folgenden,  außer 
wo  es  besonders  erwähnt  wird,  die  Symmetrie  zweier  Figuren  nicht  von  der  Kon- 
({nienz  unt«»rsrhiedrn. 

Die  Gleichheit  zweier  Strecken,  sowi«*  die  zweier  Winkel  wurd<'  Iruher  durch 
.\u(einanderlegen  erprobt.  Es  e^bt  sich  hieraus,  dafi  gleiche  Strecken  und 
ebenso  gleiche  Winkel  auch  kongruent  sind. 


K.    Die  Winkel  der  geradlinigen  Figuren. 


1,  Werden  zwei  Gerad«'  A/i,  CD  (Fig.  0)  von  «'iner  dritten  /l'/"  geschnitten, 
so  ••nfst«'hen  acht  hohle  Winkel,  die  fliircli  kleine  irrietiiisi  hr  HiK-hstabeu  h»  /,t  ich- 
iiet  werden  mögen,  mul  lür  die  zunächst  die  Bedingungen  der  (ileichheit  und 
l  iigleichiteit  untersucht  werden  sollen. 

Von  diesen  acht  Winkeln  liegen  vier,  nämlich  e,  C*  zwischen  den  ge- 

«ichnittenen  Linien  und  sollen  innere  Winkel 
genannt  w'-rden:  die  vier  andern,  (t.  ij.  iS, 
heiüen  äußere  Winkel.  Man  kaiui  lerner  vier 
Winkel  auf  der  einen  Seite  der  schneidenden 
Geraden  <o,  e»  ty)  und  vier  W^inkel  auf  der 
andern  Seite  {fi,  dt  C»  ^)  unlerscheideii. 

Di«'  He/iehungen  zwis«  h<  ti  i-  zwei  Winkeln, 
die  an  demselben  Schnittpunkt  liegen,  sind  aus 
dem  fräheren  bekannt:  sie  sind  entweder  Neben- 
winkel oder  Scheitelwinkel.  Betrachtet  man  da- 
gegen einen  der  Winkel  an  dem  einen  Si-|initt- 
pmikt  mit  einem  der  Winkel  an  dem  andern 
liiirctischnittspunkl  als  zusammeiigirliürig,  so  er- 
hält man  neue  Bexiehnngen.  Die  so  entstehen- 
den W'inkelpaare  lass-  ri  sich  wie  folgt  gruppieren. 

a)  Die  !)t  j(!i  ii  \\  inki  1  lifgen  ;iii(  derselben  Seite  t!- 
tind  sind  ent\ve«i«'r  gieR-liarlii:,  d.  h.  beide  änUere 
sind   ungleichartig,  d.  h.  der  eine 


Fi«. ». 


t  >•(  iiiiridrinli-ii  Geraden  /','/", 
oder  beide  innere,  oder  sie 
ist  ein  äuüercr,  «1er  audn-  ein  innerer.  Im 
ersten  Fall  heißen  die  Winkel  Gegenwinkel  im  jcweiten  korrespondierende 
Winkel.  Ks  gibt  vier  Paare  Gegenwinkel,  nandi«'h  «  und  »y,  [i  und  !),  y  und  f, 
h  und  sowie  \iri  Paan'  korres|>ondierende  Winkel,  nämlich  u  und  f,  fi  und 
y  und  //.  ö  uiui  i'>. 

b)  Die  beiden  Winkel  liegen  auf  verschiedenen  Seilen  d<'r  schneidenden 
Geraden  EF.   Sie  heilen  Wech>ielwinkel,  und  es  gibt  wieder  vier  Haare,  nära- 


Digitized  by  Google 


Pbaimetrie. 


§8 


lieh  a  und  ^,  ft  und  y  und  ^,  d  und  die  gleichartig  und  vier  Paare»  die 
nnffleichartic  sind,  wie  a  und  ^,  f{  und  f,  y  und       d  und  tj. 

Sinti  zwei  korTfsponrIit'rcnrIf  Winkel  /..  R.  d  und  f^,  cinandtT  j;ieith,  so  läüt 
sich  (las  von  CD  und  /•."/•"  an  Uircin  Sciuiiilpunki  'jflviJdptc  Winkflkrciiz  ho  in 
der  Kbtnc  verschoben  denkiMi,  daÜ  der  Winkel  t  den  Winkel  u  deckt.  In  diesem 
Falle  muß  offenbar  das  ganze  genannte  Winkelkreux  mit  dem  von  AB  und  £/>' 
yebildeteii  so  zusammenfallen,  daß  auch  C  und  ß,  t]  und  y,  ^  und  d  einander 
decken.  Ilirrlx  i  kommt  il  in  dif  I.aei'  des  Scheitelwiftkcls,  dajiej;en  kommen  ij 
und  C  in  die  Lage  je  eines  Nebenwiiikeb  von  a  u.  s.  w.  Üomit  ergibt  sich 
der  Salz: 

Worden  zwei  Gerade  von  einer  dritten  peschnitten  und  sind  jswei  korre- 

spoudiiTcnde  Winkel  einander  gleich,  so  sind  auch  je  zwei  andre  korrespondierende 
\\  iiiki  1  und  ]<■  zwei  Wechselwinkel  einander  gleich,  und  je  zwei  Gegenwinkel  sind 

.Supplemente, 

Setzt  mau  umgekehrt  voraus,  dali  zwei  Wechselwuikel,  z.  ii.  <i  und  />,  einander 
Ifteich  seien,  oder  daft  die  Summe  xw<^ier  Gegenwinkel,  as.  B.  a  und  i;,  zwei  Rechte 
betrage,  so  kauji  man  in  pleicher  Weise  beide  Winkelkreuzc-  zur  Deckung  brinj'eii, 
indem  man  ß  mit  dem  Scheitelwinkel  d  von  a  hetv.  ^  mit  dem  Nebenwinkel  j» 
von  «  zur  Deckung  bringt. 

Ist  dagegen  au  einem  der  genannu-n  Wmk«'lpaar<-  die  betreftende  Bedingung 
nicht  erfGllt,  ist  z.  B.  a  nicht  gleich  so  kann  man  durch  den  Schnittpunkt 
\ou  AB  und  /T/'  eine  andre  Gerade  MA^  ziehen,  die  an  ihm  zu  jedem  der  vier 
l)i'>heri'^en  Winkel  einen  entsprechenden  n'.  /f,  y',  d'  liefert  und  zwar  so.  flati 
diese  die  betr»*tieu(len  BedingJU)v,'en  erfüllen,  daü  also  rt'  —  t  und  folf;1ic!i  auch 
/f i^,  y'  tj  u.  s.  w.  ist.  Da  nun  />"  nicht  gleich  ß  ist,  so  kann  auch  fi  nicht 
gleich  C  ^™     9-  übrigen  Fälle.  Somit  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1)  Werden  zwei  Gerade  von  einer  dritten  geschnitten,  so  sind 
«•ntweder  gle  ic  h/ e  i  t  i  ir  n)  je  zwei  korrespondierende  Winkel  gleich 
und  b)  je  zwei  W«'chsehvinkel  gleich  und  c)  je  zwei  (i e ge n w  i  n  k e  1  zu- 
sammen  gleich  zwei  Rechten,  oder  es  finden  diese  Beziehungen 
gleichzeitig  bei  sämtlichen  Winkelparen  nicht  statt  Ist  also  die  be- 
treffende Beziehung  bei  einem  einzigen  Winkelpaar  erfüllt,  so  ist  sie  es  auch 
bei  jedem  andern  Paar,  und  ist  sie  hei  einem  einzigen  Paar  nicht  erfüllt,  so  ist 
sie  es  auch  bei  keinem  andern  Paar. 

Sind  die  im  vorigen  aufgestellten  Bezieliungeii  zwischen  den 
Winkelpaaren  erfüllt,  so  sind  die  geschnittenen  Geraden  parallel: 
Denn  werden  AB  und  C£>  von  ä/'  in  G  und  //  geschnitten,  und  sind  die 
We(4iselwinkel  y  und  i^,  f  und  Ö  einander  gleich,  so  kann  man  infolge  dieser 
Gleichheil  die  Figur  AGIIC  so  auf  BGIID  legen,  dall  f  und  t),  sowie  y  und  C 
einander  decken,  also  IfC  auf  GB  und  GA  auf  IID  fällt.  Schnitten  nun  die 
Geraden  AB  und  CD  einander  auf  der  einen  Seite  von  EF  in  einem  Punkte  iV, 
so  müßte  bei  dem  Aufeinanderlegen  auch  M  mit  einem  zn'eiten  gem«'inschalt- 
lichen  Punkt«-  auf  der  andern  Seite  von  FF  /iisammejdallen.  Die  Geraden  AB 
und  CD  würden  einauder  also  in  zwei  I*unkten  schneiden,  was  unmöglich  ist. 

Durch  diesen  Lehrsatz  wird  zugleich  die  in  §  4  Nr.  2  gemachte  Annahme,  dali 
parallele  Gerade  möglich  sind,  und  daß  sich  durch  jeden  Punkt  außerhalb  einer 
Geraden  zu  dieser  eine  Parallele  ziehen  läßt,  bewiesen.  T)ie  Gleichheit  der 
Wechselwinkel  hat  also  den  Parallelismus  der  iresrhnitlenen  (Jeraden  niit  Not- 
wendigkeit zur  Folge;  jedoch  ist  dadurch  noch  nicht  bewiesen,  daß  umgekehrt 
bei  parallelen  Geraden  die  Wechselwtnkel  gleich  sein  müssen.  Diese  Untkehrui»g 
des  im  vorstehenden  bewiesenen  Satzes  konnte  als  bewiesen  gelten,  wenn  gezeigt 
würde,  daß  nur  bei  der  Gleichheit  der  Wechselwinkel  die  gesihnittenen  Geraden 
parallel  sein  könnten.  Der  Hi  ».  i-  dieser  f^'hauptunt:  ergibt  sich  jedoch  aus  dem 
in  J;  4  Nr.  2  aufgestellten  .\xioui,  daß  sich  «lurch  «'ineu  gegebenen  l'unkt  außer- 


.  j  .  d  by  Google 


IS 


Die  Wiukel  der  geradliiugeii  Figtucn. 


225 


halb  einer  Geraden  zu  dieser  nur  eine  Parallele  neben  läßt   Denn  in  diesem 

Falle  würde  die  Annahme,  daß  Aß  parallel  zu  CD  und  z.  B.  y  nicht  h  ^ 
wäre,  auf  den  Widerspnuii  führen,  daU  man  durch  Anlegen  eines  Winkels  =  ^ 
au  G/f  im  Punkte  G  eine  zweite  durch  diesen  Punkt  gebende  Parallele  zu  C£> 
erhalten  könnte. 

Die  voxatehenden  Entwicidmigen  lassen  sich  nonmehr  knxs,  wie  io^  sa- 

sammenfassen: 

2)  Bei  parallrlrn  Gern  dm  sinti  alle  oben  crpiiannten  Bedingungen 
für  die  Winkelpaare  eriüiit,  und  umgekehrt,  ist  ein«'  dieser  Be- 
dingungen erfüllt,  so  sind  die  geschnittenen  Geraden  parallel.  Bei 
nicht  parallelen  Geraden  ist  keine  dieser  Bedingungen  erfüllt  nnd 
umgekehrt 

Diese  Fnndaraentaleigenschaft  paralleler  Geraden  kann  dasn  dienen,  den 

Parallelismii!?  z^-eier  Geraden  zu  beweisen. 
Man  schneidet  sie  durch  eine  dritte  Gerade 
nnd  beweist»  dafi  xwei  korrespondierende 
oder  zwei  Wechselwinkel  gleich  oder  zwei 

Gegenwinkel  Supplemente  sind. 

2,  Hieraus  ergeben  sich  die  Folfrerimgen: 

3)  Aul  einer  Geraden  A/)  läUt  sich 
in  demselben  Punkte  C  (Fig.  10)  nur  ^  Vi- 

eine  Senkrechte  errichten;  denn  ist  CD  m  C  senkrecht  auf  AB,  und  CE  eine 
beliebiuf  andre  durch  C  gehende   Gerade,  so  sind   die  Winkel  ECB  und  DCB 
ungleich,  also  kann  ECB  kein  rechter  sein,  wenn  DCI^  ein   rechter  Winkel  ist. 
Errichtet  man  dagegen  in  jedem  von  zwei  verschiedenen  Punkten  C,  F  einer 

Geraden  AB  auf  dieser  die  Senkrechte,  so  nnd  die  konespondierenden  Winkel 
GFS  und  DCF  als  rechte  gleich,  und  somit  sind: 

4)  Senkrechte  auf  derselben  Geraden  parallel.  Dieser  Sats  ist  gleich« 

bedeutend  mit  dem  folgenden: 

0)  Von  einem  Punkte  außerhalb  einer  Geraden  läßt  sich  aui  diese 
nur  eine  einzige  Senkrechte  fällen. 

Umgekehrt  folgt:  6)  Alle  Geraden,  die  einer  andern  parallel  sind, 
stehen  auf  jeder  Geraden  senkrecht,  auf  der 
diese  senkrecht  ist;  denn  dies  fnl^t  unmittlebar 
aus  der  Gleichheit  der  korrespondierenden  Winkel. 

Errichtet  man  dagegen  auf  jeder  von  zwei  Ge- 
raden AB^  CD  eine  Senkrechte  EF  und  GH  (Fig.  11), 
so  ist  nach  dem  vorigen  Eh  zu  CD  senkrecht  oder 
nicht  senkrecht,  je  nachdem  CD  parallel  oder  nicht 
parallel  zu  AB  ist.  Im  ersten  i-alle  muÜ  EI"  zu  der 
andern  Senkrechten  GH  parallel,  im  zweiten  Falle 
mufl  Eh  zu  GH  nicht  parallel  seiiu 

7)  Senkrechte    auf    parallelen  Gernden 
sind    also   parallel,   Senkrechte  auf   nicht   parallelen  Geraden  sind 
nicht  parallel,  müssen  sich  also  schneiden. 

Der  vorstehende  Satz  läßt  sich  auch  auf  schiefe  Gerade  ansdehnen,  welche 
mit  parallelen  oder  nicht  parallelen  Linien  in  einer  näher  zu  bestimmenden  Weise 
gleiche  Winkel  bilden.  Wichtiger  für  die  späteren  Anwendungen  ist  der  um> 
gekehrte  Satz: 

8)  Winkel  mit  paarweise  parallelen  und  gleich  gerichteten  Sc  henkeln 
sind  gleich* 

Ist  nfimlicb  BA  II  ED,  BC^  EF  (Fig.  12).  und  schneidet  ED  den  Schenkel  BC 
in  (7,  so  ist  ^ABC^DGC  als  konespondierende  Winkel  für  die  Parallelen  BA 
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und  GD,  und  /_DGC=  DEF  als  korr.  spondierende  Winkel  für  die  Parallelen  GC 

und  EF\  mithin  ist  auch  /_AnC  DEI-. 

Es  si'i  ferner  />/  die  Verlängerung  von  CB,  BH  dio  Verlängerung  von  Aß. 
Dana  ergibt  die  Vergleichuug  der  Winkel  IBA  uüd  IBff  mit  ABC  die  Sätze: 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln,  von  denen  das  eine  Pftar  gleidi  geriditet,  da« 

andre  Paar  entgegengesetzt  gerichtet 
ist,  sind  supplcmcrit;ir.  Sind  dagegen 
beide  Paare  entgegengesetzt  gerichtet, 
so  sind  die  Winkel  einander  gleich. 

Daß  in  dem  vorstehenden  Be- 
weise ED  den  Schenkel  BC  schnei- 
den muß,  fnl^t  dnrinis.  dal.^  finrc5i  E 
sich  außer  EI  keine  zweite  Parallele 
zu  BC  ziehen  lä0t  Ans  diesem 
Axiom  folgt  also: 

9)  Gerade,  die  einer  und 
derselben  Geraden  p.irallel 
siud,  sind  parallel.  Schnitten 
nämlich  tEwei  solche  Gerade  einander» 
so  wären  dnrch  ihren  Schnittpunkt 
zwei  zu  derselben  dritten  parallele  Gerade  vorhanden. 

8,  Werden  zwei  sich  schneidende  Gerndc  von  einer  (iritli  ii  Geraden  ge- 
schnitten, so  entsteht  eiu  Drei(?ck,  und  es  genügt,  beimls  einer  genaueren  Keuutuis 
der  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  an  zwei  solchen  Geraden,  die  Eigenschaften 
der  Winkel  l  ino  Dreiecks  zu  untersuchen.  Der  Einfachheit  halber  sollen  im 
folgenden  im  Dreieck  AßC  fl'ig.  1.4),  dt.-  an  den  Eckpunkten  A,  B,  C  liegend'-n 

inaeni  Winkel  scheniatisch  durch  a,  (i,  y  bezeichuet  werden. 

Verlängert  man  CA  über  Af  so  entsteht  der  Außen- 
winkel B/iD  der  Nebenwinkel  von  a  isL  Zieht  man 
AE  parallel  zu  CB,  so  muß  AE  innerhalb  des  Winliels  DAB 
fallen,  drnn  fn'le  .  tF  innerhalb  BAC,  so  nuiLlte  sie  den  I'ni- 
fang  der  gescidossenen  figur  ABC  in  einem  zwcileu  i'uukie, 
uud  somit  BC  schneiden.  Daher  teilt  AE  den  AnBenwinkel 
in  zwei  Teile,  und  von  diesen  ist  Z  EAD  =  als  korre- 
spondierender, und  Z  EAB  —  ß  ah  \\'i  (-hselwinkel  an  den 
Parallelen  A£  und  CB,    Hieraas  iuigt,  daü 

Z.EAD     Z£AB ^  ZDAB ß  ^  r 

ist,  oder  der  Satz: 

Ii»)  Je«ler  Auß»*nwinkel  »mik    Dreiecks  ist  gleich 
der  Summe  der  beiden  ihm  ir''L''"nüberliegenden  inneren  Winkel. 

Hieraus  folgt,  daß  jeder  Auüenwinkel  eines  Dreiecks  größer  als  jeder  ihm 
geg<!nnberlJegende  innere  Winkel,  und  daß  die  Differenz  eines  Außenwinkels  und 
des  einen  ihm  gegenüberliegenden  inneren  Winkels  gleich  dem  andern  gegenüber- 
liegenden Winktd  ist. 

Da  also  d  =  ß  -\-  yt  »od  da  außerdem  «        ^  2  K,  so  ist  auch 

d.h.  a  +  fi  +  r  =  2J<  . 

11)  Die  Siinnnr  drr  Winkel  eines  Dreiecks  ist  gleich  zwei  Rechn-n. 

Hiernach  ist  dur.  h  zu'  i  Winkel  eines  Dri  in  ks  di  r  r!iitte  bestimmt  und  kann, 
wenn  jene  durch  Zeichnung  oder  durch  Zahlen  gegeben  sind,  entsprechend  durch 
Zeichnung  oder  Rechnimg  gefunden  werden.  Ist  z.  B.  a  =  7U'\  fi  -  .'»'»'*,  80  ist 
y  =  180»  —  (70»  +  oO^  ^  60«;  ist  ß  =  15»  12'  19,4"  und  y  «  107 •  14'  48,7", 
so  ist  a  =  179«  Ö9'  CO"—  122»  27'  8.1"=  Ö?»  32'  51,9". 
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Durch  einen  Winkel  t  iiics  Dreiecks  isi  ebenso  die  Summe  der  andern  be- 
»;timmt.  Nt  insbrv, )n(Icr>-  ein  Wiükrl  <-iiics  Dn  in  ks  ein  rrrhter,  so  ist  die  Summe 
der  beiden  andern  ebenfalls  f;leich  einem  Keciiten,  diese  sind  also  spitz.  Ist  ein 
Winkel  eines  Dreiecks  stumpf,  so  ist  die  Summe  der  beiden  andern  kieiuer  als 
ein  rechter.  Hiernach  hat  jedes  Dreieck  mindestens  zwei  spitse  Winkel;  der 
dritte  kann  stumpf,  recht  oder  ebenfalls  spitz  sein.  Man  kann  somit  nach  d«'r 
Beschaff»  rili<  it  drr  Winkel  drei  Arten  von  T)r>  irM  krn  mitersrhciden:  ein  stumpf- 
winkliges Dreieck  hat  einen  stumpten,  ein  rechtwinkliges  einen  rechten,  ein 
spitzwinkliges  nur  spiuc  Winkel. 

In  einem  rechtwinkligen  Dreieck  nennt  man  die  dem  rechten  Winkel  gegen- 
überliegende Seite  die  Hypotenuse,  die  ihm  anliegenden  Seiten  die  Katheten. 

Durch  einen  der  spit'/en  Winkel  eines  recht^vinkligen 
Dreiecks  ist  der  andfe  bestimmt;  man  findet  ihn  durch 
Rechnung»  indem  man  den  gegebenen' von  90^  subtrahiert. 
Die  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind  also 
Komplemente. 

I'm  die  Summe  der  Wink»^!  pitip'?  «-Ecks  zu  bestimmen, 
verbindet  man  einen  beliebigen  i^inki  M  (Fig.  14)  im  Innern 
des  Vielecks  mit  sämtlichen  Eckpunkten.  Hierdurch  ent- 
stehen n  Dreiecke,  und  die  Gesamtsumme  aller  Winkel 


dieser    Drriecke    muß  /: 


R 


1<:iV^    betrafen.  In 


dieser  Summe  sind  die  n  Winkel,  die  um  (Irti  angenommenen  Punkt  M  liegen, 
und  die  zusammeo  4.^=300°  betragen,  inbi-griffcn.  Durch  Subtraktion  erhält 
man  hiernach  für  die  Summe  der  Winkel  des  «-Eck« 


(2«  —  4)^=  «  .  ISO»— 3600 

So  ist  die  Summe  der  Winkel  eines  Vierecks  4  R  ■ 
6^«r  o40<»  Q.  B.  w. 

Bei  Vielecken  mit  überstumpfen  Winkeln  kann 
der  Fall  vorkommen,  d  iL)  die  Annahme  eines  ein- 
zigen Punktes  im  Innern  nicht  genügt,  tun  es  in 
Dreiecke  zerlegen  zu  können.  In  solchen  Fällen 
läßt  sich  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satases 
durch  entsprech<'nde  Benutzung  von  zwei  oder 
mehreren  solchen  Punkten  nachweisen.  (VgL  Fig.  15.) 


3GU",  eines  Fünfecks 


Fi«.  IB. 


§  9*    Die  Seiten  der  Dreiecke. 

I.  Nach  der  B^diaffenheit  ihrer  Seiten  kann  man  die  Dreiecke  unter- 
scheiden in  solche  mit  drei  oder  z>vei  oder  keinen  gleichen  Seiten.  Ein  Dreieck 
hat  im  nllff^mcinm  keine  gleichen  Seiten,  es  ist  ungleichseitig.  Jede  Seite 
kann  man  als  Grundlinie  des  Dreiecks  betrachten;  der  ilu  gegenüberliegende 
Eckpunkt  heißt  dann  Spitze  des  Dreiecks.  Ein  Dreieck  mit  zwei  gleichen  Seiten 
bt  gleichschenklig;  die  gleichen  Seiten  heilien  die  Schenkel«  die  dritte  Seite 
die  Grundlinie  oder  Basis  und  derjenige  l'i  kpunkt,  welcher  der  Grundlinie 
gegenüberliegt,  die  Spitze  des  Dreiecks.  Sind  alle  drei  Seiten  ein<'s  Dreiecks 
einander  gleich,  so  ist  es  ein  gleichseitiges.  Ein  solches  kann  als  ein  gleich- 
schenklige« betrachtet  werden,  in  dem  die  Basis  den  Schenkeln  gleich  ist. 

Die  von  der  Spitze  eines  Dreiecks  auf  die  (imndlinie  gefällte  Senkrechte 
i«t  die  Höhe  des  Di'  ii  <  k<.  D  is  Dn  in  k  hat  drt  i  Huln  n,  jede  steht  auf  einer 
Seite.  Im  gleichscl!<  ;ik!iu:>  ii  Dreii'ck  nennt  man  Höh»'  schlechtweg  die  auf  der 
ungleichen  Seite  steheinie:  die  Höhe  anf  einem  Schenkel  heilit  Schenkelhöhe. 

Jedes  gleichschenklige  Dreieck  hat  die  £igt>nschaft,  daß  seine  beiden  Flächen- 
seiten nicht  blofi  symmetrisch,  sondern  auch  kongruent  sind.   Denn  denkt  man 
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rieh  zn  dem  Dreieck  /i/iC  (Fig.  IG),  in  dem  Ali  =  AC  ist,  ein  zweites  AffO^ 
das  mit  ihm  in  Deckunp  befindlich  ist,  und  wendet  man  dann  ABC  um,  so  kann 
man  so  AßC  auf  AlfC  legen,  dali  A  auf       AB  in  die  Richtung  von  AC  und  — 

da  die  Winkel  A  und  A  gleich  sind  —  AC  in  die  Richtung 
von  AEt  fällt  Dann  muß  infolge  der  Gleichheit  der  Schenkel 
auch  B  auf  C  und  C  auf  E^,  also  BC  auf  C'Ef  fallen,  und 
beide  Drfifckc  decken  einander  mithin  auch  in  dieser  Lage. 

Mif  rbei  kommt  der  Winkel  B  mit  C  und  C  mit  0  vas 
Deckung,  woraus  der  Satz  folgt: 

1)  Gleichen  Seiten  eines  Dreiecks  liegen  gleiche 
Winkel  gegenüber,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Winkel 
an  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
sind  gleich. 

Pj^,  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  auf  ein 

'  gleichseitiges  Dreieck  ergibt  sich: 
2)  In  jedem  gleichseitigen  Dreieck  sind  ftlle  drei  Winkel  gleich« 
Da  ihre  Summe  2  R  betr.'iiit,  so  fo^  hieraus  weiter,  daß  jeder  Winkel  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  ^R—  üU*-'  ist. 

Sind  dagegen  die  Seiten  ABy  AC  eines  Dreiecks  ungleich  (Fig.  IT),  so  fällt 
bei  entsprechendem  Verfahren,  wie  vorher,  der  Endpunkt  C  der  küizem  Seite 

zwischen  Al  und  und  der  Endpunkt  B  auf  die  Ver- 
lrint;eniTip  von  .TC.  Die  Seile  CB  scliiieidet  daher  C B^  in 
einem  Punkte  Dy  und  der  Winkel  ACB  ist  als  AuLitnwinkel 
des  Dreiecks  DCB  größer  als  der  ihm  gegenüberliegende 
innere  AEPO.    Hieraus  folgt: 

3)  Der  gröüern  Seite  eines  Dreiecks  liegt  der 
größere  Winkel  gegenüber. 

Demnach  muü  auch  der  gröliten  von  allen  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  der  gröBte  Winkel  gegenüberliegen. 

4)  Umgekehrt  liegen  gleichen  Winkeln  eines 
Dreiecks  gleiche  Seiten,  und  dem  prößern  Winkel 

Fig.  17.  licRt  die  erööere  Seite  gegenüber:  denn  die  Annahme 

des  Gegenteils  widerspricht  einem  der  vorstchcudea  Sätze. 
Ist  nämlich  /.B—  Cf  und  wäre  AB^AC,  so  mfillte  nach  dem  zweiten  Satze 
Z.C^^B  sein;  ist  aber  ^B^/JC*  und  wäre  AB^AC^  so  müßte  nach 
dem  ersten  Satze      B  ^  /CC  sein. 

Dnhf»r  ist  auch  jedes  Dreieck,  dessen  drei  W'inkel  einander  eleirh  sind,  ein 
gleichseitiges,  und  dem  größten  von  allen  drei  Winkeln  eines  Dreiecks  liegt  die 
gröfite  Seite  gegenüber* 

In  einem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  also  die  Hypotenuse  die  größte  Seite 
und  daher  größer  als  jede  Kathete,  und  in  einem  stumpfwinkligen  Dreieck  ist 
die  dem  stumpfen  Winkel  tr''i-''"nühpr!iet3enHt'  Seite  die  größte. 

Als  weitere  Anwendungen  des  vorstehenden  sind  noch  folgende  Sätze  be- 
merkenswert: 

In  jedem  gleichschenkligen  Dreieck  ist  durch  einen  Winkel  jeder  der  andern 

bestimmt.  Ist  z.  B.  der  Winkel  a  an  Spitze  gegeben,  so  ist  jeder  der  Winkel 
an  der  Grundlinie  «rteich  fier  Hälfte  von  ISII*" — a,  also  gleich  \n.  Ist 

dagegen  ein  Winkel  an  der  Basis  gleich  ^  gegeben,  so  ist  der  andre  VVmkel  an 
der  JBasis  ebenfalls  gleich  fi  und  der  Winkel  an  der  Spitze  gleich  180* —  2^*  — 
Stimmen  daher  7.w(m  gleichschenklige  Dreiecke  in  den  Winkeln  an  der  Spitze, 
oder  in  einem  der  Winkel  an  der  Grundlinie  überein«  SO  Stimmen  sie  auch  in 
je  zwei  andern  gleichliegenden  Winkeln  (iberein. 

Ferner  sind  in  jedem  gleichsclienkligen  Dreieck  die  Winkel  an  der  Grund- 
linie spitze,  da  kein  Dreieck  swei  rechte  oder  zwei  stumpfe  Winkel  haben  kann. 
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Die  Anßenwinkel  an  der  Baaia  sind  stets  stumpfe  WinkeL  Der  Anfienwinkel  an 
der  Spitze  ist  doppelt  so  groft  als  jeder  der  inneni  Winkel  an  der  Grundlinie.  — 

Ein  rechtwinkliges  oder  ein  ,stnm])fwiiiklij;es  Dreieck  kann  nie  gleichsfitiu  sPin; 
es  kann  i;leichschenkli£j  sein,  tuiti  dann  ist  der  rechte  oder  stumpfe  Winkel  der 
W  inkel  an  der  Spitze,  im  rechtwinklig-gleichschenkligen  Dreieck  ist  jeder  Winkel 
an  der  Grundlinie  ^/f  — 45*. 

2.  Aus  dem  Axiom  der  Geraden  folgt: 

Dir  Summr  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  ist  größer  als  die 
drille  Seite.  Die  Seite  AB  des  Dreiecks  AßC  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
den  Punkten  A  und  ß,  folglicli  ist 

AC-\-CJi>AB  . 

Uitigekehrt  ist  jede  Seite  eines  Dreiecks  kleiner  als  die  Summe  der 
beiden  andern  Seiten. 

Ans  diesem  Fandamentalsatx  folgt  auch,  daß 

AC  4-  CS  —  Cß  >Aß  —  CB  , 

also 

ist  Eine  Seite  ist  größer  als  die  Differenz  der  beiden  andern  Seiten  oder  die 
Differenz  zweier  Seiten  ist  kleiner  als  die  dritte  Seite. 

Verbindet  man  einen  beliebigen  im  Innern  eines  Drei- 
ecks Hf'tjenden  Punkt  D  mit  zwei  Eckpunkten  /?,  C  des 
Dreiecks  (Fig.  18),  so  stiilicüen  die  Verbiiuluiigslinien  einen 
Winkel  BDC  ein,  der  größer  ist  als  der  gegenüberliegende 
Winkel  des  Dreiecks.  Denn  verlängert  man  CD  bis  zum 
Durchscluiitt  mit  .  !B  In  E,  so  ist  ./  CDB  >  Z  I^Eß  (als 
Außenwinkel  des  Drcitcks  DEB),  und  ebenso  Z^DRB 
>Z.CAß,  folgUch  um  so  mehr  ^CDß>  /_CAß, 

Dagegen  ist  die  Summe  der  Verbindungslinien  CD  +  DB 
kleiner  als  die  Snmroe  der  einschUefienden  Seiten  CA  -f  AB^  denn  es  ist 

CA-^AE>  CD-^DB,  DE-\>  EB>  DB,  mitbin  auch 
CA^AE'\-DB-\-EB>CD-^DE-\-  DB,  \xaA  da 
DE         =  DE, 
w  'vA  CA-^-AE  '^EB>CD  +  DB,  oder 

CA'{'AB>  CD  +  DB, 


§  10.    Die  Kougruenzsätze. 

1.  Nach  den  R'-eriffen  der  Kongruenz  und  SymmeTric  werden  zAvei  Dreiecke 
voUstämlig  übereinstimmen,  wenn  sie  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel  haben. 
Sind  dabei  die  entsprechenden  Stücke  in  demselben  Knne  angeordnet,  so  lassen 
sich  die  Dreiecke  durch  Verschiebung  in  der  Ebene  zur  Deckung  bringen.  Ist 
die  -'Anordnung  der  Stii(  kc  in  beiden  Dreiecken  in  entgegrngesetztem  Sinne,  so 
sind  die  Dreirrk»-  s\  tniiit  iriscli :  sie  lassm  sich  zur  Deckung  bringen,  wenn  man 
das  eine  umweiul«  i  und  dann  in  der  Ebene  verschiebt.  Bei  der  folgenden  Be- 
trachtung kann  die  Umwendung  des  einen  Dreiecks  schon  als  geschehen  an- 
genommen und  Kongraenz  und  Symmetrie  braucht  nicht  unterschieden  zu  werden. 

2.  Z(>irhnet  man,  um  rin  Dreieck  AßC  zn  konstruieren,  zunächst  eine  Seite  Aß 
und  dann  an  diese  in  iliren  Endpunkten  ß  die  Winkel  a  und  ß.  so  sieht  man, 
daß  die  Längen  der  beiden  andern  Seiten  AC  und  ßC  nicht  mehr  wiiikürüch 
angenommen  werden  können,  sondern  sich  durch  den  Schnit^nnkt  C  der  an  AB 


Digitized  by  Google 


23U  l'lanimetrie.  §  10 

angelegten  Schenkel  \on  selbst  eri»cben.  DalJ  auch  der  dritte  Winkel  y  nicht 
mehr  u  illkürlich  annehmbar  ist»  folgt  schon  aus  dem  Satse  von  der  Winkelsomme 

des  Dreiecks. 

Durch  eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  sind  also  die  ubnueti 
Stfidce  des  Dreiecks  unzweideutig  bestimmt,  nnd  daher  müssen  Dreiecke,  die  in 
diesen  Stücken  übereinstimmen,  auch  in  den  andern  übereinstimmen,  also  kon- 
gruent sein.    Somit  ergibt  sich  der  erste  K oni*ruenzsatz: 

1)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Seite  und  den  beiden  anliegen- 
den Winkeln  fibereinstimmen»  so  sind  sie  kongruent. 

•  Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  anch  dadurch  geführt  werden,  daß  man  un- 
mittelbar zeij;t,  wie  zwei  solche  Dreiecke  zur  Deckung;  gebracht  werden  können. 
Denn  ist  AH  =  ÄJf  (Fig.  lö),        «=  a',  /?     jÖ*,  so  denkr  mnn  sich  das  Dreieck 

ÄßC  so  auf  ABC  gelegt,  daü 
e'  an!  A  xsaAA^ff  in  die  Rieh* 

tung  von  ABt  also  zufolge -der 
Gleichheit  von  A'/T  und  Aß 
nurh  P"  auf       und  daU  beidi- 

^iil'!?  ^--^A    Dreiecke  aut  dieselbe  Flachen- 

Fig.  19.  Seite    der  gemeinschaftlichen 

Strecke  fallen.  Dann  muß  in- 
folge der  GU-ichh'-ii  xoti  />  iiiui  ^-^T  auch  J^C  m  die  Richtunp  von  FC,  und  inful-i- 
der  Gleichheit  von  a  und  n'  aucii  A'C  m  die  Kichtnntr  von  AC  lallen.  D  i  .iIh  r 
zwei  Gerade  nur  einen  Schnittpunkt  haben,  so  lalli  auch  C"  auf  C,  unti  das 
Dreieck  A^B^C  deckt  mithin  das  Dreieck  ABC, 

Stimmen  zwei  Dreiecke  in  einer  Seite,  einem  ihr  anliegenden  und  dem 
gegenöhcrlit  uerKlcii  Wiiik«  !  lilti-rein,  so  müssen  sie  iiif<>l;;t'  des  Satzes  \  on  der 
Winkclsumme  des  Dreiecks  auch  in  dem  andern  anlic^-enden  Winkel  uberein- 
stimmen und  somit  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  kongruent  sein.  Mau  kann 
also  den  Satz  1)  erweitern: 

2)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Seite  und  zwei  gleichliegendon 
Winkeln  übereinstimmen,  so  sind  sie  kongruent. 

3.  Es  sei  ferner  angenommen,  dati  Aß  -  A'ß't  AC  =  A'C  und  Z.n  —  a', 
so  kann  man  sich  wieder  das  Dreieck  jfB'C  so  auf  das  Dreieck  ABC  gelegt 
denken,  daß  ^  auf  /tf,  A'B'  in  die  Richtung  von  AB  und  mithin  zufolge  der 
Gleichheit  von  A'ß'  und  Aß  auch  B'  auf  ß  fällt.  Dann  wird  wegen  der  Gleich- 
heit von  rt'  und  u  auch  A'C^  in  die  Richtung  von  IC  und  somit,  infolge  der 
Gleichheit  von  A'C  und  AC,  auch  C  auf  C  fallen.  Da  nun  durch  die  Punkte 
^  nnd  C  die  Strecke  BC  bestimmt  ist,  so  fällt  anch  B^C  auf  BC,  und  das  Drei- 
eck ^j^'C  deckt  also  das  Dreieck  ABC,   Somit  erhält  man  den  zweiten  Kon« 

grtien/«'!  f  7 : 

'A)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seiten  und  dem  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkel  übereinstimmen,  so  sind  sie  kongruenu 

Durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  sind  also  auch  die 

drei  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  der  (]röüe  nach  bestimni:.  Dies  läUt  sich  auch 
dadurch  /(ml"'ii.  daß.  wenn  mnn  . //'  /<  i.  !in<>?,  an  Aß  in  den  Winkel  a  anlegt, 
und  dem  angelegten  Schenkel  die  bestimmte  Länge  AC  gibt,  die  N'erbindungs- 
Unic  ßC  und  mit  ihr  die  Winkel  au  ß  und  6'  nicht  mehr  beliebig  angenommen 
werden  können. 

4.  Stimm<'n  ferner  die  Dreiecke  ABC,  ABC  (Fig.  20)  in  zwei  Seiten  Aß, 
A'ß  und  AC ,  AC,  sowie  in  einem  der  diesen  Sfitcn  gegenüberliegenden 
Winkel  ß  ß'  übercin,  und  denkt  mau  sich  wieder  das  Dreieck  Aß'C  so  auf 
ABC  gelegt,  daß  A  auf  A,  AB  in  die  Richtung  von  AB,  mithin  wegen  der 
Gleichheit  von  AB  und  AB  auch  B  auf  B  und  weiterhin  wegen  der  Gleichheit 
von  /f  und  ^  auch  BC  in  die  Richtung  von  BC  fällt,  so  kann  zunächst  nicht 
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bf'hatipti't  wurden,  daß  auch  C'  auf  C  fallen  müsse.  Nimmt  man  nun  an,  /^T"' «fn 
klemer  als  ßC^  es  tiefe  also  C  zwischen  ß  und  C,  etwa  nach  und  mithin 
AC  nach  AD^  so  mußte  wegen  der  Gleichheit  von  jfC  und  AC  auch  AD—AC^ 
also  das  Dreieck  ACD  gleichschenklig  und  folglich  ^  ACB  =^  /  ADC  sein.  Der 
Winkel  BDA  des  Dreiecks  BDA  oder»  was  dasselbe  ist,  der  Winkel  y  des  Drei- 
ecks  AjrC  muß  ^ 
also  in  diesem 
Falle,  wie  den 
Winkel  ADC,  so 
auch  den  Winkel 
ACB  oder  j»  des 
Dreiecks  ABC  zu 
sweiRechten  ergan- 
zen.  Umgekehil^ 
ist  y'^   1S0"J  —  y, 

SO  lälit  sich  das  Dreieck  A'HC  in  die  Lage  des  Dreiecks  ABD  bringen.  — 
Kimmt  man  dagegen  an,  daß  B^C  >  BC  sei,  also  C  aal  die  Verlängerung  von  BC 
falle,  80  kann  man  durch  ein  entsprechendes  Verfahren,  oder  auch  indem  man 
umgekehrt  ABC  auf  AB'C  legt,  wobei  derselbe  Fall  n  ie  vorher  eintreten  mnfi, 
zeigen,  daß  v=  180'^- — y'  sf»in  muß.  —  Aus  beulen  AiiiKihfiien  vereinigt  ergibt 
sich,  daß,  wenn  y  und  /  nicht  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  C*  auf  C 
fallen,  das  Dreieck  ÄB&  also  das  Dreieck  ABC  decken  mnfi«  Somit  hat  man 
den  Satz: 

4)  Dreieckf*,  dip  in  zwei  Seiten  und  dem  der  einen  Seite  gegen- 
überliegenden Winkel  übereinstimmen,  sind  kons^rucnt,  wenn  die 
andern  gegenüberliegenden  Winkel  nicht  supplementär  zueinander 
sind. 

Selbstverständlich  müssen  die  Dreiecke  auch  dann  kongruent  sein,  wenn  die 
andern  (jee^^nnberliegenden  Winkel  beide  rechte  sind,  denn  in  diesem  Falle  sind 
diese  nicht  nur  supplementär,  sondern  auch  gleich.  —  Sollen  Drei^rkc,  die  in 
zwei  Seiten  imd  einem  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen,  nicht  kon- 
gruent sein,  so  maß  der  andre  gegenäberliegende  Winkel  notwendig  in  dem  dnen 
Dreieck  ein  spitzer,  in  dem  andern  ein  stumpfer  sein,  und  dieses  Merkmal,  ob- 
gleich ungenauer  ah  das  vorher  angegebene,  genügt  in  praktischen  Fällen  meist 
zur  Entscheidung  der  Frage.  In  diesem  Sinne  kann  man  den  Satz  4)  auch 
dahin  fassen,  daü  Dreiecke  kongruent  sind,  die  in  zwei  Seiten  und  dem  der 
einen  gegenAberliegenden  Winkel  übereinstinunen,  und  in  denen  die  andern  gegen- 
überliegenden Winkel  gleichartig,  d.  h.  beide  entweder  spitz  oder  beide  recht 
iHltT  Vif  i  Ic  stumpf  sind.  —  Da  ferner  der  größern  der  beiden  Seiten  auch  der 
groUcte  Winkel  gegenüberliegt,  und  ein  Winkel,  der  einer  kleinem  Seite  gegenüber- 
liegt, somit  notwendig  ein  spitzer  sein  mnft,  so  kann  man  dem  obigen  Sats  aach 
als  dritten  Kongxnenzsats  die  Fassung  geben: 

5)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seiten  und  dem  der  größern  von 
ihnen  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen,  so  sind  sie  kon- 
gruent. 

Aus  der  vorstehenden  Entwicklung  folgt  noch,  daß  durch  zwei  Seiten  ^,  c 
und  dem  der  einen  gegenüberliegenden  Winkel  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks 
im  allgomeinrn  nirht  völlig  bestimmt  >ind,  sondern  daC,  damit  dies  der  Fnll  -ii  i, 
noch  eine  weitere  Bediniriini:,  wie  /■  >  r,  oder  die  seharlerc  J*  +  ^  180'^  hinzu- 
treten muß.  Ist  nicht  bekannt,  daß  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  so  sind  jedoch 
die  übrigen  Stücke  auch  nicht  völlig  unbestimmt,  sondern  es  bleibt  nur  die 
Wahl  zwischen  zwei  Möglichkeiten,  d.  b.  es  gibt  höchstens  zwei  nicht  kongruente 
Dreiecke  aus  jonrn  Stücken.  Man  kann  also  sagen,  das  Dreieck  sei  in  diesem 
Falle  zweideutig  bestimmt. 
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5.  Stimmen  endlich  zwei  Dreiecke  in  den  drei  St  iti  n  überein,  ist  also  (Fig.  21) 
AB^^A'/i',  AC—  AC\  ßC^B'C  und  dtnk(  man  sich  wieder  das  Dreieck 
A'BC  so  auf  ABC  gelegt,  daß  beide  Dreiecke  die  Seite  AB  gemeinschaftlich 
haben»  ao  kann  suaAdiat  nicht  bebaaptet  werden»  daß  ffC  in  die  Richtimg  von 

i9C  fallen  müsse.  Nimmt 
man  an,  dies  finde  in  drr 
Tat  nicht  statt,  snndrrn 
es  lalle  BfC  etwa  nach 
BDi  also  Ate  nach  AD^ 
nnd  zieht  man  dann  CD^ 
so  muß,  da  BD  =  PC  ist, 
das  Dreieck  BCD  gleich- 
schenklig, also  Z_  BCD 
Z  BDC  sein.  Hier* 
aus  würde  folgen,  daß 
Z  ACD  >  Z  ADO  sein  müßte,  da  ACD  wxn  ACB  p-ößrr  als  BCD  und  außerdem 
ADC  kleiner  als  BDC  ist.  lih  Dreieck  ACD  müßte  also,  da  dem  großem 
Winkel  eines  Dreieckt  die  größere  Seite  gegenüberliegt,  AD^AC  sein,  und 
somit  wäre  auch  AOAC*   Dies  wideiapticht  der  Voranssetziing  und  es  kann 

also  SfO  nicht  in  die  Lage 
von  BD  fallen.  —  Tlirrbei  ist 
in  der  Figur  angenommen  wor- 
den, dafi  AD  die  Seite  BC 
schneidet  Diese  Annahme  ist 
die  einzift'  t:*"^ffifteff'.  denn  bei 
jedor  aiul<'ni  Lage  von  Dt  wie 
in  den  Figuren  22,  würde 
AD->i'DB'^AC-\-  CB  sein,  was 
wiederdervorausgesetztenGleich- 
heit  der  entsprechen  den  Si»iten  widersprechen  wtirdp.  Somit  mnO  BD  in  die 
Richtung  von  BC  und  in  gleicher  Weise  AD  in  die  Kichtmii:  von  AC  fallen; 
die  beiden  Dreiecke  müssen  also  einander  decken.  Man  hat  äomit  den  vierten 
Kongrnenssats: 

6)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  den  drei  Seiten  fibereinstimmen»  so 

sind  sie  kongruent 

Durch  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sind  daher  auch  seine  Winkel  bestimmt 


§  11.  Nichtkongruenz-Sätze. 

1.   Die  Konnrtipnzsätze  zcigem.  daß  in  vier  Fällen  drei  Stücke  eines  Drei- 
ecks seine  Gestalt  und  Größe  bestimmen.    Aber  nicht  immer  ist  ein  Dreieck 

durch  drei  Stftcke  bestimmt  Eine  solche  Ansnahme  ist  aa> 
C  nächst  der  FaU,  in  dem  diese  Stücke  die  drei  Winkel  sind. 

A  Daß  Dreiecke,  die  in  den   drei  Winkeln  übereinstimmen, 

/    \  nirht  koiiernent  7x\  sfin  brauchen,  kann  leicht  gezeipf  wer- 

 Ai>  den,  wenn  man  in  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  23)  zu  emer 

/        \  Seite  AB  eine  Parallele  DE  zwischen  den  beiden  andern 

/  \         Seiten  zieht.     Aus  der  Gleichheit  der  korrespondierenden 

j/  \^     Winkel  folgt  daB  das  abtresclinitteiie  Dreieck  CDE  mit  dem 

PIg  2S.  größeren  CAB  in  (ien  \\  inkelTi  iiliereinstimmt    Diese  Aus- 

nahme erklärt  sich  dadurch,  daß  durch  zwei  Winkel  eines 
Dreiecks  der  dritte  mit  bestimmt  ist,  daß  also  die  drei  Winkel  nicht  voneinander 
unabhängige  Bestimmungsstücke  sind.  Eine  andre  Ausnahme  ist  der  Fall, 
in  dem  zwei  Seiten  und  ein  gegenüberliegender  Winkel  gegeben  sind;  doch  ist 
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in  diesem  Falle  das  Dreieck  nicht  unbestimmt,  sondern  nur  swcidetitig  bestimmt 
Man  kann  hiernach  die  Kongruenzsätze  dahin  ztisammenfassrn:  Hin  Dreieck  ist 
seiner  Gestalt  und  GröÜe  nach  eindeutig  oder  zweideutig  bestimmt,  wenn  drei 
Stücke  unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  befindet,  gegeben  sind. 

Der  für  den  vierten  Kongruensaats  gegebene  Beweis  zeigt  anflerdem  un- 
mittelbar die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

Stirn  in  «n  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seiten,  aber  nicht  in  dem  ein- 
geschlusäciien  Winkel  üherein,  so  ist  die  dritte  Seite  in  dem  Dreieck^ 
das  den  gröOern  eingeschlossenen  Winkel  hat,  größer  als  in  dem 
andern. 

Umgekehrt  muß  daher  auch  der  Satz  gelten:  Stimmen  zwei  Dreiecke 
in  zwei  Seiten,  aber  nicht  in  der  dritten  Seite  überein,  so  ist  der 
von  jenen  Seiten  eingeschlossene  Win- 
kel in  dem  Dreieck,  das  die  größere 
dritte  Seite  hat,  größer  als  in  dem 
andern.  Denn  ist  (Fig.  2i)  AB—A'Ify 
AC  -  A'C\  aber  PC  >  /TC,  so  kann  zu- 
nächst a  nicht  gleich  a'  sein,  da  in  diesem 
Falle  ans  der  Übereinstimmung  beider  Dreiecke 
in  z\v<-i  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel 

die  Kongruenz  der  Dn  ircki',  -Ahn  di#»  der 
Voraussetzung  widersprcrhrndr  Gleichheit  der  dritten  Seiti  n  fol<:cn  würde.  Wäre 
aber  a'!>a,  so  müiiie  nach  dem  vorhergehenden  Satz  gegen  die  Voraussetzung, 
ß'C  >  BC  sein.   Somit  ist  nor  möglich,  daß  a  >  o'  ist 

Man  kann  die  beiden  vorstehenden  Satze  als  X ichtkonpruenz-Sätze  mit 
den  entsprechend(^n  Kon^menzsätzen  verbinden:  Stimmt  ein  T^reieck  mit  ein«'m 
andern  in  zwei  Seiten'  überein,  so  ist  der  von  diesen  Seiten  eingeschlossene 
Winkel  in  diesem  Dreieck  größer,  ebenso  groß  oder  kleiner  als  in  dem  andern, 
je  nachdem  die  dritte  Seite  des  ersten  großer»  ebenso  groß  oder  kleiner  als  die 
dritte  Seite  des  zweiten  ist,  und  umgekehrt. 

2.  Noch  andre  Nichtkontrnienz-Sätze  lassen  sich  ebenfalls  im  AnschltiB  an 
die  Kongruenzsätze  ableiten.  Wir  iühren  die  nachstehenden,  die  später  gebraucht 
werden,  an: 

Stimmt  ein  Dreieck  mit  einem  andern  in  einer  Seite  und  einem  ihr  anliegen- 
den Winkel  äberein,  so  ist  der  andre  anliegende  Winkel  in  demjenigen  Dreieck 

der  größere,  in  dem  ihm  eine  größere  Seile  tjetjen- 
überliegt,  und  tmigekehrL  —  Der  Beweis  kann  nach 
Analogie  des  Beweises  zum  ersten  Kongroenssatz 
geführt  werden. 

Stimmen  zwei  Dreiecke  in  der  größten  S.  iir 
und  in  dem  dieser  Seite  ijegenüberUeiienden  W  inkel 
äberein,  ist  aber  eine  zweite  Seite  des  einen  Drei- 
ecks ffrößer  als  eine  zweite  Seite  des  andern,  so 
ist  die  dritte  Seite  des  ersten  kleiner  als  die  dritte 
Seite  des  zweiten.  Zum  Beweise  denke  man  sich 
beide  Dreiecke  so  aneinander  j.'eiefit,  daß  ihre 
gleichen  Seiten  zusammenfallen,  beide  Dreiecke 
aber  auf  verschiedenen  Flächenseiten  liegen.  Es 
seien  AliC  und  BCD  (Fig.  25)  die  beiden  Dreiecke  in  dieser  Lage.  Ist  nun 
AB  >  lind  zieht  man  AH,  so  ist  im  Dreieck  AßD  d<  r   (!<  r  L;rö[>ern  *^eite 

gegenüberliegende  Winkel  BDA  gnißer  als  BAD.  Da  aber  die  ganzen  Winkel  BAC 
und  BDC  nach  Voraussetzung  gleich  sind,  so  muß  der  Rest  ADC  kleiner  als  DAC^ 
mithin  auch  in  dem  Dreieck  ACD  die  Seite  AC  kleiner  als  DC  sein,  was  tu  be- 
weisen war.  —  Die  Forderung,  daß  BC  die  größte  Seite  sei,  ist  deshalb  gestellt, 
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damit  AD  A'w  Seite  ßC  zwischen  Ii  und  C  si  tinrifffn  mü«sp.  Srhnittr  nrimlich  AD 
die  Linie  ßC  in  C  oder  auf  der  Verlängerung  über  C  in  /■,  so  wären  die  Winkel  AFB, 
DßB  entweder  beide  rechte,  oder  einer  von  ihnen»  z.  B.  Afß,  eiu  stumpfer,  in 
beiden  Fällen  also  AB  >  BF  ond  mithin  anch  AB  >  BC^  die  gestellte  Forderang 
also  nicht  erfüllt,  wie  auch  der  vorstehende  Beweis  nicht  anwendbar. 

Insbesondere  ist  also  in  zwei  rcriitwinkh'gen  Dreiefkt-n  mit  gleichen  IIvpo- 
tenuseu  die  zweite  Kathete  de»  einen  gröUer,  »"benso  groü  oder  kleiner  als  die 

sweite  des  andern,  je  nachdem  die  erste  Kathete 
des  einen  kleiner,  ebenso  groß  oder  größer  als  die 
erste  des  andern  ist. 

Haben  z^vei  rerjitwinklige  Dreiecke  glr-irhr- 
H}"pütenusen,  und  ist  eiu  Winkel  des  einen  grölier 
als  ein  Winkel  des  andern,  so  liegt  dem  großem 
Winkel  eine  größere  Kathete  gegenüber.  Zum  Be> 
weise  denke  man  sich  beide  Dreiecke  so  auh'inander 
gelegt,  daß  die  gleichen  Hypotenusen  einander  decken.  Ist  nun  AB  (Fig.  2t>)  die 
gemeinschaftliche  Hypotenuse  und  /  CßA  >  Z  DBA,  so  ist  —  wie  aus  der  Wiukel- 
snmme  folgt  —  Z  CAB  <  Z  DAß,  also  fällt  AD  außerhalb  des  Dreiecks  ABC, 
und  BD  schneidet  CA*  Zieht  man  nun  CDt  so  ist  ^CDA> /.BDA^  also  ein 
stumpfer  Winkel,  mithin  ist  im  Dreieck  CDA  die  Seite  CA  die  größte,  also 
auch  CA^DA,  was  zu  beweisen  war. 


1  _'.    A 11  w  <  •  n  (1  u  n  g  e  n  der  K  o  n  g  r  u  e  n  z. 

1.  Di*>  vorherfphinfii'Ti  Sätze  dieses  Abschnitts  bieten  zunächst  dif  nötii;en 
Uilfsmittel  tür  eine  Untersuchung  der  gegenseitigen  La^en  von  Punkten  und 
Geraden. 

Von  einem  Punkte  A  außerhalb  einer  gegebenen  Geraden  MN'  (Fig.  27) 
lassen  sich  unendlich  viele  Verbindungslinien  nach  Punkten  der  Geraden  zi<'hen. 

1)  rnfer  riHcn  difs»M>  Strecken  ist 
die  senkrechte  die  kürzeste;  demi  ist  Aß 
senkrecht  und  AC  schief  zu  BCt  so  ist  im 
rechtwinkligen  Dreieck  ABC  die  dem  rechten 
Winkel  geiremiberliegend«'  Seite  AC  die  größte. 
Die  Senkrt^chtc  A/y  wird  daher  auch  der 
Abstand  oder  die  Entfernung  des  Punk- 
tes A  von  der  Geraden  Jlf^  genannt.  Die 
Höbe  eines  Dreiecks  ist  der  Abstand  der 
Spitze  von  der  Grundlinie'. 
pig.S7  -)  ^  on  den  vom  Funkte  A  nach  der 

Geraden  MX  gehenden  Strecken  sind 
ferner  je  zwei,  die  auf  verschiedenen  Seiten  der  Senkrechten  AB  so 
liegen,  daß  ihre  Endpunkte  (7,  D  vom  Fnßpunkte  B  der  Senkrechten 
gleich  weit  abstehen,  von  gleicher  Länge.  Denn  ist  BC  ^  BD,  so  stimmen 
die  Dreiecke  ABC  und  ABD  in  7.wei  Scttf  ii  und  dem  l  ingeschlossenen  rechten 
W  inkel  überein,  sind  also  kongruent,  und  uuthiu  ist  AC  —  AD. 

Umgekehrt  läßt  sich  in  entsprechender  Weise  zeigen,  daß  aus  der  Gleichheit 
der  Strecken  AC,  AD  anch  die  der  Strecken  BC  und  BD  folgt,  sowie  femer,  daß 
in  diesem  Falle  auch  die  Winkel  ACB  und  ADh'  gleich  sind. 

3)  Sind  dnerct  n  die  Af)slände  der  Endpunkte  zweier  Ve  rbinduiigs- 
linieu  vom  Fuüpunkte  der  Senkrechten  ungleich,  so  gehört  zu  dem 
größern  Abstände  die  längere  V^erbindungslinie  und  der  kleinere 
Winkel  gegen  die  Gerade. 
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bt  nämlich  EB  >  CB  tind  nimmt  man  an,  dafl  C  mi^  E  nach  derselben 

Richtung  der  Geraden  AfN  von  //  aus  liegen  —  was  imnaer  erlaabt  ist,  da  man 
andernfalls  nur  eine  der  beiden  Strecken  durch  die  ihr  nach  dem  vorhergehenden 
Satze  gleich»'  ^.ti  ersetzen  brauclit  -  ist  /  ACE  als  Außenwinkel  des  Drei- 

fcks  ABC  g^uüer  als  der  ihm  gegenüberliegende  rechte  ABC.  Jeuer  ist  also  ein 
stumpfer,  und  es  lieift  ihm  also  im  Dreieck  ACE  die  größte  Seite  gegenüber. 
Somit  ist  Ar.  >  .  tC. 

Der  W  nik'-i  ACß  aber  ist  als  Außenwinkel  des  Dreiecks  ACE  größer  als 
der  Winkel  AEC. 

Auch  dieser  Satz  läüt  sich,  wie  leicht  zu  beweisen,  umkeliren. 

Von  einem  Punkte  A  lassen  sich  nach  dem  vorstehenden  nach  Punkten  einer 
G^'raden  AfN  nie  int  hr  als  zwei  Strecken  von  gleicher,  gegebener  Länge  ziehen. 
Diese  Sirei  ken  AC,  AD  bilden  mit  der  X'erbiiuhin^sstrecke  CD  ihrer  FriÜptiriktp 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  d.T^  dnr(  h  die  .Seukredite  AB  in  zwei  kongruente 
rechtwinklige  geleilt  wird.    Dies  führt  zu  SaLzeii  über  das  gleichschenklige  Dreieck. 

%  Fällt  man  in  einem  gleichschenkligeu  Dreieck  ABC  (Fig.  28)  die  Senk- 
rechte  CD  von  der  Spitze  auf  die  Grundlinie,  so  sind  die  Dreiecke  BCD,  ACD 

kongruent,  denn  es  ist  BC —-  AC  nach  Vnrnnssetznnir,  _ 
CD^-CD  und  Z^CDB^  /.CDA  als  Rechte;  die  beiden  f 
Dreiecke  stimmen  also  in  zwei  Seiten  und  dem  der  gröüern  /|\ 
gegenüberliegenden  Winkel  fiberein.   Hieraus  folgt  weiter,  /  i  \ 

daß  auch  BD  DA  und  /  BCD  =  /_  ACD  sein  muU. 
Da  ferner  nur  eine  eiiiziL:'  Gerade  existieren  kann,  die 
den  Winkel  an  der  Spa/.e  halbiert,  so  muU  umgekehrt,  wenn 
der  Winkel  BCA  halbiert  wird,  die  Halbierungslinie  mit 
der  gefällten  Senkrechten  identisch  sein.    In  gleicher  >_ 


Weise  mnü  die  Verbindungslinie  der  Spitze  C  mit  der     B  'B  A 

Mitte  D  der  Basis,  und  ebenso  die  in  dem  Il.ilbierungs-  Pig.Ä 
punkte  D  der  Grundlinie  auf  dieser  errichtete  Senkrechte 

dieselbe  Gerade  wie  vorher  sein.    Man  kann  hiernach  folgende  Sätze  aufstellen: 
Die  von  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  auf  die 
Grundlinie   gefällte  Senkrechte  halbiert  die  Grundlinie   und  den 

Winkel  an  der  Spit/e. 

Die  Halbierungslinie  des  Winkels  an  der  Spitze  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  steht  senkrecht  «u  der  Grundlinie  und  halbiert  diese. 

Die  Verbindungslinie  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Drei- 
ecks mit  dem  Ilalbierungspunkte  der  Grundlinie  steht  senkrecht  EU 
dieser  und  halbiert  den  Winkel  an  der  Spitze. 

Die  auf  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  in  ihrem 
Halbieruugspunkte  senkrecht  stehende  Gerade  geht  durch  die  Spitze 
und  halbiert  den  Winkel  an  der  Spitze. 

In  einem  Dreieck  nennt  man  die  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem 
IT;ilbienings-  oder  Mitt<'lpnnkt<-  der  gegeiniberlie,jenden  Seite  die  Alittelltnie 
dieser  Seite.    Damit  kann  man  die  Sätze  zusaramentassen: 

4)  In  einem  gleichschenkligen  Dreieck  lallen  Höhe,  Mittellinie 
der  Basis  und  Halbierungslinie  des  Winkels  an  der  Spitze  zusammen. 

Aus  diesem  Satze  folgt  weiter:  Die  Spitzen  aller  gleichschenkligen  Dreiecke, 
die  eine  gemeinschaftliche  Bnsis  haben,  liegen  auf  der  zur  Basis  in  deren  Halbie- 
mngspunkt  senkrechten  Geraden. 

Verbindet  man  also  die  Spitzen  zweier  gleichschenkligen  Dreiecke,  die  eine 
gemeinschaftliche  Basis  haben,  miteinander,  so  muß  die  Verbindungslinie  senk- 
recht zu  der  Basis  stehen. 

Umgekehrt  haben  alle  Punkte  der  Geraden,  (fie  nnf  einer  Strecke  in  ihrem 
Halbierungsp unkte  senkrecht  steht,  von  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke 
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gleiche  Entfemunpfey.  Punkte,  die  nicht  avl  dieser  Senkrechten  liegen,  haben 
von  den  Endpunkten  ungleiche  Entfrmtincrr'n. 

Eine  perade  oder  krumme  Linie  von  der  Eigen- 
schait,  daß  jeder  ihrer  Punkte,  und  außerdem  kein  andrer 
Punkt,  eine  gewisse  Bedingung  erfQllt,  heifit  der  geo- 
metrische Ort  der  verlangten  Punkte. 

Nennt  man  die  in  dem  ]SIittt>lpunkt(>  einer  Strecke 
aul  dieser  errichtete  Senkrechte  die  Mittclsenkrechte 
der  Strecke,  so  bat  man  den  Sats: 

5)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die 
von    zwei    gegebenen   Punkten   gleich    weit  ent« 
fernt   sind,    ist   die  Mittelsenkrechte   der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte. 

Konstmiert  man  die  Mittelsenkrediten  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC 

(Fig.  29),  so  müssen  je  zvei  als  Senkrechte  auf 
nicht  parallelen  Geraden  einander  schneiden.  Es 
sei  M  der  Schnittpunkt  der  Mittelsenkrechten 
von  AB  und  BC,  so  muß  MA  =  MB  und  ebenso 
MB^MC  sein;  daher  ist  auch  MA  —  MQ 
mitbin  M  auch  ein  Punkt  der  Mtttelsenkrechten 
von  ^C.   Somit  hat  man  den  Sat?:: 

6)  Die  drei  M iile  1  se n  k rechten  der  Sei- 
ten eines  Dreiecks  schneiden  einander  in 
einem  Punkte.  Dieser  Punkt  ist  von  den 
drei  Eckpunkten  des  Dreiecks  gleich  weit 
entfernt  und  er  ist  der  einzige  Punkt, 
der  diese  Eigenschalt  hat. 

3.  Fällt  man  von  einem  Punkte  D  der  Halbierongslinie  eines  Winkels  ABC 
(Fig.  SO)  die  Senkrechten  D£t  Di*  auf  die  Schenkel,  so 
stimmen  die  Dreiecke  BED,  BI^D  in  der  Seite  BD,  einem 
anliegenden  {/_  EBD  '  DIU')  und  dem  tjeeemlberliegen- 
deu  rechten  Winkel  überem,  sind  also  kongruent    Daher  ist 

7)  Jeder   Punkt    der    Halbierungslinie  eines 
Winkels  ist  also  von  den  beiden  Schenkeln  gleich 

weit  entfernt. 

Umgekehrt  muß  jeder  von  den  beiden  Schenkeln  gleich 
weit  entfernte  Punkt  auf  der  Halbierungslinie  des  Winkels 
liegen,  denn  ist  DE^  DP,  und  sind  die  Winkel  BED  und 
BFD  re(  lite,  so  stimmen  die  Dreiecke  BED,  BPD  in  zwei 
Seiten  und  dem  der  trröKern  iretrenüberliegenden  Winkel 
übercin,  folglich  müssen  die  Winkel  EBD,  LBD  als  ent- 
sprechende Stücke  kongruenter  Dreiecke  gleich  sein. 
Soll  ein  Punkt  von  swei  einander  schneidenden  Geraden  AB,  CD  gleich  weit 
entfernt  «^ein,  so  mnli  er  hiernach  auf  einer  der  Halbierungslinien  der  \ier  \nn 
diesen  Geraden  geliii<leten  hohlen  Winkel  liegen.  Diese  vier  Halbierungslinien 
(Fig.  31)  bilden  nur  zwei  Gerade,  da  jede  Halbierungslinie  eines  Winkels  auch 
seinen  Scheitelwinkel  halbieren  muß,  und  diese  Geraden  stehen  senkrecht 
aufeinander,  da  die  Hälften  zweier  N(>benwinkel  zusamm<'n  die  Hälfte  eines  ge- 
streckten Winkels  betragen  müssen.    Man  hat  also  den  Satz: 

8)  Der  geometrische  Ort  der  von  zwei  einander  schneidenden 
Geraden  gleich  weit  entfernten  Punkte  wird  von  den  zwei  zueinander 
senkrechten  Geraden  gebildet,  welche  die  Winkel  der  Geraden  haU 
bieren. 


f1f.8L 
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Halbiert  man  die  drei  innem  Winkel  eines  DceiedEt  ABC  (Fig.  32),  so 
müssen  je  zwei  df-r  Halbierungslinien  einander  in  einem  inneihalb  des  Dieiecks 
liegeudea  Punkte  schneiden.  sei  O  der  Schnitt- 
punkt der  HatbiemngsUiiien  der  Winkel  sn  A 
nnd  nnd  von  0  seien  auf  die  Seiten  AB^ 
ACy  BC  <!io  Senkrechten  0C\  0B\  OAt  gefäUt, 
so  muü  OC  ^  OÄ  und  ebenso  OC  =  OB'  sein. 
Mithin  ist  auch  0/f  =  0B\  und  O  ist  daher 
auch  ein  Punkt  der  HalbierangsUnie  des  Winkels 
an  C.    Somit  hat  man  den  Satz: 

9)  Die  drei  Winkelhalbierenden  ein^s 
Dreiecks    •schneiden    einander    in  einem 
Punkte.    Dieser  Punkt  ist  von  allen  Seiten  des  Dreiecks  gleich  weit 
entfernt 

Halbiert  man  auch  die  Außenwinke!  des  Dreiecks  (Flg.  33)t  so  findet  man, 
daU  die  Halbierungslinien  der  Außruw  inkrt  an  je 
zwei  Eckpunkten  sich  mit  der  Haibierungsiinie 
des  inuern  Winkels  am  dritten  Eckpunkt  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  daß  dieser  Punkt  von  den 
über  die  Eckpunkte  verlängerten  Seiten  gleich 
weit  entfernt  ist.  Man  erhält  so  außer  dem  zu- 
erst gefundenen  Punkte  noch  drei  andre  von  diesiT 
Eigenschaft;  der  erste  ist  hierbei  der  einzige, 
der  inneibaib  des  Dreiecks  liegt,  nnd  ffir  den  der 
FuKpnnkt  keiner  der  auf  die  Seiten  gefällten  Senk- 
rechten auf  die  Verlängerung  der  betretlendf  n 
beite  fällt.  Es  gibt  also  vier  Punkte,  die  \on 
drei  sich  schneidenden  Geraden  gleich  weit  ent- 
femt  sind. 


§  13.    Das  Viereck. 

1.  KiTi  Viereck  ABCD  (Fiii.  Hl)  hat  zwei  Paare  L;e,;enüberliegender 
Seiten,  die  keinen  Eckpunkt  genieinscfiaftlich  haben,  AB  und  C/?»  BC  und  DA\ 
AB  uiui  y>'C"  u.  s.  w.  sind  anstoßende  Seiten.  Sind  beide 
Paare  pacullel,  so  hc-ißt  das  Viereck  ein  Parallelograuun, 
hat  es  nur  ein  Paar  parallele  Seiten,  so  heißt  das  Viereck 
ein  Trapeau 

Zieht  man  in  dem  Parallelogramm  ABCD  (Fit;.  in 
dem  II  CZ?,  BC\\  DA  ist,  eine  Diagonale  AC^  so  stimmen 
die  entstehenden  Dreiecke  ABC,  ADO  außer  in  der  gemein- 
schaftlichen Seite  AC'ivi  den  ihr  anliegenden  Winkeln  über- 
ein, weil  die  Winkel  BAC  und  ACD,  nnd  ebenso  ACB  und 
DAC  als  Wechselwinkel  an  parallelen  Linien   'gleich  sind. 

1)  Ein  Parallelogramm  wird  also  durch  eine  Diagonale  in  zwei 
kongruente-  Dreiecke  geteilt 

Aus  dieser  Hanpteigenschaft  des  Parallelo- 
gramms folgt,  daß  AB  =  CD,  BC DA  und 
/_  ABC  =  Z.  CDA  sein  muß,  weil  entsprechende 
Stücke  der  kongruenten  Dreiecke   gleich   sein  B 
müssen;  man  hat  also  den  Satz  bewiesen:  FiK.aBk 

2)  In  einem  Parallelogramm  sind  die  gegenüberliegenden  Seiten 
und  die  gegenüberliegenden  Winkel  einander  gleich. 


Fig. 
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Aus  diesem  S.uzc  folt;!  wieder: 

Schneidet  man  zwti  Parallele  durch  zwei  andre  Parallele,  so  sind  die  Stn^  k«'n 
des  einen  Paares,  die  zwischen  dem  andern  Paare  liegen,  einander  gleich  oder 
kxxa:  Parallelen  zwischen  Parallelen  sind  gleich  lang.  Stehen  insbesondere 
die  Geraden  des  einen  Paares  auf  denen  (i<  s  andern  senkrecht,  so  erhält  man 
die  Eigenschaft  einer  Parallelen  zu  einer  Geraden,  <!aO  ji-d«  r  ihrer  Punkte  die 

gti'ich«'  Kntlernung  von  drr  Ge- 
raden hat,  die  man  den  Ab- 
stand der  beiden  Parallelen 
nennen  kann. 

Kine  Gerade  ist  einrr  andrm 
parallel,  wenn  alle  ihre  Punkte 
gleich  weit  von  der  andern  ent- 
fernt sind. 

Zieht  man  durch  jeden  Eck- 
punkt cinps  Dr.  icrks  1/iC  (f  iji.  HO) 
eine  l-'aralleie  zur  gegenüberliegen- 
den Seite,  so  bilden  sie  das  neue 
Dreieck  i4,^|C|.  Als  Parallelen 
zwischen  Parallelen  ist  aber 


AB  =  B^C 


ZZ7ZZ7 


Fig.a7. 


mithin  ist  C  der  Halbierungspunkt  von  A^li^  \  ebenso  ist  B  der  von  - /,  und  A 
der  vnn  B^C^.  Die  in  C  auf  A^B^  errichtete  Si-nkn-.  Ute  CC  ist  alsr)  dii'  Mittel- 
senkrechte von  A^By^,  zugleich  aber,  da  sie  auch  senkrecht  zu  AB  sein  rauJJ,  die 

Höhe  des  Dreiecks  ABC»  Nim  schneiden  sich  nach 
§  12  Nr.  3,  6)  die  Mittelsenkrechten  eines  Dreiecks 
in  einem  Punkte,  also: 

3)    Die    drei    Höhen    fines  Dreiecks 
schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Durch  einen  Winkel  eines  Parallelogramms  sind 
die  übrigen  bestimmt;  ist  z.B.  /_A^a  gegeben 
so  ist  /_B  ^  isu^  -  a,  /  C-=rt,  Z  Z) ISO"-  n 
Inshf sondfTP  fo!<:t  hieraus:  Ist  «'in  Winkel  eines 
i'arall«-logramms  ein  reclitcr,  so  sind  alle  rechte;  im 
allgemeinen  sind  zwei  spitz  und  zwei  stumpf.  Hiemach  kann  man  recht- 
winklige Parallelogramme  und  schiefwinklige  unteiW'heiden. 

Sind  zwei  anstoüende  Seiten  eines  Patallt  lMLjr.Tmrns  lK  it  h,  so  sind  alle  vier 
Seiten  gleich.  Man  kann  daher  gleichseitige  Paralielouramme  und  ungleich- 
seitige unterscheiden.    Durch  Verbindung  dieser  Einteilung  mit  der  nach  den 

Winkeln  erhält  man  vier  Arten  von  Parallelo- 
grammen (vgl.  Fig.  B7), 

a)  das  rechtwinklige  und  gleichseitige,  oder  das 

(Quadrat, 

b)  das  rechtT;vinkligc  und  ungleichseitige,  oder 
das  Rechteck, 

c)  das  schiefwinklige  und  gleichseitige»  oder 

der  Rhombus  (Raute), 

dl  das  schietwinklie*'  inul  nnjhMrhsrifigc. 


2.  Zn'ht  man  bcidt-  Diagonalen  AC,  BD  des  Paraileiügranuns  ABCD  (Fig.  .'i>i), 
die  sich  in  E  schneiden,  so  entstehen  vier  Dreiecke,  \on  denen  je  zwei  gegen- 
überliegende, ARB,  CED  und  ebenso  AED,  BEC,  in  einer  Seite  und  den  gleich- 
liegenden Winkeln  übereinstimmen  und  also  koiii:r(ient  sind.  Aus  dieser  Kongruenz 
folgt,  daü  AE  =  EC,  BE  =  ED  ist,  oder  der  Üalz: 
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4)  Die  DiaijonaliMi  eines  Parallolo j^ramms  halbieren  einander. 
Ist  das  Parnllf'ld^ramm  dabei  gleichseitig,  also  AR      AD,  so  stimmen  somit 

auch  je  zwei  anfinanderliegende  Dreiecke  wie  AEB  und  AED  in  den  drei  Scitea 
dberetn;  es  sind  also  alle  vier  Dreiecke  kongnienL  Daher  sind  in  diesem  Falle 
auch  die  N'-bcuwinkt  l  AED  und  AEß  gleich,  also  rechte.  Ebenso  sind  die 
Winke  l  DAE,  BAE  als  ent^iechende  Stücke  kongrnenter  Dreiecke  gleich.  Daher 
gilt  di  r  Satz: 

5)  In  einem  Rhombus  stehen  die  Diagonalen  senkrecht  auf- 
einander and  halbieren  die  Winkel  des  Rhombns. 

Ist  das  Parallelogramm  rechtwinklig,  so  sind  je  zwei  Dreiecke»  die  eine  Seite 
de«?  Prirnllr'Intjramms  gemeinschaftlich  haben,  wie  ADC 
und  BCD  (l"ig.  30),  kongruent,  denn  sie  stimmen  in 
zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossencu  rechten  Winkel 
fiberein.   Daher  ist  AC  =  BDt  oder: 

())  In  einem  Rechteck  sind  die  Diagona- 
len  gleich. 

Zieht  man   durcli  den  Schnittpunkt    der  Dia- 
gonalen eines  beliebigen  Parallelogramms  eine  Ge- 
rade und  begrenzt  diese  durch  ihre  Schnittpunkte  mit 
zwei  paralelen  Seiten  des  Parallelogramms  oder  deren  Verlängerungent  so  läßt  sich 
mittels  Kongruenz  von  Dreic  k<  n  beweisen, 

7)  daU  die  Strecke  durch  den  Schnittpuakt  der  Diagonalen  hal- 
biert wird. 

3«  Die  Sätze  über  die  Winkel,  Seiten  und  Diagonalen  der  Parallelogramme 
gestatten  folgende  Umkehnmgen: 

1)  Sind  in  einem  Viereck  je  swei  Gegenseiten  gleich,  so  ist  es 

ein  Parallelogramm. 

Denn  ist  AB  =  CD,  AD  —  BC  (Ing.  4ii)  uud  zieht  man  die  Diagonale  AQ 
so  stimmen  die  Dreiecke  ABC,  j-LDC  in  den 
drei  Seiten  uberein  nnd  sind  also  kongnient. 
Daher  sind  die  Winkel  BAC  und  DCA  als  ent- 
?:prf'rli<  nde  Stücke  in  kongnienten  Dreiecken  gleich 
1111(1  da  sie  Wechselwiiikel  an  den  Geradt-n  AB 
nnd  DC  sind,  so  sind  diese  parallel.  In  gleicher 
Weise  ergibt  sich,  daB  die  Winkel  DAC  und  ACß  gleich,  und  hieraas,  daß 
auch  AD  und  BC  parallel  sind. 

2)  Sind  in  einem  Viereck  je  zwei  einander  gegenüberliegende 
Wink'  l  ^l»'ich,  so  ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm. 

Denn  ist  (Fig.  4<»)  ^A^  /  C.  /_B^  /.D,  so  ist  Z  +  Z  Z  C  +  Z  A 
mithin  jede  dieser  Summen  gleich  der  Hälfte  der  Gesamtsumme  aller  vier  Winkel. 
Diese  beträgt  aber  in  jedem  Viereck  4  J?,  also  ist  Z.A-^Z.B^2Rt  nnd  da 
Z.A  und  Z inrii  Gegenwinkel  an  den  Linien  AD,  /»C  sind,  so  muß  ADfiBC 
sein.    In  derselben  Weise  läUt  sich  zeigen,  Haß  nnrh  .//>'!  T/)  ist. 

3)  Sind  in  einem  Viereck  zwei  (ieg*'nseitcn  gleich  und  parallel, 
so  ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm. 

Denn  ist  (Fig.  40)  AB  —  DC  und  AB^DC  und  rieht  man  wieder  AC^  so 
siinimen  die  entstehenden  Dreit?cke  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel  überi  in,  w  i  il  BAC  und  /  ACD  als  W«'chselwinkel  an  parallelf^n  Ge- 
raden gleich  sind.    .\us  der  Kongruenz  der  Dreicrke  folgt,  dali  auch  //Z?  II  i^C  ist. 

Ist  dagegen  von  einem  Viereck  bekaiini,  dali  zwei  Seiten  parallel  und  die 
beiden  andern  Seiten  gleich  sind,  so  kann  nicht  behauptet  werden,  daß  das 
Viereck  notwendig  ein  Parallelogramm  sein  müsse;  denn  rieht  man  wieder  eine 
Diagonale,  so  stimmen  die  entstehenden  Dreiecke  in  zwei  Seiten  und  einem 
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gpc^enübf  rltVjTPTiden  Winkel  überein,  und  es  bleibt  also  die  Möglichkeit  bestehen» 

dali  sie  nicht  kongruent  sind. 

4)  HaH>it  ren  die  Diagonalen  eines  Vierecks  einander,  so  ist 
dieses  ein  Parallelogramm. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  geschieht  leicht  mit  Hilfe  der  Kongruenz  je  nreier 

einander  gegenüberliegender  Drcicrkts  die  durch  dir  Diagonalen  nntstehen  und 

die  in  zwei  Seiten  und  dvm  cinijrsclüossenen  Winkel  ühcrcinstimnirn. 

5)  Stehen  die  Diagonalen  cincs  Parallelogramms  senkrecht  aul- 

einander,  so  ist  es  ein  Rhombus.  Dieselbe  Behauptung  gilt»  wenn  die 
Diagonalen  eines  Parallelogramms  die  Winkel  halbieren. 

Der  Rt'w  i'is  folpT  ans  der  Konprnenx  zn-eier  aneinanderlii-t^rndcr  Drricckr, 
die  in  zwei  Seiten  und  entweder  dem  eingeschlossenen  rechten  oder  in  dem  der 
größern  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen. 

6)  Sind  die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  einander  gleich, 
so  ist  es  ein  Rechteck. 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Koncrnenz  zweii-r  Dreieck«',  di«-  eine  Seite  des  Parallelo- 
gramms geraeinschaftHch  haben,  und  die  in  den  drei  Seiten  übereiusimimen.Daher  sind 
zwei  innere  Gegenwinkel  an  jener  gemeinschaftlichen  Seite  einander  gleich,  also  rechte. 

Durch  Verbindung  dieser  Umkehnmgssätze  mit  den  Sätsen  In  Nr.  1  ergibt 
sich  noch  fo^ndes: 

7)  Der  'geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  einer  gegebenen 
Geraden  eine  gegebene  Entfernung  haben,  besteht  aus  den  zwei 
Geraden,  die  zu  ihr  in  dem  gegebenen  Abstand  parallel  sind. 

8)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  swei  parallelen 
Geraden  gleich  weit  entfernt  sind,  ist  die  zu  beiden  parallele  Gerade, 
die  ihren  Abstand  halbiert. 

In  einem  Parallelogramm  sind  die  Diagonalen  im  allgemeinen  sctüef  zuein- 
ander und  teilen  die  Winkel  in  ungleiche  Teile. 

In  einem  Paratlelogtamm  sind  die  Diagonalen  im  allgemeinen  ungleich;  die 
größere  Diagonale  geht  durch  die  Scheitel  der  beiden  spitzen  WinkeL 

•t.  Wie  bereits  i,'P7:pic:t  wurde,  können  in  einem  Viereck  zwei  Seiten  parallel 
und  die  beiden  andern  gleich  sein,  ohne  daf}  diese  parallel  zu  sein  brauchen. 

Man  erhält  ein  solches  gleichschenkliges  Trapez, 
wenn  man  an  eine  Seite  BE  eines  Parallelogramms  ABED 
(Fig.  41)  in  der  der  Forderung  entsprechenden  Weise 
das  gleichsihenkliiL^^e  T'>reierk  liF.C  anlegt. 

Das  gleichschenklige  Trapez  ABCD  (t  ig.  4 1 )  lälit  sich 
_  ^  in  ein  Parallelogramm  und  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

zerlegen,  denn  ist  AB  j|  Z>C,  AD  —  BC  und  zieht  man  B£ 
parallel  zu  JD  bis  zum  Schnittpunkt  E  mit  DC,  so 
ist  ABED  ein  Parallelo  Tramm.  mithin  BE  ^  AD^  und  somit  BE  auch  gleich  BCy 
also  BEC  ein  gleichschenkliges  Dreieck. 

Hierans  folgt  weiter,  dafi  Z  BEC  Z  BCE,  und  da  Z  BEC  =  Z  ADE  sein 
mu0  (als  korrespondierender  an  Parallelen),  so  ist  aach  Z  BCD  —  Z  ADO.  Femer 
betragen  die  Gegenwinkel  an  den  parallelen  Trapezseiten,  also  BAD  und  ADO, 
und  eben?!o  .  IBC  und  BCD  zuj^ammen  zwei  Rechte.  Nach  Abzug  der  gleichen 
Winkel  an  D  und  C  von  je  zwei  Kochten  bleiben  daher  auch  für  die  beiden 
andern  Winkel  des  Trapezes  gleiche  Werte  übrig.   Somit  gilt  der  Sati: 

1)  In  einem  gleichschenkligen  Trapez  sind  die  an  einer  der 
parallelen  Seiten  liegenden  Winkel  gleich.  An  der  gröfiem  liegen  ^ItM, 
an  der  kleinem  die  stumpfen  Supplemente. 

Zieht  man  ferner  in  dem  gleichschenkligen  1  rapez  ABCD  die  Diagonalen 
ACt  BD  (Fig.  42),  so  sind  die  Dreiecke  ADd  BCD  kongruent,  da  DC^^DC^ 
AD  —  BC,  Z  AJ^C  =  Z  BCD  ist   Hieraus  folgt; 
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2)  Die  Diagnnalen  *>in<>s  ;;l«MrhschenkIi^cn  Trapezes  sind  gleich. 
Wie  von  <i<'n  b»  i(!»  ii  vorstchoncl«Mi  Sätzen  richtige  Umkehningen  gebildet  und 

bewiesen    werden    können,  bedarf 
keiner  näheren  Erdrtening. 

Ein  Trapez  wird  im  allgemeinen 
durch  die  Parallel«*  zu  einer  nicht- 
parallelen Sf'it(\  die  durch  den  Knd- 
pankt  einer  parallelen  Seite  gezogen 

viid,   in  ein  Parallelogramm   und     ~  p.^ 
ein  ungleichseitiges  I)rei<'ck  zerlegt.  ~ 

Zieht  man  in  ciii.'m  helir  l)iufn  Trapez  durch  den  Ilalbierungspunkt  einer 
der  nicht  parallelen  Seiten  die  Parallele  7»  den  parallelen  Seiten,  so  muß  diese 
die  andre  nicht  parallele  Seite  ebenlalls  halbieren.  Denn  ist  //iV  J  Zi/'Ü  DC  (Fig.  43) 
und  AE^ED^  und  zieht  man  BG^AE  bis  zum  Dnichachnttt  mit  Ef  und 
///  !I  ED  bis  zum  Durchschnitt  mit  DC,  so  ist 
FC!  -=  AE  und  F/f  l.D  (als  Parallele  zwischen 
Parallelen),  mithin  auch  BG  —  FH.  Da  ferner 
die  Winkel  BFG  und  FCH  und  ebenso  die 
WmJcel  FBG  und  CFH  als  korrespondierende 
an  Parallelen  gleich  sind,  so  sind  die  Dreiecke 
BGF  lind  FJfC  kongruent,  und  mithin  die  ent- 
sprechenden Seiten  HF  und  FC  einander  gleich.  Fig.  48. 

Umgekehrt  muß  die  Verbindungslinie  der 
Halbiemngspunkte  der  nicht  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  den  parallelen 
Seiten  parallel  sein,  denn  aus  der  Annahine  des  Gegenteils  würde  folgen,  dafi 
die  durch  F.  zu  Afi  und  DC  gerochene,  von  der  \'erbindiin<:slirMi'  F.F  verschiedene 
Parallele  die  Seite  BC  in  einem  zweiten  Halbierungspunkte  tretlen  muüte,  was 
nicht  möglich  ist 

Die  Gerade  EF^  die  somit  die  doppelte  Eigenschaft  hat,  dafl  sie  die  nicht 

parallelen  Seiten  des  Trapi^zes  halbiert  und  den  parallelen  Seiten  parallel  isi^ 
hetÜt  die  Mittelparallele  des  Trapezes. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  BGF  und  FJiC  folgt  noch,  dali  auch 
GF^  HC  ist  Da  nun  EG  AB^  DH—  EF  (als  Parallele  zwischen  ParaUelen)» 
so  ist  EF —  AB  DC —  EF^  oder  wenn  man  AB  »  Z7C=  b  und  EF'^m 
setzt, 

m  —  tf*»*  —  M,    2mi  — a-f-^t  „—  • 

& 

Die  Hälfte  der  Summe  zweier  Größen  heißt  ihr  arithmetisches  Mittet» 

Man  kann  daher  den  Satz  aulstellen: 

3)  Die  Mittelparalle  I  r  .'iue>  Trapexes  ist  das  arithmetische 
Mittel  der  bei<ien  parallelni  Seiteiu 

Die  vorstehenden  Sätze  gelten  auch  dann,  wemi  die  kleinere  parallele  Seite 
des  Trapeze«  infolge  stetiger  Abnahme  schließlich  verschwindet,  in  welchem 
Falle  sich  das  Trapez  auf  ein  Dreieck  reduziert-  Die  Beweise  bleiben  im  wesent- 
lichen unverändert:  der  einzige  Unterschied  bc-teht  darin,  daU  BG  mit  AE  zu- 
sammenfällt, also  nicht  konstruiert  zu  werden  braucht.  Die  N'eibindungsliuie  der 
Halbiernngspnnkte  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  ist  also  der  dritten  Seite  parallel 
and  halb  so  groß  als  diese. 

Die  \ orstrhriidi  u  Sätze  erleiden  femer  keine  Ausnahme,  wenn  die  nicht 
parallelen  Seiten  des  i  rapezi's  durch  j)arnllelf  ersetzt  werden,  das«  'I'rapez,  also 
zu  einem  Parallelogramm  wird;  die  Beweise  w«'rden  in  diesem  Falle  nur  wesent- 
lich vereinfacht,  indem  BF  und  FC  bezüglich  mit  BG  und  FH  zusammenfallen. 

Durch  eine  noch  weitergehende  Verallgemeinerung  führt  die  vorstehende 
Untersuchung  zur  .Vuf.siellung  folgender  Sätze: 

Handbuch  der  MathctiMtik,  2.  Aafl.,  Bd.  L  16 
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4)  Sind  anl  einer  von  zwei  Geraden  beliebig  gleiche  Strecken 
ABt  CD,  DEt  .  .  .  (Fig.  44)  abt,M'tra^<'n  und  durch  ihre  Kndpunktt?  nach 

bclirbi^e'r  Rirhtiinp  unter  sich  Pa  r  n  1 1  ••!  cn  ge- 
zogen, welche  die  andre  Gerade  schneiden, 
SO  »ind  aocb  die  auf  dieser  abgeschnittenen 
Strecken,  die  mit  je  einer  der  Strecken  AB, 
CD,  DE,  .  .  .  zwischen  denselben  Parallelen 

liefen,  einander  gleich. 

Zum  Beweise  ziehe  man,  wenn  die  gegebenra 
Geraden  nicht  parallel  sind,  die  Parallelen  /fB^,  CJy^ 
/yjS"  U.  8.  w.  zu  A/i,  CD,  DE  u.  s.  w.  und  benutxe 
i'bi-nso,  wir  bei  (ii-rn  obitji-n  cinfaclistrn  l"alt  (iicses 
Satzes  für  ein  1  rapez,  die  Kongruenz  (b-r  Dreiecke 
Äli'H",  C'/rZT',  D^E'E"  u.  s.  w.  Sind  dagegen  die 
gegebenen  Geraden  selbst  parallel,  so  folgt  die  Richtig- 
keit des  Satzes  ohne  weiteres  daraus,  daü  die  Strecken 
J'/^,  C'D^  u.  \v.  den  Strecken  AF,  CD  n.  s.  w.  als  Parallele  zwischen  Parallelen 
gleich  und.  —  Geht  fine  der  parallelen  Geraden  AA'  u.  s.  w.  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  ersten  Geraden,  so  gilt  dieser  i'unkt  für  beide 
Gerade  zugleich,  ohne  daB  eine  wesentliche  Ändemng  des  Be- 
weises eintritt:  liegt  der  Schnittpunkt  S  zwischen  zweien  der 
Parallelen  CC  und  DE/  (Hg.  4'),  so  bleil)t  der  Ib-weis  ebenfalls 
im  wesentlichen  derselbe,  nur  tritft  die  durch  C  zu  CD  gezogene 
Parallele  Cjy  die  Gerade  DI/  aaf  ihrer  Veiläugerung  über  D, 


Flg.  46. 


§  14.   Die  Kongruenz  der  Vielecke. 

Ein  Vieleck  kann  auf  verschiedene  Arten,  z.  B.  durch  die 
von  einem  Eckpunkt  ausgehenden  Diagonalen  oder  durch  Ver- 
bindiirii,'^  eine«;  im  Innern  gelegenen  Punktes  mit  allen  Eckpunkten, 
in  Drei<  <  ke  verlegt  werden  §  S  Nr.  3). 

Ist  jedes  von  zwei  w-Keken  iu  «  Dreiecke  zerlegt,  ist  ferner  jedes  der  Drei- 
ecke des  einen  einem  entsprechenden  Dreiecke  des  andern  kongruent,  und  liegen 
endlich  diese  kongruenten  Dreiecke  in  beiden  Vielecken  in  demselben  Sinne 
aneinand<*r,  so  können  die  beiden  X'iele«  ke  so  aufeinander  gelegt  werden,  daß 
jedes  Dreieck  des  einen  das  ihm  entsprr  rheiule  des  andern,  und  daß  suniil  die 
•Vielecke  selbst  einander  decken.  Miiiiin  sind  diese  kongruent.  In  der  Zerlegung 
in  kongruente  Dreiecke  ist  somit  ein  Mittel  gegeben,  um  die  Kongruenz  von 
Vielecken  zu  beweisen. 

Je(]rs  /;-F.(  k  läLU  sich  durch  eine  Diagonal«'  in  ein  (n —  ]  )-Krk  und  ««in 
Dreieck  zerlegen.  Sind  die  Stücke  des  «-Ecks,  die  zur  Bestimmung  des 
(ff  —  l)'£cks  erforderlich  sind,  gegeben,  so  ist  mit  diesem  auch  eine  Seite  des 
Dreiecks  bestimmt  Man  bedarf  also  nur  noch  zweier  Bestimroungsstncke  des  Drei- 
ecks, uro  auch  dieses  und  somit  flas  //-Eck  selbst  zu  bestimmen*  Somit  ergibt  sich, 
dali  man  zur  Bestimmung  eines  //-Keks  zwei  voneinander  unahhänt5ii;e  Stin  ke  mehr 
braucht,  als  zur  Besiimmung  eines  (»  —  1  )-Lcks.  Da  nun  ein  Dreieck  im  ali- 
gemeinen durch  drei  Stücke  bestimmt  ist,  so  beträgt  die  Anzahl  der  erforderlichen 
Bestiromungsstuckc  bei  einem  Viereck  5,  bei  einem  Sechseck  7,  n.  s.  w.,  allgemein 
bei  einein  n-V.rV:  2  n  3.  Ks  sind  also  im  allgemeinen  je  drei  Stücke  eines 
/;-K(  ks  (birch  die  2«- —  ubri^;en  bestinmit.  Diese  müssen  voneinander  trnnb- 
hangig  sein  und  tlurl«>n  daher  z.  Ii.  nicht  alle  //  Winkel  des  Vielecks  enthalten. 

Ktn  solches  Bestimroungssttick  kann  durch  eine  andcrweito  Bedingung  für 
Stucke  des  Vielecks  ersetzt  werden,  wie  z.  B.  durch  die,  daß  zwei  bestimmte  Seiten 
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einander  parallel  sein  sollen.    Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ei|;ibt  sich  n.  a. 

aus  den  folgenden  besondern  Fällen: 

Paralle  I  o  l:  r  am  ni  (• ,  die  in  zwei  anstoÜiMiden  Seiten  und  dem  von 
ihnen  eingeseiilossenen  Winkel  übereinsiimmen,  sind  kongruent.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  kann  sowohl  durch  Zerlegung  der  Parallelogramme  in  kon- 
gruente Dreiecke,  als  auch  unmittelbar  durch  Dcckang  geführt  werden. 

F.in  Parallelogramm  kann  also  schon  durrli  drei  voneinander  unnhhängige 
Stücke  bestimmt  werden,  walirend  für  ein  Viem  k  im  all'jemeinrn  lunt  Hi'-:t iniinungs- 
stucke  nötig  sind.  Dies  niiirt  oUcnbar  daher,  daü  die  Hedmgungen  des  Parallelismus 
je  SEweier  Gegenseiten  die  fehlenden  Bestimmungsstucke  ersetzt. 

Ein  Parallelogramm  ist  im  allgemeinen  bestimmt,  wenn  eins  der  beiden 
kongruenten  Dreiecke  bestimmt  ist,  in  die  das  Parallelogramm  durch  eine  Diagonale 
jterlegt  wird. 

Ein  Rechteck  ist  durch  zwei  anstoßende  Seiten,  ein  Rhombus  durch  eine 
Seite  und  einen  Winkel,  ein  Quadrat  durch  eine  Seite  bestimmt  —  Nimmt  man, 
wie  bei  dem  Parallelogramm  überhaupt,  die  Diagonalen  und  die  von  ihnen  mit 
den  iSeiten  und  unt^r  sich  gebildi  tt  n  Winkel  unter  <tir  Restimmunc''''tücke  auf, 
so  ist  ein  Rechteck  und  ebenso  ein  Rhombus  im  allgemeinen  durch  zwei  von- 
einander unabhängige  Stücke,  ein  Quadrat  durch  ein  (nicht,  wie  die  betreffenden 
Winkel,  ohnedies  bekanntes)  Stfick  bestimmt 

Ein  gleichschenkliges  Trapez  ist  durch  drei,  ein  Tr^>es  im  allgemeinen  durch 
vier  Stücke  bestimmt 


!•  Ein  Punkt  kann  innerhalb  der  von  einem  Kreise  eingeschlossenen  Fläche 

oder  außerhalb  dieser  Fläche  oder  auf  dem  Kreise  selbst  liegen.  Der  Kürze 
halhfr  sa^'t  man  in  dcti  bridrn  frstcn  Fällpn,  der  Punkt  liege  innerhalb  oder 
außerhalb  des  Kreises.  1  berhaupt  wird,  wenn  kein  Mißverständnis  zu  befürchten 
ist,  das  Wort  Kreis  sowohl  ffir  die  Kreisfläche  ab  auch  für  die  Kreislinie, 
d.h.  den  Umfang  oder  die  Peripherie  der  Kreisfläche  gebraucht. 

Aus  drr  Krklännn:  d**s  Kreises  folgt  unmittelbar:  |e  nachdem  fin  Punkt 
innerhall)  eiues  Kreises,  auf  dem  Kreise  oder  außerhalb  des  Kreises  lirv^t,  ist 
sein  Abstand  vom  Mittelpunkt  kleiner,  ebenso  groß  oder  größer  als  d«T  Radius 
des  Kreises.  Umgekehrt,  je  nachdem  der  Abstand  eines  Punktes  vom  Mittel» 
punkt  eines  Kreises  kleiner,  ebenso  groß  oder  größer  als  der  Radius  ist,  liegt 
der  Punkt  innerhalb  dr>v-.  auf  di-r  P<-ripherie  des  oder  außerhalb  des  Kreises. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1)  Kreise  mit  gleichen  Radien  sind  kongruent,  denn  sie  lassen 
sich  zur  Deckung  bringen,  indem  man  sie  so  aufeinander  legt,  daO  ihre  Mittel- 
punkte zusammenfallen.  l  ii-le  nämlich  hierbei  irgend  ein  Punkt  des  einen  Kreises 
nicht  auf  finen  entspm  hrnrirn  Punkt  des  andern,  so  müßte  er  außerhalb  oder 
innerhalb  dieses  Kreises  liegen,  und  in  diesem  Falle  könnte  sein  .\bstand  vom 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  nicht  gleich  dem  gemeinschaftlichen  Radius  sein. 

Ebenso  wie  die  Kreise,  sind  zufolge  dieses  Beweises  die  von  ihnen  be- 
grenzten Kreisflächen  kongruent.  —  L'uigekehrt  ist  von  zwei  Kreisflächen  mit 
untjleirhen  K  uiien  diejeiiigt'  größer  als  die  andre,  die  den  großem  Radius  iiat. 
Alle  Kreise  sind  ähnlich:  gleiche  Kreise  siud  auch  kongruent 

2)  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  teilt  diesen  und  die  zu- 
gehörige Kreisfläche  in  zwei  kongruente  Teile.  Der  Beweis  kann  in 
gleicher  Weise,  wie  fler  des  \ori^cn  Sal/es,  durch  Deckung  liefülirt  werden. 

NTan  nonnt  imicn  der  beiden  gleichen  Teile  eines  Kreises  einen  Halbkreis. 

Zu  jeder  .Seluie  eines  Kreises  geliören  zwei  tlurch  sie  bt'gren/.le  Bügen  des 
Kreises.  Diese  Bogen  sind  nach  dem  vorstehenden  einander  gleich,  wenn  die 
Sehne  ein  Durchmesser  ist;  dagegen  sind  sie  in  jedem  andern  Fall  ungleich. 
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Verbindet  man  die  Endpunkte  eines  Bosens  mit  Hein  Mittetpnnict,  so  begrenzen 
die  beiden  verbindenden  Radien  mit  dem  ßo^cn  ciiuMi  T<'il  der  KreisHächtN  der 
Sektor  oder  K  reisa  ussrh  n  i  t  r  irfiiannt  wird.  Dcrjcnii;'-  Teil  einer  Kfrisflach«', 
der  von  einem  Boj^en  und  der  zu^ehöriyen  Sehne  be<;renzt  wird,  heiüt  ein  Sej,'- 
ment  oder  Kreisabschnitt.  Jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  der  Mittelpunkt 
iit,  dessen  Schenkel  also  swei  Radien  sind,  heiOt  ein  CentriwinkeL   Zu  jedem 

Centriwinkel  a  (I'iK.  4(i)  jjehört  ein  bestimmter,  zwischen  seinen 
Srhciikt  ln  lii'i^cnder  liofjen  i'iiie  bestimmte  Sehin-  Ali, 

ein  bestimmter  Sektor  ACB  und  ein  bestimmtes  Senment. 
Ist  der  Centriwinkel  ein  gestreckter,  so  wird  der  BoKen  ein 
Halbkreis,  die  Sehne  ein  Durchmesser «  und  Sektor  und 
Sepment  werden  beide  zur  Halbkreisfläche.  —  Kbenso  ijehört 
zu  jedem  Boj;en  AB  ein  bestiramtrr  ( 'fntriwinkel  a,  t  iin-  be- 
stimmte Sehne  AB  u.  s.  w.  Dagegen  gehören  zu  jeder  Sehne  AB^ 
Fig.  41  altgemeinen  veiachiedene  Bogen,  so  auch  zwei 

CentriwinkeU  zwei  Sektoren  und  zwei  Segmente.  Die  beiden 
Centriwinkel  betrafen  zusammen  vier  Rechte,  daher  ist  im  alljjeraeinen  der  eine 
hohl  (spitz  oder  stumpf),  der  andre  erhaben  (überstnmpf).  Die  hfitlcn  Sektoren 
und  ebenso  die  beiden  Segmente  bilden  zusammen  die  ganze  Kreisflache.  Durch 
Deckung  kann,  entsprechend  wie  in  den  vorhergehenden  Sätzen,  bewiesen  werden : 
3)  Zu  gleichen  Centrininkeln  gehören  in  demselben  Kreise  oder 
in  gleicht  ti  Kreisen  gleiche  Bogen,  gleiche  Sehnen,  gleiche  Sektoren 
und  gleiche  Segmente. 

Umgekehrt  gehören  zu  gleichen  Bogen  gleich«'  tentriwiiikel,  gleiche 
Sehnen  u.  s.  w.,  und  zn  gleichen  Sehnen  gehören  gleiche  hohle  und  gleiche 
erhabene  Centriwinkel,  gleiche  Roi^i  n,  die  kleiner  als  ein  Halbkreis,  und  gleiche 
Bogen,  die  größer  als  ein  Halbkreis  sind  n.  s.  \v. 

(ileiche  Bogen  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise,  und  ebenso  gleiche 
Sektoren  und  Segmente  sind  kongruent. 

2.  Fällt  man  vom  Mittelpunkt  eines  Kreises  auf  eine  Gerade  die  Senkrechte, 
•0  sind  alle  Punkte  der  Geraden,  die  nicht  der  FuUpunkt  der  Senkrechten  sind, 
vom  Mittelpunkt  des  Kreises  weiter  entfernt  als  dieser  Fufipunkt  (vgl.  §  12  Nr.  1, 1) ). 
Hieraus  folgt: 

Ist  der  Abstand  einer  Geraden  vom  Mitte^unkt  eines  Kreises  groUer  als 
der  Radius,  so  liegen  alle  Punkte  der  Geraden  auOerhalb  des  Kreises:  ist  der 

At  stand  gleich  dem  Radius,  so  hat  dif  flerade  mit  dem  Kreise  einen  einzigen 
Punkt  genif iiisani ,  mul  nlh*  andern  Punkte  der  ricraden  liegen  außerhalb  des 
Kreises;  ist  endlich  jener  Abstand  kleiner  als  der  Radius,  so  geht  die  Gerade 
durch  einen  Punkt  im  Innern  des  Kreises.  Im  ersten  Falle  sagt  man,  die  G«rade 
meidet,  im  zweiten,  die  Gerade  berührt  den  Kreis,  im  dritten,  sie  schneidet 
den  Kreis.  Kine  Gerade,  die  einen  Kreis  lienihrt,  heiüt  eine  TanmMiie  d<*s 
Kreises,  und  der  beiden  Linien  e«'m«Mnschaltliclie  Pnnki  lieiüt  der  Berührungs- 
punkt. Kine  Gerade,  die  <Miifii  Kreis  schneidet,  lu'iLii  eine  Sekante,  und  jeder 
gemeinschaftliche  Punkt  beider  Linien  heifit  ein  Schnittpunkt. 

Ua  «I'  T  Kreis  eine  geschlossene  Figur  ist,  80  muli  «-ine  unendliche  Gerade, 
die  dutih  einen  l'niiki  im  Iinierii  dis  Kreises  geht,  die  begrenzemie  Linie  in 
mindestens  zwei  PunkiiMi  srlineuien:  denn  denkt  man  sich  die  Gerade  durch 
einen  bewegten  Punkt  beschrieben,  so  muli  dieser  au  der  Stelle  eines  Schnitt- 
punktes ins  Innere  der  Figur  ein>,  und  an  der  Stelle  eines  andern  aus  ihr  ans> 
treten.  Ks  seien  ,/  und  B  <Fig.  47)  diese  beiden  Schnittpunkte  einer  Sekante, 
C  der  Fußpuiikt  der  \om  Mittel])ntikl  1/  K-^ises  auf  die  Sekante  gef.-illten 
Senkrechten,  so  ist  ^SfA  —  MB.  Vcrbiiult  t  man  einten  l^unkt  der  Sekante  zwischen 
A  und  B  mit  J/,  so  ist  die  Verbindungsliuie  kürzer  als  der  Radius:  verbindet 
man  dagegen  einen  Punkt  der  Sekante,  der  weiter  von  C  entfernt  ist,  als 
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A  o(i«>r  mit  Af,  so  i';t  die  \'i  rhiiH!ntiL;slii)i»'  läurrcr  als  der  Radius,  Dem- 
nach kann  eine  j^eradc  L.iiiii'  cini-ii  Krris  nu  hi  in  mrhr  als  zwei  Piiiikti'ii  srhiit  iden. 
Alle  zwischen  diesen  Schniitpunkien  hej^enden  Funkte  der  Sckanie  liegen  inner- 
halb, alle  andern  außerhalb  des  Kreises.  Drei  Punkte  eines  Kreises 
können  niemals  auf  derselben  Geraden  lie^'en,  kein  Teil  des  Kreisea 
kann  also  gerade  sein,  oder  der  Kri'is  isi  ciiir  krumme  Linie. 

Jede  Sckaiit'^  hnf  nacli  dem  vorstrhciidrii  mit  dem  Kreise 
eine  Sehne  jjenieinsain.  \"erbindet  man  die  Endpunkte  A,  B 
einer  Sehne  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Kreises,  so  entsteht 
ein  L:I<  i(  h«5chenklij;es  Dreieck.  Durch  Anwendung  der  Sat/r  des 
§12  Nr,  2  auf  dieses  uihI  eTifsprct  ht  ndr  Kn\'riferiinji  oder  Um- 
kehnmp  erhält  man  folgende  Satze  uIxt  Sehiu-ii: 

1)  Die  vom  Mittelpunkt  auf  eine  Sehne  gefällte  Senkrechte 
halbiert  die  Sehne  und  die  su  ihr  gehörigen  Centriwinkel.  Daher 
halbiert  sie  oder  ihre  \"erlängerung  auch  die  beiden  zur  Sehne  «^i  hnri;:!-!!  Bogen. 

2)  Der  dunh  drn  F  lalhieninuspunkt  einer  Sehne  ^rhi-ndc  Durchmesser 
Steht  senkrecht  zur  Sehne  und  halbiert  die  zugehörigen  Centriwinkel  und  Bogen. 

3)  Die  Halbierungslinie  eines  Ccntriwinkcls  steht  senkrecht  auf  der  zu  ihm 
gehörigen  Sehne  und  halbiert  diese  sowie  die  zugehörigen  Bogen. 

4)  Die         i  n  1  Sehne  in  ihrem  Halbierungspankt  senkrechte  Gerade  geht 

durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ii.  s.  \\\ 

5)  Der  Durchmesser,  der  einen  Bogen  halbiert,  halbiert  auch  die  zugehörige 
Sehne  und  steht  senkrecht  auf  ihr  u.  s.  w. 

G)  Die  durch  den  Halbierungspunkt  eines  Bogens  und  den  Halbienmgspnnkt 
der  zugetu)rigen  Sehne  gehende  Gerade  geht  auch  durch  den  Mittelpunkt  tmd 
steht  senkrecht  auf  der  Sehne  u.  s.  w. 

7)  Dasselbe  gilt  von  der  Verbindungslinie  der  Ualbierungspunkte  der  beiden 
Bogen,  die  »u  derselben  Sehne  gehören. 

8)  Die  vom  Halbiernngspunkt  eines  Bogens  auf  die  zugehörige  Sehne 
gefällte  Senkrechte  geht  durch  den  Mittelpunkt  u.  s.  w 

9)  Ist  ein  I'uiikr  von  drei  l*unkt«Mi  eines  Kreises  gleich  weit  entfernt,  so  ist  er 
der  Mittelpunkt.  Denn  sind//,  t'jeiie  Punkte,  so  müssen  die  Miltelsenkrechten 
der  Sehnen  AB%  BC  beide  einander  nach  4)  im  Mittelpunkt,  aber  auch  beide  nach 
§  12  Nr.  2  in  dem  gleich  weit  von       B  und  C  entfernten  Punkte  schneiden. 

10)  Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  läfit  sich  ein 
Kreis  legen. 

11)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die  eine  gemeiu- 
schaftlicfae  Sehne  haben,  die  also  durch  dieselben  zwei 
Punkte  gehen,  ist  die  Mittelsenkrechte  dieser  Sehne. 

3.  Es  seien  ferner  Afi,  CD  zwei  Sehnen  eines  Kreises 
tmd  .1/  der  Mittelpunkt  ( l'it:  1^).  Fallt  man  von  M  die 
Senkrechten  ME^  J//''auf  AH  und  CD  und  zieht  AJA  und  J/C*, 
80  entstehen  die  rechtwinkligen  Dreiecke  MEA  und  MFC, 
deren  Hypotenusen  als  Radien  gleich  sind.  Sind  nun  die 
Sehnen  Aß,  CP.  und  also  auch  ihre  Hälften  gleich,  so  sind 
diese  Dreierki-  k  in::ri5ent,  und  mithin  ist  auch  AfF.  ^  MF.  C 
Ist  umgekelirt  bekannt,  dali  AfE  —  äVIF  ist,  so  sind  wieder  j,'jg.  ^ 

die  Dreiecke  kongruent,  woraus  AB  =  CD  folgt.   Ist  dagegen 
eins  der  Kathetenpaare  ungleich,  so  ist  die  andre  Kathete  in  dem  Dreieck  die 
größere,  in  (h-ni  die  erste  die  kleinere  ist  (vgl.  §  11  Nr.  2). 

Somit  hat  man  die  Sätze: 

12)  Gleiche  Sehnen  eines  Kreises  oder  gleicher  Kreise  haben 
gleiche  Abstände  vom  Mittelpunkt,  und  umgekehrt,  Sehnen,  die  gleiche 
Abstände  vom  Mittelpunkt  haben,  sind  gleich. 


Digitized  by  Google 


246 


rinuimethe. 


]'.\)  Von  zwfi  un^lrirhen  Sehnen  hat  die  ^röliere  den  kleineren 
Abstand  vom  Mittelpunkt,  und  umgekehrt,  je  kleiner  der  Abstand  einer 
Sehuc  vom  Millelpunkl,  desto  gröiler  ist  die  Sehne. 

Daher  ist  der  DiirchmeBser  grfitter  ab  jede  nicht  durch  den  Mittelpunkt 
gehende  Sehne.  —  Streng  genommen  findet  der  vorstehende  Beweis  auf  diesen 
besondem  Fall  keine  Anwendung;,  da  für  einen  Durchnaesser  Aß  \on  keinem 
Dreieck  Af/C.4  die  K«'de  sein  kann.  Man  kann  den  Beweis  dadureh  füliren. 
dali  raan  die  beiden  Endpunkte  der  Sehne  CV  mit  dem  Mittelpunkt  AI  ver- 
bindet: dann  ist  im  Dreieck  MCD  die  Summe  der  Seilen  MC  und  MD  grötter 
als  die  dritte  Seite  CD:  da  aber  der  Durchmesser  Ali  =^  MC  SMD^  so  ist 
auch  Ali  >  CD.     Der  Durchmesser  ist  also  die  größte  Sehne  des  Kreises. 

Kine  kleinste  Sehne  eines  Kreises  ^ibt  es  nicht.  Lälit  man  eine  Sekani<' 
sich  80  bewegen,  daU  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt  stetig  kleiner  wird,  so  wird 
die  zugehörige  Sehne  ebenfalls  stetig  kleiner  und  verschwindet,  indem  sie  sich 
auf  einen  Punkt  reduziert,  wenn  der  .\bstand  der  bewej;ten  Geraden  vom  Mittel- 
punkt 'gleich  dem  Radius  wird.  Di*-  .Sekante  wird  in  fli»'sem  Falle  zu  einer 
Tangente,  in  dies«'m  Sinne  kann  man  eine  Taniienie  als  eine  Sekante 
betrachten,  deren  beide  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  in  einen  Punkt 
zusammengefallen  sind. 

4,  Die  fundamentalen  Sätze  über  Tangenten  des  Kreises  knüpfen  sich 
an  den  in  Nr.  2  bewiesenen  Satz,  der  sich   auch,  wie  folgt,  aussprechen  laUt : 

1)  Kin«>  Gerade,  die  auf  einem  Radius  in  seinem  auf  der  Peri- 
pherie liegenden  Endpunkte  senkrecht  steht«  berührt  den  Kreis  in 
diesem  Punkte. 

Dieser  Satz  gestattet  zunächst  folgt-nde  Umkehmniien: 

2)  Eine  Tancente  ein«'S  Kreises  steht  senkrecht  auf  dem  rltir^rh 
ihren  Berührungspunkt  gezogenen  Radius.  Ist  nändich  eine  Gerade  AH 
auf  einem  Radius  MC  in  C  schief,  so  muß  die  vom  Rlittelpunkt  M  auf  AB 
gefällte  Senkrechte  kleiner  als  der  Radius  MC  sein,  und  somit  muQ  AB  den 
Kreis  schneiden. 

Daher  läUt  sich  durch  einen  Punkt  eines  Kreises  nur  eine  Tangente  an 
diesen  legen. 

Da  femer  nur  eine  einzige  Senkrechte  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente 
möglich  ist,  so  folgt  umgekehrt: 

'.\)  Die  vom  M i  1 1  1  {•  n  n  k  t  auf  eine  Tangente  gefällte  Senkrechte 
trifft  di<-se  in  ihrem  Berührungspunkt  und 

4)  Die  auf  einer  Tangente  in  ihrem  Berührungspunkt  errichtete 
Senkrechte  gebt  durch  den  Mittelpunkt. 

Zieht  man  an  einen  Kr<Ms  zwei  Tangenten,  so  können  diese  nur  dann  parallel 
s<M*n,  wenn  die  nach  ihren  Bertihriin'j^piiTikfen  gezogenen  Rrtdirn  in  eine  Gerade 
lallen,  und  umgekehrt:  die  an  den  Kndpunkten  eines  Durchmessers  an  den  Kreis 

gelegten  Tangenten  sind  parallel. 

Zwei  Tangenten,  deren  Berühnmgspnnkte 
nicht  l'.tidpunkte  desselben  Durchmessers  sind, 
schn<'iden  einander  in  einem  auUerhalb  des 
Kreises  liegenden  funkte.  Umgekehrt  lassen  sich 
von  jedem  außerhalb  eines  Kreises  liegenden 
Punkte  zwei  Tangenten  an  den  Kreis  legen ;  denn 
ist  .-/  jen«T  Punkt  uiul  J/  d<T  Mittelpunkt  des 
Kreises  (Fig.  V.\),  unii  lätit  inriTi  die  durch  ./ 
und  AI  gel»ende  S«'kaiite  sirii  um  A  drehen, 
SO  erhält  sie  bei  gleichen  Winkeln  mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  AM  gleicht^ 
.Abstände  vom  Mittelpunkt  (denn  die  betreHenden  rei  htwinkliuen  Dreiecke  sind 
kongruent),  dagegen  bei  verschiedenen  Winkeln  zufolge  der  Nichtkongruenz  der 
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betroftViulcn  rcohtwinklipiMi  Dreiecke  aiu'h  yrrschicili  iir  Abstände,  und  zwar  wächst 
der  Abstand  stetip  bei  stetip  warhsi'ndem  Winkel.  l.s  jibt  dahfr  auf  jeder  Seite 
voa  AM  nur  eine  La^^'  der  Sekante,  bei  der  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt  gleich 
dem  Raditts  ist,  sie  selbM  also  sor  Tangente  wild. 

Sind  AB  and  AC  die  beiden  von  A  an  den  Kreis  M  gelegten  Tangenten, 
so  stimmen  die  Dreiecke  ABAf  und  ACM  außer  in  den  Radien  MB.,  MC  und 
der  peniieinsrhaftlichen  Si  ire  AM  auc  h  in  den  rechten  Winkein  bei  B  und  C 
überein  und  sind  also  kon|;ruent.    }iieraus  folgt: 

9)  Die  beiden  von  einem  Punkt  an  einen  Kreis  gelegten  Tan- 
genten  sind  (von  diesem  Punkt  bis  in  den  Berührungspunkten  gerechnet) 
gleich  lanp. 

C)  Der  Winkel  d  <  r  beiden  von  demselben  Punkt  an  einen  Kreis 
gelegten  Tangenten  wird  durch  die  Verbindungslinie  des  Piinkteii  mit 
dem  Mittelpunkt  halbiert. 

Dasselbe  gilt  von  dem  Winkel«  den  die  beiden  nach  den  Berührungspunkten 
gezopenen  Radien  miteinander  bilden. 

Umpekehrt  lir>;t  der  Mittelpunkt  eines  Kreise.,  d«'r  die  Schenkel  eines 
Winkels  berührt,  auf  der  Halbierungslinie  dieses  Winkels,  oder 

7)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die  swei 
einander  schneidende  Gerade  berühren,  wird  von  den  Halbierungs- 
linien der  Winkel  dieser  Geraden  pebildet. 

Wir  (ü<:en  diesem  Satze  noch  die  folgenden  hinzu,  die  sich  leicht  aus  den 
vorhergegangenen  Sätzen  beweisen  lassen: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die  zwei  Parallele  be- 
rühren, ist  die  parallele  Gerad«>,  die  den  Abstand  der  beiden  Parallelen  halbiert. 

D(?r  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  dir  rinc  Gerad«'  in 
einem  ihrer  Punkte  henihren,  ist  die  Senkrechte  in  diesem  Punkt  aut  d«'r  Geraden. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise  mit  demselben  Radius, 
die  eine  Gerade  berühren,  besteht  aus  den  beiden  Parallelen,  deren  Abstand  von 
dieser  Geraden  gleich  dem  Radius  ist. 


§  16.    Kreis  und  Winkel. 

1.  Ein  Winkel,  dessen  Scheitel  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegt, 

dessen  Schenkel   Sehnen   des  Kreises   sind,  heiül  ein   Pe ripheri e  w  i n  k el.  Zu 
jedem    I'i  ri|)li<  riewinkel   ABC  (I-il;.         ^i  hört    ein    zwisclien    seinin  Schenkeln 
liepender         i)  AC.    Man  sapt,  der  Penphent  w  inkel  steht  aul  diesem  Bogen. 
Zu  jedem  Peripheriewinkel  gehört  daher  auch  ein  Ceniri- 
vinkel,  der  auf  demselben  Bogen  steht,  sowie  eine  Sehne. 

D  il;<  ^i  n  gehören  zu  demselben  Bogen  AC  oder  zu  dcin- 
selhi-ii  t  "nitriwiiiki'l  AMC  iiiirii<llirh  \  ii'l<'  l'<  i i|)In  rii-\\  inkel, 
denn  jeder  l'unki  des  Kreise.s,  der  na  ht  aul  dem  Höpen  AC 
liegt,  kann  Scheitelpunkt  eines  solchen  Pcripheriewinkels  sein. 
Denkt  man  sich  den  Scheitel  B  des  Peripheriewinkels  auf  dem 
Höpen  ABC  Btettfr  von  A  bis  C  bewi  pt,  so  pelit  in  jeder  der 
beiden  Grenzlaijen,  also  wenn  B  mit  .  /  ori»  r  mii  (  '  zusammrn- 
tällt,  der  eine  Schenkel  des  Winkels  in  die  durch  dir.s*ji 
Punkt  mögliche  Fangcnte  über,  während  die  Sehne  des 
andern  mit  der  Sehne  AC  zusammenfällt.  Man  erhält  so  einen  Winkel,  dessen 
Scheitel  ebenfalls  auf  tler  Peripherie  liegt,  und  dessen  S<-henke|  deii  Bopi'ii  AC 
zwischen  sirh  fassen,  bei  denen  aber  nur  der  eine  Schenkel  «lurch  eine  Sehne, 
dagegen  der  andre  durch  eine  'I'anpente  anpepeben  wird.  Auch  Winkel  dieser 
.\rt,  die  Sehnen-Tangentenwinkel  genannt  werden,  gehören  zu  den  Penplierie- 
winkeln. 
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1)  Ein  Peripheriewinkcl  ist  halb  so  groß  als  der  Centriwinkel, 

der  mit  ihm  auf  H»'msrlbrn  Ronen  stfht. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Lehrsatzes  unterscheiden  wir  vier  mögliche 
Fälle  (Fig.  51,  a,  b,  c,  d):  Ist  der  Peripheriewinkel  zunächst  ein  solcher  im  engem 

Sinne,  und  liegt  a)  der  Mittelpunkt  M  auf  einem  Sdienkel  CA 

des  Peripheriewinkels  AC/i,  so  ist  der  (."«'Utriwinkel  AMli 
AuU«'nwinkel  des  <,deichsehenklii»en  Dreieck«  }f('H,  folglich 
doppelt  so  groU  als  der  au  der  Gnmdlinie  hegende 
Winkel  AfCB, 

h)  Liegt  der  Mittelpunkt  M  innerhalb  des  Peripherie- 
wink'  ls  ACBt  so  ziehe  man  den  Durchmesser  CD.  r)nnn 
ist  na<  h  Hfm  vorigen  Fall  /_  AMD  =  2  •  ACD  und 
Z  DMB  —  2  .  Z  DCB,  also  auch 


Fig.  61«. 


Z  AMD  +  Z  DMB 
d.  i.  Z  ^MB 


2  .  (Z  ACD  -f-  Z  DCB) 
2'^ACB  . 


c)  Liegt  der  Mittelpunkt  M  au0erhalb  des  Peripherie- 
winkels ACBt  so  ziehe  man  wieder  den  Durchmesser  CD\ 
dann  ist  wied(>r  der  Fall  a)  zireimal  anwendbar»  und  man 

erhält  diesmal 

/  AM/{      /  DJffi  —  /  DMA 
=  2  .  (Z  DCB  —  Z  DCA)  =  2  .  Z  ALB  . 

d)  Ist  der  ein<'  Schenkel  des  Peripheriewinkels  ABC, 
eine  Taug«*nte  BC  und  ABC  ein  spitzer  Winkel,  so  ist,  wri! 
CB  senkrecht  auf  MB,  Z  ABC  -  90"  —  Z  MBA,  dagegen 
/  AMB  =  180»—  2  .  Z  MBA  ^  2  -  (90«  —  Z  AfBA), 
also  wieder  Z  AMB  —  2  •  Z  ABC. 

Ist  dagegen  der  Peripheriewinkel  ein  stumpfer  ABD, 
so  ist  der  zugehörige  ( "f-ntriwinkel  der  erhabene  tMH. 
Üa  dieser  den  hohlen  \\  uikel  AMB  zu  vier  Rechten,  da- 
gegen Z  ABD  den  Winkel  ABC  zu  wei  Rechten  ergänzt, 
so  folgt  die  Richtiukeit  des  Satzes  auch  in  diesem  Falle 
aus  dem  vorlifp^ehenden.  Ist  endlir!i  (h-r  Peripherifwinkel 
ABC  ein  n-chti-r,  so  muü  .•///  ein  Durchmesser  sein,  und 
der  zugehörig«'  Centriwinkel  ist  ein  gestreckter. 

Aus  diesem  Lehrsatz  ergeben  sich  unmittelbar  die 
folgenden  Sätze: 

2)  !*  f  I  i  ])  h  (•  r  i  cu  i  11  k  r  1 .  ff  i  »•  rul  f  <!<'inselben  Bogen 
stehen,  sind  gleich,  denn  sie  sind  sauttlich  gleich  der 
Hälfte  desselben  Centriwinkels. 

Ein  Sehnen-Tangentcnwinkei  ist  gleich  einem  Peripherie- 
vinkel, der  auf  dem  zwischen  seinen  Schenkeln  liegenden 

Bogen  steht. 

Kbenso  suid  Peripheriewinkel,  die  auf  gleichen  Bogen 
stehen»  gleich,  denn  es  gehören  zu  ihnen  gleiche  Centriwinkel. 
3)  Ein  Peripheriewinkel,  der  auf  einem  Halbkreise  steht,  ist  ein 
rechter,  denn  der  /uyeliöri^r  t'entriw  inkel  ist  »  in  i;eslrt'i-kt«T. 

Dagegen  sind  Pfriphericwinkel .  demi  IJoL^en  kleiner  als  ein  Halbkreis  sind, 
spitz,  und  solche,  di-ren  Bogen  gruUer  als  ein  Halbkreis  sind,  stumpf. 

Da  zn  jeder  Sehne  zwei  Bogen  gehören,  so  gehören  auch  zu  jeder  Sehne 
zwei  Peripheriewinkel.  Die  beiden  zugehörigen  Centriwinkel  ergänzen  einander 
zu  vier  Rechten.    Hieraus  foltfi: 


Fig.  fiid. 
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4)  Zwei  Peripheriewinkel,  die  auf  derselben  Sehne,  aber  aui  ent- 
f  cr^Mi 'j^'s»' t  /  t  <•  n  Hnt.'f>n  stchcTi.  sint!  S u p]> I  c  in  r  ii  t  c  oder  r.w<'\  Pcripticrie- 
wiukel  eines  Kreises,  deren  Büj;en  einander  zum  Kreise  ernän/.eii,  $iiut  Sii|)plemenle. 

Man  »a^t,  wenn  ein  Peripheriwinkel  auf  einem  Bogen  steht,  so  wird  er  von 
dem  Bofren,  der  den  ersten  xnm  Kreise  er^nzt,  gefaßt 

2.  Schneiden  zwei  Sekanten  einander  aiiÜerhalb  des  Kreises,  so  bilden  sie 
niit<'inaurii'r  «'inen  Wink«'),  der  '^Ifieli  der  Üiff*'r»*nz  zwei*«r  Peripheriewinkrl  ist,  von 
denen  jeder  aut  einem  <ier  zwischen  den  Sekanten  heftenden  Kreisbogen  steht. 
Denn  zieht  man  AD  (Fig.  52 a)^  so  ß  Außenwinkel  am 
Dreieck  SAD,  also  ß  ^  a-^y  a  ■»  /J  —  y.  Der  Winkel  a 
ist  also  kleiner  als  ß. 

Schneiden  sich  d,'iL'«'.:>'n  zwei  Sekanten  innerhalb  des 
Kreises,  so  ist  jeder  von  iluieii  gebildete  Winkel  gleich  der 
Summe  der  beiden  Peripheriewinkel,  die  auf  den  von  den 
Schenkeln  des  ersten  Winkels  und  denen  seines  Scheitel» 
Winkels  einj^eschlosscMien  Bogen  stehen.  Denn  zieht  man  AD 
(Fig.  r»2b),  so  ist  als  AuUenwinkel  des  Dreiecks  ASD, 
a  —  ß  -i-  y.  Der  Winkel  a  ist  also  gröüer  als  jeder  der 
Winkel  ß  and  y. 

Hieraus  folgt  weiter,  dali,  wenn  über  derselben  Strecke 
al*;  nrttnHIini»^  beli««big  viele  Dreiecke  errichtt  t  ucrdfii,  di-rcn 
Winkel  an  der  Spitze  sämtlich  einander  gleich  sind,  die  Spitzen 
selbst  auf  einem  Kreisbogen  liegen  müssen,  von  dem  die 
Strecke  Sehne  ist,  und  den  man  erhält,  wenn  man  durch 
(•!  1  ilpiinkte  dieser  Sehne  und  eine  jener  Spitzen  den  Kreis 
legt.  Jedrs  Drei«*(  k  über  derselben  Geraden,  d«'ssen  Spitze 
innerhalb  des  betretiendeu  Kreisabschnitts  liegt,  hat  einen 
gröUern,  jedes,  dessen  Spitxe  außerhalb  dieses  Abschnitts 
liegt,  einen  kleinem  Winkel  an  der  Spitze.  Somit  hat  man 
den  Sau: 

5)  Der  geomi'trisrhf  ()rt  rliT  Sjiirzcn  aller  Dreiecke 
Grundlinie  und  dens«-lb«'n  Winkel  an  der  Spitze  haben,  ist  em  Kreis- 
bogen, der  die  Grundlinie  als  Sehne  hat  und  den  Winkel  als  Peripherie- 
winkel faßt 

Davon  ist  «'in  besontlercr  F.ill: 

<J)  Der  gi'ome irische  Ort  der  Spitzen  aller  rechtwinkligen  Drei- 
ecke mit  derselben  Hypotenuse,  ist  der  Halbkreis,  der  die  Hypo- 
tenuse als  Durchmesser  hat. 


§  17.  Kreis  und  Figuren. 

1«  Verbindet  man  von  drei  oder  mehr  auf  einem  Kreise  angenommenen 
Punkten  je  «wei  benachbarte  durch  eine  Sehne,  so  entsteht  eine  geradlinige  Figur. 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  durch  jeden  dieser  l*unkt»'  an  den  Kreis  die 
Tangente  legt,  vorausgesetzt,  datl  iiirht  7\v»m  anfeinruuU-r  folgende  Funkte  Kndpunkte 
desselben  Durchmessers  sind,  in  welchem  Fall  die  beirettenden  Tangenten  parallel 
sein  H-urden. 

Ein  »«Eck,  dessen  Eckpunkte  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  dessen 

Seiten  also  Sehnen  sind,  ist  dem  Kreise  eingeschrieben  und  heiüt  ein  Sehnen- 
vieleck: ein  «-Kck,  dessen  Seitt-n  'Fangenteii  eines  Kreises  sind,  ist  diesem  um- 
schrieben und  heilit  ein  Tangenlenv ieleck.  Im  ersten  Fall  heiüi  der  Kreis 
der  Umkreis,  im  zweiten  der  Inkreis  der  Figur. 

Ein  Vieleck  hat  im  allgemeinen  weder  einen  Um-  noch  einen  Inkr«  is.  Nur  dann 
hat  es  einen  Umkreis,  wenn      einen  Punkt  gibt,  der  von  allen  Ecken,  und  nur 
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dann  einen  Inkreis,  wenn  C8  einen  Punkt  gibt,  der  von  allen  Seiten  gleich  wvit 

entfernt  ist. 

Hat  ein  N'ieleck  einen  L'mkn-is,  so  mnssen  <lie  Mittelsenkrecliten  samtlifUer 
Seiten  einander  in  demselben  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittel* 
punkt  des  Umkreises. 

Hat  >  In  Vieleck  einen  Inkreis,  so  müssen  die  1  lalhiernn^slinien  sämilieher  Winkel 
einander  in  demst-lb«-»  Punktf  sduH-iden.  Dieser  Pntikf  ist  der  Miltelpnnkt  rlcs  Itikreisrg. 

2.  Diese  beiden  ßedingun|ren  sind  xunächsl  erlüllt  bei  jedem  Dreieck. 
Nach  §  12  Nr.  2,  6)  schneiden  sich  die  Mittelsenkrechten  eines  Dreiecks  in  einem 
Punkte,  der  von  den  drei  Eckpunkten  gleich  weit  entfernt  ist.  Dieser  Punkt 
ist  akso  der  Mittelpunkt  des  Umkreises. 

F.in  Dreieck  hat  also  einen  Umkreis.  Da  das  Drt-ifrk  dureli  die  Krkpunktf 
bestimmt  ist,  so  kann  man  diesen  Satz  auch  ausdrücken:  Drei  Punkte,  die  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  minsen  auf  einem  Kreise  lie^^en,  oder:  ein  Kreis  ist 
bestimmt  durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Da  jeder  Winkel  des  Dreiecks  ein  Periphertewinkel  des  Umkreises  ist,  so 
ergibt  «ich,  daU  der  Mittelpunkt  des  Umkr<  isrs  h»'?  ein^m  rrchtwinklijien  Dreieck 
der  Halbierungspunkl  der  Hypotenuse  ist,  und  bei  einem  spitzwinkligen  innerhalb, 
bei  einem  stumpMnkligen  aullerhalb  des  Dreiecks  liegt. 

Die  drei  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks  schneiden  sich 
in  einem  Pnnktf>,  drr  \nu  den  Seiten  gleich  weit  nitfcrnt  ist  (§  12  Nr.  3,  H^i. 
Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  dfs  Itikrci'^rs.  Di«  1  uüpimktc  d«'r  xon  ihm  aiil 
die  Seilen  gefällten  Senkrechten  sind  die  iierührungspunkte  des  Inkreises  mit  den 
Seiten;  die  Senkrechten  selbst  Radien  des  Inkreises. 

Das  Dreieck  hat  einen  Inkreis.    Er  liegt  innerhalb  des  Dreiecks. 
Im  allgemeinen   ist  der  Mittel])unkt   des  fnkreises  von   dem   des  Umkreises 
verschieden:  nur  heim  {ileichseitijjen  Dreieck  fallen  beide  zusammen.  Beim  gleich- 
schenkligen Dreieck  liegen  beide  auf  der  ibilie  (vgl.  §  12  Nr.  2). 

In  jedem  Dreieck  existieren  außer  dem  Mittelpunkt  des  Inkreises  nach  §  1 2  Nr.  H 
noch  drei  andr«>  Punkte,  von  denen  jeder  von  den  drei  Seiten  oder  deren  \ >r- 
längeruni;«'n  mieich  weit  entfernt  ist.  Diese  Punkt-»  sind  die  Sclmittpunkte  der 
Halbierungslinien  \oti  jf*  zwei  AtiOenwinkeln  de-  Dre  iecks  und  der  Halbieruiiiis- 
linie  des  am  dritten  i'.ckpiinkt  lieg<Muien  innenwuikels.  Um  jeden  dieser  Punkte 
UUlt  sich  hiemach  ebenfalls  ein  Kreis  beschreiben,  der  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks oder  deren  Verlängerungen  berührt,  und  7Avar  lie<;t  jedesmal  ein  Berfihrungs- 
piinkl  anf  riner  Seite  selbst,  w.ihrend  die  andern  auf  den  N'erliingerunm-n  der 
beiden  amiern  Seiten  liefen.  Diese  drei  Kreise  heiL^-n  Ankreise  des  Dreiecks. 
Ihre  Mittelpunkte  iuni  tiie  Kreise  üclbst  liegen  auüerlialb  des  Dreiecks. 

3.  Ist  ein  Viereck  einem  Kreise  einbeschrieben,  so 
-ind  je  zwei  (^e;^eniiberliegettde  Winkel  Peripheriewinkel, 
deren  Bni;en  einander  zum  i^anzen  Kreise  ergänzen.  Daher 
gilt  nach  i;  1  (j  .Nr.  1,  4>  der  Satz: 

1)  In  einem  Sehn  e n  v i e reck  beträgt  die  Summi- 
je  zweier  gegenöberliegender  Winkel  zwei  Rechte 
und  daraus  folgt: 

2|  IC  in  in  neu  winke!  <  iiii  >  St»  h  n  «•  n  v  i  e  rec  ks  ist 
gleich  dem  g eii  e n ü be r I  i  ey  e n d  e ii  A  ii  U «•  ii  w i  n k e I. 
Ist  femer  ABCD  li  ig.  "»3)  ein  Tangentenviereck,  so 
Fig.  SB.  sind  je  zwei  Seitenabschnitte,  die  zwischen  demselben 

Eckpunkt  und  <len  Bendirunuspunkten  der  anliegenden 
Seilen  liegen,  wie  z.  R.  /?/-,'  iiiid  />/',  i;|eicli  lau«  (?;  1")  Nr.  4).  [e  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  ,iß  und  DC\  sowie  AD  und  HC  enthalten  vier  solche  Abschnitte, 
dergestalt,  daß  jeder  Abachnitt  de.s  einen  Paares  einem  Abschnitt  des  andt  rn 
Paares  gleich  ist.    Hieraus  folgt  der  Satz: 
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3)  In  einem  Tangenten vicrcck  ist  die  Samme  zweier  Gegenseiten 
gleich  f!«>r  Summe  der  beiden  andf'rn. 

Die  beiden  vorstehenden  Satze  lassen  sich  nmkehren: 

4)  Ist  in  einem  Viereck  die  Summe  zweier  gej;enüberliejiender 
Winkel  gleich  «wei  Rechten,  so  hat  das  Viereck  einen  Umkreis. 

Es  nil»t  nämlich  stets  einen  Kreis,  der  durch  drei  Kckixinktc       //,  C  des 
\  i»  rerks  il'!-.  .'i  H  -jrlit.    I.a^e  nun  der  vierte  Eckpunkt  D  ;uiUerhalb  dieses  Kreises, 
so  müÜte  wenijistens  eine  der  Seiten  .-ID,   CD  den  Kreis 
schneiden.    Dieser  Schnittpunkt  E  wäre  daim  der  vierte 
Eckpunkt  eines  Sehnenvierecks  ABCE^  und  es  müßte  daher 
Z  ABC  +  /  CEA  -  2  R  sein.    Da  ab«-r  /  LEA  als  Außen- 
winkel des  Drpiprks  AED  jiröUer  als  der  Winkel  CDA  ist, 
sr»  wnrdi-  Iik  raus  tollen,  dali  /  ABC  -\-  /i  CDA  <  2  A'  war«'. 
La^e  daiit  ^.  n  D  innerhalb  des  Kreiseü,  so  könnte  man  CD 
bis  zum  Schnittpunkt  E  mit  dem  Kreise  verlängern  und 
durch  die  entsprechende  Beweisführung  folgern,  daß  /'  ABC' 
4-  /  CDA>  2  R  M-in  müsse.    Soll  also      ABC  ^  /  CDA 
—  2,  R  sein,   so   muß  D  auf   dem   durch  A,  B  und  C 
gehenden  Kreise  liegen. 

5)  Ist  in  einem  Viereck  die  Summe  zweier  Gegenseiten  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern,  so  hat  das  Viereck  einen  Inkreis. 

Es  iribf  iirimlieh  stets  eiiifti  Kreis,  der  drei  Sritni  AB.  PC,  CD  d«'s  \'ierecks 
(Fig.  55)  berühru    Schnitte  nun  die  vierte  Seite  AD  den  Kreis,  so  könnte  man 
mittiels  einer  von  D  an  ihn  gelegten  Tangente 
ein  Tangentenviereck  EBCD  konstruieren,  und 
es  mQ8te  dann 

EB -\- CD  ^  BC DE 

sein.    Da  nun  EB  ^  AB -{-  AE  und  DE  <  AE 
■{■AD,  so  müßte 

AB  +  AE-{^CD<BC'{'AE-{'AD  , 

Odert  wenn  auf  beiden  Seiten  AE  subtrahiert, 

AB  ^  CD>  BC-\-  AD 

.sein.  Fiele  dagegen  AD  ganz  außerhalb  des 
Kreises,  so  könnte  man  wieder  mittels  einer  von  D  an  ihn  gelegten  Tangente 
ein  Tangentenviereck  EBCD  konstruieren  und  durch  die  entsprechende  Beweis- 
führung folgern,  daO 

AB  +  CD  <  BC  4-  AD 

sein  müsse.  Soll  also  AB  -|-  CD  =  BC  -i-  AD  sein,  so  mutt  auch  DA  den  Kreis 
berühren. 

4*  ."^ns  diesen  Sausen  folgert  man;  Ein  Quadrat  hat  einen  Um-  und  einen 
Inkreis»  deren  Mittelpunkte  zusammenfallen  in  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen. 
Ein  Rechteck  hat  einen  Umkreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der 

Diagonalen  ist:  aber  keinen  Inkreis.  Ein  Rhombus  hat  einen  Inkreis  aber  keini-ii 
Umkreis.  Ij'n  !'nrall«-logramnj  und  ein  Trapez  hat  wi«-  dris  \'i«'reck  im  all- 
gemeinen weder  einen  Um-  noch  einen  Inkreis.  Ein  gleiciisciienkliges  Trapeit 
hat  immer  einen  Umkreis. 

Den  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Um-  und  Inkreises  (Nr.  1)  genügen 
auch  <lie  regelmäßigen  Vielecke.  Ein  \'ieleck  ist  regelmäßis^,  w«'iin  seine 
S»'itfTi  imd  seine  Winkd  ijleirh  sind.  Das  ^leirlivcitigr  Dreieck  ist  hi'-niMi  Ii  d;is 
regelmäßige  Dreieck,  weil  aus  der  Gleichheil  der  Seiten  die  der  Winkel  folgt. 
Das  gleichseitige  Viereck,  der  Rhombus,  ist  nicht  regelmäßig,  weil  die  Seiten 
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i'iiK'S  VifH'cks  cinandiT  ylcirh  sfin  kömii'u,  (Auw  daü  es  tlic  Wiiikrl  siii(i.  Das 
rp^olmäüiji«'  Viere  ck  ist  das  C^uadrat.  Die  Möglichkeit  rtni's  rf*'jc!malJit;«'n  «-Keks 
«T^ibt   sich,   WPiiii  man   in   einem   Kreise  n  Kajlien  iichl,   so  tiaü  je  /.«ei  auf- 

einander  lolgende  miteinander  gleiche  Winkel,  nämlich  -  —  bilden.  Zieht  man 

Ä 

zu  jedem  dieser  Centriwinkel  die  /.uiiehöri^;e  Sehne,  so  sind  die  «  Sehnen  ein- 
ander 'jleit'h.  Diese  sind  di»'  Seiten  eines  Sehnen-«- F.<l.s,  das  ;nis  n  kon- 
gruenten gU'icliscIienklijjen  Dreiecken  zusammengesetzt  ersctieint.  Jeder  innen- 
winkel  dcB  «-Ecks  besteht  aber  aus  zw'ei  aneinanderliegenden  Basisvinkehi  zweier 
anstoßender  gleichschenkliger  Dreiecke.   Jeder  Innenwinkel  ist  also 

3UU« 

180»   . 

n 

T'a  nun  das  «-Kck  yleiciie  Sriii  n  niul  ,,'leiche  Winkel  hat,  so  ist  es  rejiehnäliiu. 
Denkt  man  sich  ein  refjelmaüiges  «-Eck  gegeben,  unabhängig  von  einem  Kreise, 
SO  mässen  also  dessen  Seiten  und  Winket  gleich  sein.  Da  nach  ^  8  Nr.  3  die 
Snmme  der  Winkel  eines  «-Ecks 

(2  I»  —  4>^  =  »  .  180«  —  360« 

sein  muli,  so  ist,  wenn  sie  alle  einatuier  gleich  sind,  jeder 

n  n 

sein;  wie  vorhin  gefunden  worcfen  ist. 

5*  I^'t  ABCDEf"  (Fig.  '»<j)  ein  reijehTiäUiges  \  leleck,  so  mögen  zwei  l>enacri- 
barte  Winkel  J'AB  und  //^C7  halbiert  und  der  Schnittpunkt  M  der  Halbierungslinien 
mit  allen  noch  übrigen  Eckpunkten  des  Vielecks  verbunden  sein.  Da  die  Winkel 
JRABf  ABC  zufolge  der  Voraussetzung  gh'ich  groll  sind,   so  müssen   aucli  ihre 

Hälften  a,  /?  rln.itidi  r  Lil'  ifh  sein:  daher  ist  <las  Dreieck 
///f.l/ ghüchschenklig,  d.  ii.  es  ist  AM  UM.  Ks  stimmen 
ferner  die  Dreiecke  ABM,  BCM  in  der  gemeinsclialt- 
lichen  Seite  BM%  den  nach  Voraussetzung  gleichen  Seiten 
A/i,  //C' und  in  den  Hälften  (i,  y  des  Winkels  B  (iberein 
und  ».iiul  also  konc'nierit.     HiiTatis  ftil'jt.  daÜ  CJ/      .  LI/ 

\y  \^  /  ist  und  mithin  muU  audi  CM  BM,  also  das  Dreieck 
^'  \  /  BCM  gleichschenklig  sein.  Da  hiernach  wieder  die 
 ^           Winkel  b  und  y  einander  gleich  sind,  so  ergibt  sich  mit 

^  Berücksichtigung  der  Hti  i.  lilicii  der  ganzen   Winkel  B 

pig,  gH,  und  C.  und  dat^  y  die  Jlallir  \<>ii       is?.  daÜ  auch  fi  die 

llältle  von  C,  oder  b  gleich  f  s«mu  muli.  Nun  lälil  sich 
in  gleicher  Weise,  wie  vorher  die  Kongruenz  der  Dreiecke  ABM  und  BCM^  auch  die 
der  Dreiecke  BCM  und  CDM  beweisen  und  daraus  wieder  folgen»,  daU  das  Drei- 
eck CVM/^ 'jti'icfiMlienklig  oder  tJ/  />.!/ ist.  Man  kann  dann  in  derselben  Weise 
fortfahren  und  tur  jede  heiiehige  Xn/ahl  von  Teildreiecken  den  Beweis  bis  zum 
letzten  fürts«  tzen.  .Somit  folgt,  daü  die  Strecken  AM,  BM,  CM,  UM  u,  s.  w. 
sämtlich  gleich  lang  sind,  oder  daO  Af  von  allen  Ecken  des  Vielecks  gleich  weit 
entfernt  isL  A.\f,  BM,  CM^  .  .  .  sin<l  aber  die  Halbierungslinien  der  Winkel,  die 
sirh  daher  in  ein«- in  F'unkfe  -.rlmeiden  müssen,  der  \-on  allen  Seiten  gleich 
weil  enllernt  ist.     Somit  hat  man  den  Satz  bewu'sen : 

In  einem  regelmaüigen  \  ieleck  gibt  es  einen  Tunkt,  der  von 
allen  Eckpunkten  und  von  allen  Seiten  gleich  weit  entfernt  ist. 

Dieser  Punkt  wird  der  Mittelpunkt  des  X  ielet  ks  geuaimt.  Er  ist  der 
Mittelpunkt  des  Um-  und  des  Inkreises  des  regelmäüig<*n  //-Keks. 


Digrtized  by  Google 


§  18 


Zwei  Kreise. 


253 


Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  zugleich,  daß  und  vranim  ein  ir-£ck  im 

allgi'nirin«'!!  keinen  MiUf  lpunkt  hat, 

X'rrbindet  man  diu  MittrljHinkr  .1/  rlnos  rci:<'l- 
mäUiiit'ii  N'ielfcks  mit  ?.\\vi  bciiarhhartcii  Kckpunkccii 
./  und  B,  so  bilden  die  \'erbindungslinieu  mit  AB 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  das  als  Beat  immun  g  s- 
dri'irck  di's  regelmäßigen  Vielecks  gehen  kann.  Ks 
enthält  alli-  zur  Kestimmun^  fies  repelmäUifien  Viel- 
ecks wesenllu  he  Stücke.  Die  Basis  /4B  (Tiji.  57)  ist 
die  Seite,  der  Schenkel  AIA  —  AfB  ist  der  Radius  des 
Umkreises,  die  Höbe  MJV  ist  der  Radius  des  In- 
kreises. Z  ^fAB  =  Z  MBA  ist  die  Hälfte  eines 
Innenwinkels:  es  ist  femer 

3  t]  II'*  1800 
Z  AMB  =  ,     Z  AMN  ^  £  BMN  ^  —  - 


%  18.    Zwei  Kreise. 

1.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpankte  B  zweier  Kreise  (Fig.  68)  heißt 
ihre  Centrale.   Die  Centrale  der  Kreise  A^  B  schneidet  den  Kreis  B  in  einem 

Punkte    C\   ttnd    ihre   X'erlänirerunp;  über 

den   Mittelpunkt  B  schneidet    denselben  >>. 

Kreis  in  einem  Funkte  /?.  Es  sei  nun  ^    /  \  /•  >v 

ein  beliebiger  andrer  Punkt  des  Kreises        /  ^  T* 

den  man  mit  beiden  Mittelpunkten  //,  B   1  *""*=^=4-— — ^4  — XU 

verbunden  hat,  so  ist  in  drm  Dreieck  ABE,    \  j  \^  J 

AB  -r  BE  >  AE  und  AB  —  BE  <  AE.  Da    V  /  ^ — ^ 

nwiBE  =>  BD  ^  BCt  so  ist  auch  AB  -|-  BD      ^  ^ 

>  AE  und  AB  —  BC<AEt  d.  h.  es  ist  Pft^M. 
AD  >  A£nndAC<  AE.  Von  all.  n  Punkt,  n 

(i<  s-  Kreises  B  hat  also  D  die  ^ToLltc  und  C  die  klriiiste  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt des  Kreises  A.    Hieraus  ergeben  »ich  jolgende  Satze: 

Ist  die  Centrale  zweier  Kreise  großer  als  die  Summe  der  Radien,  so  liegt 
jeder  der  beiden  Kreise  außerhalb  des  andern»  die  beiden  Kreise  schließen 

einander  aus.  Denn  ist  .'/^ >  r,  r.^,  wenn  die  Radien  der  beiden  Kreise 
mit  r,  iuk!  r,  bezeichnet  werden,  so  i'^t  /f >  r,  inid  es  lie^t  C,  und  (olglich 
auch  jeder  andre  Punkt  des  Kreises  B  außerhalb  des  Kreises  A. 

Ist  die  Centrale  zweier  Kreise  gleich  der  Summe  der  Radien,  so  haben 
beide  Kreise  einen  Punkt  gemeinsam  und  liegen  sonst  ganz  außerhalb  ein^der. 
Denn  in  diesem  Fall«-  ist  AC  —  AB  —  BC  —  r,,  es  liegt  also  Cauf  dem  Kreise  A, 
und  jeder  andre  Punkt  von  ß  außerhalb  .1. 

Ist  die  t'entrale  zweier  Kreise  klein»'r  al.s  die  Summe  und  grölier  als  die 
Differenz  der  Radien,  so  schneiden  die  Kreise  einander.  Denn  ist  AB  Kr^  -j-  /«, 
so  ist  AC<r^  und  C  Hegt  innerhalb  des  Kreises  A.  Ist  dabei  AB'>r^  — r,, 
wobei  man  immer  /'i  > /"^  voraussetzen  dar!,  so  AD  oder  AB-\  r^^>\,  also 
liet't  D  riiiLicrhalb  des  Kreises  A.  Da  also  der  Kreis  /)'  /.um  Teil  auUerhaib  tmd 
/um  Teil  innerhalb  des  Kreises  A  liejjt,  so  müssen  die  Kreise  einander  schneiden. 

Ist  die  Centrale  zweier  ungleicher  Kreise  gleich  der  Differenz  der  Radien, 
so  haben  dii-  Kr  -ise  einen  Punkt  gemeinsam,  und  jeder  andre  Punkt  d.  s  kleinem 
Kreises  liet;l  innerhalb  des  j;r()15erTi.  Di  nn  ist  AB  r,  —  r  , .  so  ist  IP  oder 
AB  r.  /, ,  also  lieft  D  auf  dem  Kreise  A,  und  jeder  andre  Punkt  von  B 
inneriialb  des  Kreises 
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Ist  die  Centrale  zweier  ungleicher  Kreise  kleiner  als  die  Differenz  der 
Radien,  so  lietjen  alle  Punkte  des  kleinern  Kreises  iiiiu  rljalb  des  uröUcrn. 
Denn  in  <liesem  Falle  ist  auch^X><r,.  Der  gröücrc  Kreis  schlieüt  den 
kleinern  ein, 

Ist  ifisbesondere  die  Centrale  zweier  ungleicher  Kreise  {gleich  NuiU  d.  h.  fallen 
ihre  Mittelpunkte  zusammen,  so  sind  die  Kreise  konzentrisch. 

*2.  Vnn  zwei  Kreisen,  die  t  in.Mi  Punkt  ^rnicinschaftiich  haben,  saiit  man,  sie 
berulir<  ii  (Mnaiuirr,  und  der  gemeinschaltliche  Punkt  heillt  ihr  Rerührun^;s- 
punkt.  Aus  dem  vorsiehcudcn  yehl  hervor,  daÜ  es  zwei  Arten  von  Berührunjjen 
zweier  Kreise  gibt:  bei  der  einen  liefet  ein  Kreis  sonst  anBerfaalb  des  andern, 
sie  berühren  einander  von  aulien:  bei  der  andern  liegt  der  kleinere  Kreis 
imirrhalh  tirs  andern,  er  berührt  den  jjröLw  rn  von  innen,  und  di  r  t^rnCcre 
Ix  rulirt  den  kleinem  iitnschlieüend.  Die  beiden  betreßcndea  Sätze  können 
daher  ausgesprochen  werden: 

1)  Ist  die  Centrale  zweier  Kreise  gleich  der  Summe  der  Radien« 
so  berühren  die  Kreise  einander  von  außen. 

2)  Ist  die  Centrale  zweier  ii  ni,'I '' i  i' Ii  «t  Knise  gleich  der  Differenz 
der  Radien,   so  berührt   der  kleinere  Kr«*is  den  «jröUern   von  innen. 

Zugleich  geht  aus  den  obigen  Entwicklungen  hervor,  daÜ  der  Berührungs- 
punkt im  ersten  Fall  auf  der  Centrale,  im  z«'eiten  auf  der  Verlängerung  der 
Centrale  über  dem  Mittelpunkt  des  kleinern  Kreises  liegt. 

Atirh  cru'iht  sich,  daü  zwei  Krei-:r  einander  nur  unter  den  angepebenen 
Bedingungen  berühren  können,  da  lur  jeden  andern  möglichen  Fall  eine  andre 
Lage  der  Kreise  nachgewiesen  wurde.    Vis  gelten  daher  auch  die  Umkehrangen: 

3)  Beröhren  zwei  Kreise  einander  von  außen,  so  liegt  der  Be- 
rührungspunkt auf  der  Centrale,  nnd  diese  ist  gleich  der  Summe  der 
Radien. 

4)  Berührt  ein  Kreis  einen  andern  von  innen,  so  liegt  der  Be- 
rührungspunkt auf  der  Verlängerung  der  Centrale  über  den  Mittel- 
punkt  des  kleinem  Kreises»  und  die  Centrale  ist  gleich  der  Differenz 
der  Radien. 

Schneiden  zwei  Kreise  einander,  so  geschieht  tiies  in  zwei  Punkten,  denn 
ist  C  ein  Schnittpunkt  der  Kreise  A,  B  (Fig.  so  bildet  die  Centrale  AB  mit 
den  nach  C  gehenden  Radien  ein  Dreieck,  und  denkt  man  sich  dieses  um  AB 

auf  die  andre  Flächenseite  von  AB  gedreht,  so  kommt 
es  in  die  Lage  ADB,  so  daU  AD  -  AC  und  BD  =  BC\ 
also  D  ebenfalls  ein  auf  beiden  Kreisen  zugleich 
liegender  Punkt  ist.  DaÜ  aber  zwei  Kreise  einander 
nicht  in  mehr  als  zwei  Punkten  schneiden  können,  folgt 
daraus,  daß  durch  drei  Punkte  ein  Kreis  bestimmt  ist, 
daß  also  zwei  Kreise,  die  drei  Punkte  gemeinsam  haben, 
einander  decken  müssen, 
pig.  5ft  Verbindet   man   die  Schnittpunkte  C,  D  zweier 

Kreise  A^  so  erhält  man  ihre  gemeinschaftliche 
Sehne  CD.  Da  ACD  nnd  BCD  gleichschenklige  Dreiecke  sind,  so  steht  die 
Verbin<lungslinie  ihrer  Spitzen  ^,  senkrecht  zu  der  gemeinschaftlichen  Basis  CD% 
oder,  was  dasselbe  ist. 

5)  die  gerne  iiischal  iliche  Sehne  zweier  einander  schneidenden 
Kreise  steht  senkrecht  auf  der  Centrale. 

Haben  die  beiden  sich  schneidenden  Kreise  gleiche  Radien,  so  werden  auch 
die  T)reie(  ke  ABC  und  ABD  gleichschenklig  und  die  gemeinsame  Sehne  halbiert 

die  Centrale. 

Der  l  all,  daÜ  sicli  die  beiden  Kreise  berühren,  ist  der  besondere  l  all,  daU 
die  beiden   gemeinsamen  Punkte  in  einen  auf  der  Centrale  zusammenfallen. 
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Man  kann  hiernach  Ka(;cn,  zwei  sich  berührende  Kreise  haben  anrei  zusammen* 
fallende  Punkte  j;emeinsam  (vgl.  i;  15  Nr.  3). 

Im  ganzen  können  zwei  Kreise  aul  fünf  verschiedene  Arten  zueinander 
liegen.  Sie  haben  entweder  keinen  oder  zvei  in  einen  zusammenfallende  oder 
zwei  getrennt  liegende  Punkte  gemeinsam. 

§  19.    Symmetrische  Figuren. 

1.  In  §  7  ist  der  Begriff  der  Symmetrie  ab  ein  den  Begriff  der  Kongraenz 

erglänzender  aber  nicht  wesentlich  von  ihm  verschiedener  erörtert  worden.  Durch 
LIinwendunp  «'iner  Fiyur,  di»'  einer  andern  symmetrisch  ist,  läÜt  sie  sich  in  eine 
der  zweiten  konpruente  venvandeln.  Ks  ist  daher  auch  bei  der  Betrachtung 
der  Kongruenz  die  Symmetrie  als  stillscliweijjeud  mit  eingeschlossen  anzusehen. 
Der  Betriff  der  Symmetrie  hat  aber  auch  eine  weitere  Bedeutung  als  eine  Be- 
ziehnnp  der  Lage  von  Figuren  zueinander. 

Ein  i'hi'iit  s  ricbildr  (ri'^ur  im  wi  jfcrn  Sinne,  vj;l.  ^  G)  heißt  symmetrisch, 
wenn  eine  GtT;i(lf  (Irr  llbene  existiert,  die  es  in  zwei  Teile  teilt,  so  daü  der 
eine  durch  Umdreliunji  um  diese  Gerade  mit  dem  an<lern  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann.  Diese  Gerade  ist  eine  Symmetrieachse  der  Figur.  Nach  der 
Drehung  wird  immer  ein  Punkt  des  einen  Teils  mit  einem  entsprechenden  Punkt  des 
andern  Teils  ZUSammenfnllrn,  wenn  diese  beid^^n  Punkte 
so  liefen,  daß  ihre  N  i  rbinduiipslinie  durch  die  Sym- 
metrieachse normal  halbiert  wird.  So  liegen  in  Fig.  ÜO 
die  Punkte  A  und  A*  symmetruch  zu  MN^  wenn  AA* 
senkrecht  zu  MN  und  AQ  -—  QA'  ist.  Man  kann 
n\so  aiirh  sagen,  daC  die  Symmetrieachse  für  zwei 
Punkte  die  Mittelsenkrechte  ihrer  \'erbindun^shni<-  ist. 
Dann  wird  auch  nach  der  Umdrehung  AQ  auf  A'Q 
fallen  müssen«  d.  h.  die  S]rmmetrieacfase  einer  Strecke 
ist  ihre  Mittelsenkrechte.  Damit  ist  der  Punkt  der 
in  der  Svmmetriearhse  liei»t,  sieh  selbst  entsprechend, 
weil  er  seine  Lage  bei  der  Drehung  behalt.  Der 
Mittelpunkt  Q  ist  also  als  ein  Punkt  anzusehen,  in 
dem  zwei  Punkte,  die  Endpunkte  der  Strecken  AQ  Jf 
und  AQ  zusammenfallen.    Zieht  man  durch  A  eine  Fig.  oo. 

fn'rafb*,  welche  die  Symmetrieachse  MN  in  .S'  schneidet,  so  niuLi  A' S  die  zu  ihr 
in  Bezug  auf  MN  symmetrisch  liegende  Gerade  sein.  Zwei  Gerade  liegen  also 
^mmetrisch  zu  einer  dritten,  wenn  diese  den  Winkel  der  beiden  Geraden  halbiert; 
ihr  Schnittpunkt  muft  auf  der  Symmetrieachse  liegen.  Da  die  vier  Winkel«  die 
zwei  Gerade  bilden,  durch  zwei  aufeinander  senkrechte  Gerade  halbiert  werden, 
so  hat  (tte  aus  tw  ^'x  sie  h  schneidenden  Geraden  gebildete  Figur  zwei  aufeinander 
senkrechte  Sy  m  m  e  t  n  e  a  c  1  is  e  u. 

8.  Aus  diesem  Begriffe  der  Sjrmmetrie  folgt: 

Das  gleichschenklige  Dreieck  ist  symmetrisch  zur  Höhe.  Daraus  ergeben 
sich  alle  Eigenschaften  des  t.'Ie!(!ischenkligen  Dreiecks,  die  in  §  l'i  Nr  -  erfjrtert 
worden  sind.  Das  Kechterk  ist  symmetrisch  zu  di  ii  beiden  VerbiüduiiLislinien 
der  Halbierungspunkte  der  (iegenseiteu.  Der  Rhombus  ist  symmetrisch  zu  seiuen 
Diagonalen.  Das  Qurdrat  bat  die  Symmetrieachsen  des  Rechtecks  und  des 
Rhombus.  Das  gleichschenklige  Trapez  ist  symmetrisch  zur  Verbindungslinie  der 
Halbieningspunkte  der  parallelen  Seiten. 

Der  Kreis  ist  symmetrisch  zu  jedem  Durchmesser.  Der  Kreisbogen,  der 
zugehörige  Kreissektor  und  das  zugehörige  Kreissegment  sind  symmetrisch  zu 
dem  auf  der  begrenzenden  Sehne  senkrechten  Durchmesser  des  Kreises,  dem 
der  Bogen  angehört. 
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Die  I'i'jiir,  die  crbihh't  wird  ans  Kr«'is  nin!  I'imkl,  i<r  symmetrisch  zu 
d<*m  Kr»MS(iiir("hmi'ss('r,  aui  dem  ocior  auf  dcssiMi  V««rlanj>rniiij,'  (i«T  Punkt  liri^t. 
Liefet  der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  muü  die  zu  dem  Durchmesser  des 
Panktes  nonnale  Sehne  von  dem  Durchmesser  halbiert  werden.  Liegt  der  Punkt 
auf  dem  Kreise,  so  muß  die  in  ihm  an  den  Kreis  ^ele^rtt*  Tangente  normal 
zu  dem  Durchmesser  sein.  Lieft  (!<t  Punkt  aiilicrlialb  des  Kreis»*s.  <o  müssen 
sich  von  ihm  zwei  zu  dem  Durclimosser,  der  durch  den  Punkt  bestmiml  iüt, 
symmetrische  Tangenten  legen  lassen  und  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte muß  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  stehen  und  von  ihm  halbiert  werden 
(vgl.  S  1 5  Nr.  4). 

Zwei  Kreise  sind  symmetrisch  zu  ihrer  Centrale,  d.  h.  zu  der  (»ernden,  die 
durch  die  Mittelpunkte  der  Kreise  geht,  ilabcn  die  Kreise  daher  einen  Punkt 
gemein,  so  müssen  sie  noch  einen  «weiten  symmetrisch  tnr  Centrale  Kegenden 
Punkt  gemein  haben  und  die  N'erbindungslinie  der  Punkte  muU  von  der  Centrale 
normal  halbiert  werden.  IJcl;(  (irr  i;emeinsame  Punkt  auf  diT  CcntrnJf  selbst, 
so  fällt  der  zweite  mit  ihm  zusammen,  die  Kreise  haben  zwei  in  der  (.'enirale 
zusammenfallende  Punkte  gemein.  Zwei  gleiche  Kreise  haben  auücr  der  Centrale 
noch  die  HbUttelsenkrechte  der  Centrale  als  Sjrmmetrieachse;  schneiden  rie  sich; 
90  muft  die  gemeinsame  Sehne  die  Centrale  halbieren  (vgl.  §  18)^ 


§  20.    Die  Fuudameutalaufgaben. 

1,  Die  bisher  entwickelten  und  in  Lehrsätzen  ausgesprochenen  Eigen- 
srhnftrn  der  Figuren  !if*feni  die  Mittel  zur  Lösung  von  .\ufg.'ihfn ,  welche  die 
Konstniktion  von  Figuren  aus  gegebenen  Uestimmungsstücken  verlang<-u.  Wie 
ein  Lehrsatz  eine  Behauptung  ausspricht,  die  eines  Beweises  bedarf,  so  ist  eine 
Aufgabe  eine  Forderung,  ilw  eine  Auflösung  notwendig  ma>  in.  Der  Beweis 
eines  Satzes  wird  geführt,  indim  man  7Pii;t.  daU  »t  «Mne  Indische  Folgerung 
aus  schon  bewiesenen  Sätzen  oder  aus  den  durch  die  Krtahrung  als  richtig  be- 
kannten Axiomen  der  Georaeirie  ist.  Die  .\uflüsung  einer  .\ufgabe  muli  zeigen, 
wie  man  sie  auf  schon  gelöste  Aufgaben  oder  auf  die  Postulate  (§g  2  und  5),  die 
im  Gebrauch  von  Lineal  und  Zirkel  bestehen,  zurückführen  kann. 

Konstruktionen,  wie  z.  U.  das  Fäll«'n  einer  Senkrechten  von  einem  Punkt 
auf  eine  Gerade,  das  Ziehen  von  Parallelen  wurden  schon  bei  den  lieweisen 
der  Lehrsätze  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  vielfach  vorausgesetzt,  allein 
da  es  nur  nötig  war,  sie  ausgeführt  zu  denken,  reichte  es  hin,  dafi  die  Möglich* 
keit  solcher  Senkrechten,  Parallelen  u.  s.  w.  feststand,  ohne  dali  es  zunächst  nötig 
war.  die  praktisehe  Ausführung  ihrer  Konstniktion  zu  lehren.  Cm  beispielsweise 
zu  beweisen,  daü  die  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks  einander  gleich  seien, 
ist  es  nur  nötig,  sich  ein  solches  Dreieck  vorznatellen,  aber  nicht,  daß  vorher 
gf/(  >^ei,  auf  welche  Weise  man  es  konstruieren  könne:  cbiMiso,  WO  zu  einem 
Ht  ueise  eine  WinkrIliaII)it  ri  ndr  <  rforderlich  ist,  ist  <  s  niclit  notwendig,  ihre 
Konstruktion  aus/iiiuhren,  sundern  nur  diese  unanfveifelhait  existierende  Gerade 
sich  vorhatiden  zu  denken. 

Die  durch  die  Lehrsätze  bekannt  gewordenen  Eigenschaften  der  Figuren 
bieten  nun  auch  die  Mittel,  die  Auflösung  von  Aufgaben  tu  Irluen. 

Fu  nd a m e n  t  n  I  s ri  1 7e  sind  solche  Lehrsätze,  auf  die  der  Ki  weis  der  gröliten 
Zahl  der  übrigen  zurückgetulirt  wird,  wie  z.  B.  die  Kongrueuzsaize  and  Funda- 
mentalaufgaben sind  die  Aufgaben,  ohne  deren  Kenntnis  keine  andre  Auf- 
gabe gelöst  werden  kann. 

Als  Fundamentalaulgat>eii  lassen  sidi  zunächst  diejenigen  hr/tMchnen ,  die, 
ei\tsprechend  den  Kotignini/sätzen,  die  Konstruktion  eines  Dreiecks  aus  drei 
Bestimnuingsblücken  vt-rlangen. 
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1)  ¥.\n  Dreieck  aus  st-int-n  drei  Seiten  zu  konstruieren. 

E»  sind  drei  Strecken  c  i^egeben,  und  es  vird  ein  Dreieck  verlangt« 

dessen  Seiten  diesen  Strecken  jlci*  h  sind.  Man  zeichne  eine  Gerade  und  trage 
nnf  ihr  AP  ^  r  ^^h  iV\'^.  Gl),  |)rsi-lirrihc  um  A  mit  dem  Radios  dt  und  nm  B 
mit  dem   Radius  u  Krt-islxiiien   und  verbinde  ihren 

Schnittpunkt  C  mit  A  und  B,    Dann  ist  ABC  das  

verlangte  Dreieck.  - 

Eine  Aufgabe  erfordert  eine  Determination,  ^  

d.  h.  die  Untersuchung,  unter  welrlien  Hedins^tmcren  ff 
ihre  Auflösung  möglich  ist  und  ob  die  Aufgabe  ein- 
deutig oder  mehrdeutig  bestimmt  oder  unbestimmt 
ist.  Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  die  Bedingung 
der  Lösbarkeit  ohne  weiteres  ersichtlich:  die  drei 
gegebenen  Strecken  mü^s'sen  ^^n  hesrhaffen  sein,  daÜ 
die  Suaune  der  beiden  kleinem  gröüer  als  die  grölitc 
ist  Eine  andre  Wahl  der  Strecken  würde  im  Wider-  ß 
Spruch  stehen  mit  der  Eigenschaft  des  Dreiecks,  daß  Fig.  «t. 

die  Summe  zweier  Seiten  gröüer  ist  als  die  dritte 

Seite.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  das  Dreieck  eindeutic;  bestimmt.  Ks 
gibt  zwar  unendlich  viele  Dreiecke  mit  denselben  Seiten:  diese  sind  aber  kongruent 
oder  tyrometrisch.  Bei  festgegebener  Lage  einer  Seite  AB  gibt  es  vier,  die  paar- 
weise symmetrisch  zur  Seite  AB  und  ihrer  Mittelsenkrechten  liegen.  Wenn  diese 
Lagenbeziehnng  nicht  in  Betracht  kommt  ffir  weitere  Konstruktionen,  so  kann  man 
eins  von  diesen  vier  Dreiecken  als  das  eesnrhte  annehmen. 

Nicht  immer  sind  die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  von  vondierein  klar, 
sondern  ergeben  sidi  erst  durch  die  Konstraktion  selbst  (vgl.  Aufgabe  11).  Nur 
in  solchen  komplizierteren  Fällen  ist  eigentlich  die  Determination  notwendig.  In 
den  einfacheren,  wie  in  der  vorliegenden  Aufgabe  und  den  folgenden  kann  die 
Determination  weggelassen  werden. 

Als  besondere  Fälle  der  vorstehenden  Aufgabe  können  die  folgenden  gelten : 

2)  Ein  gleichschenkliges  Dreieck  aus  Basis  und  Schenkel  zu 
konstruieren,  oder  auch,  über  einer  gegebenen  Basis  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  zu  konstruieren,  dessen  Schenkel  gegeben  ist. 

Hierzu  ist  nur  anzunehmen,  daß  in  der  vorigen  Aufgabe  a  —  b  sei. 

3)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  aus  der  Seile  (oder  über  einer  gegebenen 
Seite  ein  gleichseitiges  Dreieck)  zu  konstruieren. 

Man  nehme  in  der  Aufgabe  \)  a  —  Ö  —  C  an. 

Da  jeder  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks  60*  betr^,  80  ergibt  sich 

hieraus  zugleich  die  Lösung  der  Anfeabe: 

4)  Linen  Winkel  von  CO"  zu  zeichnen* 

Nimmt  man  femer  zu  den  Seiten  des  zu  konstruierenden  Dreiecks  die  Seiten 
eines  andern  gegebenen  Dreiecks,  so  löst  man  die  Aufgabe: 

'))  Fin  Dreieck  zu  konstruieren,  das  einem  gegebenen  Dreieck 

kon^'rueiii  ist. 

Da  kongruente  Dreiecke  in  den  eutspreclienden  Winkeln  übereinstimmen, 
und  zu  jedem  gegebenen  Winkel  durch  eine  beliebige,  seine  Schenkel  schneidende 
Gerade  ein  Dreieck  konstruiert  werden  kann,  so  ergibt  sich  hieraus  auch  ein 

Mittel,  um 

Einen  Winkel  zu  zeichnen,  der  einem  gegebenen  Winkel  gleich 
ist,  und  insbesondere 

an  eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  einen  ge- 
gebenen Winkel  anzutragen. 

Da  hierbei  die  Gerade,  welch(»  die  Schenkel  d«^  fr^ebenen  Winkels  Imeidet, 
beliebig  gezoircn  werden  kann,  so  wird  man  ihr  eine  für  die  Ausführung  der 
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Konstruktion  möglichst  beijncme  Lajje  };eb«*n,  und  tlirs  ist  der  Fall,  wenn  das 
Dreieck  gleichschenklig  wird.  Hiem.u  h     ^^i aliet  sich  die  Aaflösimg  der  Aufgabe 

in  tollender  Weise: 

Man  beschreibe  um  den  Scheitel  D  (Fig.  C2) 
des  gegebenen  Winkels  mit  beliebigem  Radins 
einen  Kreisbopen,  der  die  Schenkel  in  A  and  C 
schneidet,  und  mit  dmiselben  Radius  nm  den 
auf  der  G«  raden  JAV  j;et;ebeueü  Puukt  P  einen 
Kreisbogen,  der  MN  in  D  schneidet  Darauf 
beschreibe  man  mit  dem  Abstand  der  Punkte  A 
und  C  um  D  einen  Kreisbogen,  der  den  um  P 
beschriebenen  in  E  schneidet  und  ziehe  MP^  80 
ist  P.PD  der  verlangte  Winkel. 

Im  geometrisdien  Zeichnen  nimmt  man  die 


ÜT 


Fig.  63. 


Strecke  ACt  d.  i.  die  Sehne  des  Kreisbogens  in  den  Meßzirkel,  setzt  die  eine 
Spitze  auf  D  und  markiert  £  durch  einen  Zirkelstich. 

7l  Zu  einer  gegebenen  Gernden  durch 
einen  Punkt  die  Parallele  zu  ziehen. 

Man  ziehe  durch  den  gegebenen  Punkt  C 
(Fig.  63)  eine  beliebige  Gerade,  die  AB  in  D 
schneidet  und  trägt  an  CD  in  C  einen  Winkel,  der 
gleich  CDB  ist,  so  an,  daü  rr  ztt  diesem  korrespon- 
dierender oder  Wecluiclwnikel  \vird.  Der  ireie 
Schenkel  ist  die  gesuchte  Parallele.  Im  geo- 
metrischen Zeichnen  macht  man  diese  Konstruktion 
mechanisch  weit  bequemer  und  genauer.  Man  be- 
dient sich  dazu  i''\w<*.  dreif'rkit'«*ii  IJneals  ("ewöhnlich  rin  rechtwinklitrcs  Dreieck  mit 
dem  spitzen  Winkel  üO"  oder  45",  sogenannten  Winkel),  von  dem  man  eine  Seite 

an  ein  zweites  Lineal  anlegt,  während  eine  andre  mit  AB 
zusammenfällt.  Dann  verschiebt  man  es  längs  des  zweiten 
festgehnltt'iKM!  I.int  rtls  bis  die  vorher  mit  AB  zusammen- 
fallende Kante  durch  C  geht  (s.  Fig.  04). 

8)  Ein  Dreieck  aus  einer  Seite  und  den 
beiden  anliegenden  Winkeln  zu  konstruieren. 

Man  zeichne  ein»'  Strecke  gleich  der  geL;»  b(  nen 
Srite  und  trage  an  sie  in  jedem  Hnflpniiktf  i-int-ii  der 
gegebenen  Winkel  an.  Die  freien  Schenkel  schneiden 
einander  in  dem  dritten  Eckpunkt  des  Dreiecks. 

9)  Ein  Dreieck  aus  einer  Seite,  einem  an- 
liegenden nnd  dem  gegenüberliegonden  Winkel  zu  konstruieren. 

Es  sei     die  gegebene  Seite,  a  der  gegenüberliegende,  ^  der  anliegende 

Winkel.  Man  zeichne 6' =  a 
(Fig.  Cöj,  trage  an  BC 
in  B  den  Winkel  ß  an,  ziehe 
durch  C  xw  BA  die  Parallele 
CF  luifl  trnce  in  C  an  CR 
d<'u  Winkel  a  an.  Der  freie 
Schenkel  dieses  Winkels 
schneidet  den  von  ß  in  A. 
D«'r  Winkel  CAB  ist  d  um 
als  Wcrhselwinkel  an  Paral* 
lelen  gleich  a. 

10)  £in  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  W'inkel 
zu  konstruieren. 


Fi«.e<. 


Fig.«. 
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Die  Kouslrukliou  geschiebt,  indem  mau  eiue  Strecke  gleich  der  einen  ge- 
gebenen Seite  zeichnet,  an  diese  in  ihrem  einen  Endpunkt  den  gegebenen  Winicel. 
anträgt,  auf  dem  freien  Schenkel  die  zweite  gegebene  Seite  vom  Scheitel  aus 
abträgt:  die  N'erhindimgslinie  der  Endpunkte 
ist  die  dritte  Seite. 

11)  Ein  Dreieck  aus  iwei  Seiten  und 
dem  der  einen  gegenfiberliegenden 
Winkel  zu  konstruieren. 

Sind  <7,  b  und  a  gegeben,  so  zeichne  man 
AC  --—  b  (Fig.  GG),  trage  in  A  an  AC  den 
Winkel  a  an  und  beschreibe  am  C  mit  dem 
Radius  b  einen  Kreisbogen,  der  den  freien 
Schenkel  von  a  in  H  soluieider. 

Diese  Aufgabe  erlorderi  eine  Determi- 
nation. Der  um  C  beschriebene  Kreisbogen 
kann  den  freien  Schenkel  von  o  meiden,  be- 
rühren oder  schneiden.  Fällt  man  von  C  auf 
den  freien  Schenkel  von  a  die  Senkrechte  CC\ 
SO  kann  a  <  CC\  a  —  C'C,  a  >  CC  sein. 
Im  ersten  Falle  ist  die  Auflösung  unmöglich;  es  gibt  kein  Dreieck,  das  die 
gegebenen  Stücke  enthilt  Der  zweite  ist  ein  besonderer  Fall:  der  Kreis- 
bog'Mi  berührt  den  freien  Schenkel  von  a  in  C  und  das  gesuchte  Dreieck 
wird  recht^vinkltg.  Im  dritten  Falle  gibt  es  zwei  Schnittpunkte  und  B.., 
die  sjumietrisch  zu  C'  liegen.  Beide  Punkte  geben  mit  C  verbunden  die  beiden 
verschiedenen  Dreiecke  ABfCwad  ASfC,  solange  a  kleiner  als  6  ist.  Wird  a  ^  it 
80  fällt  ein  Schnittpunkt  mit  A  zusammen,  der  andre 
bestimmt,  wie  von  vondierein  klar,  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck.  Ist  aber  a  1>  b  gegeben,  so 
fällt  der  eine  Schnittpunkt  in  die  Verlängerung  des 
freien  Schenkels  von  a  fiber  A  hinans.  Das  durch 
ihn  bestimmte  Dreieck  würde  also  den  Winkel  a 
nicht  enthalt»*n  und  ist  nur  der  zweite  Schnitt- 
punkt zu  gebrauchen,  so  daß  es  nur  ein  Dreieck  gibt. 
Man  kann  also  ausammenfassen:  Die  Aufgabe  kann, 
falls  sie  überhaupt  lösbar  ist,  eindeutig  oder  swei- 
deutig  sein.  Lösbar  und  eindeutig  ist  sie  immer, 
wenn  der  gegebene  Winkel  der  gröUern  Seite  trrrjt-nfdierlieijt  hei.  §  10  Nr.  4,  '))). 

2,  Die  Eigenschaften  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  namentlich  die  der 
Symmetrie,  führen  zur  Lösung  foil^ender  Aufgaben: 

1)  .\uf  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Punkte 
die  Senkrechte  zu  errlrlitm. 

Man  trage  auf  dt»r  gegebenen  Geraden  Aß  von  dem  gegebenen  Punkt  C 
aus  (Fig.  07)  zu  beiden  Seiten  gleiche  Strecken  CD,  CE 
ab,  konstruiere  fiber  DE  als  Basis  ein  beliebiges  gleich» 
SChenkliges  Dreieck  und  verbinde  dessen  Spitze  F  mit  C» 
SO  ist  CA  die  \  ("rlaiii:te  Senkrechte. 

Diese  Konstruktion  ist  nicht  austülirbar,  wenn  C  ein 
Endpunkt  von  AB  ist,  und  AB  nicht  über  C  verlängert 
werden  kann.  In  diesem  Falle  kann  man  sich  folgender 
Konstruktion  bedienen:  Man  trage  von  C  aus  (Fig.  GS) 
auf  der  getjebenen  Geraden  eine  beliebige  Strecke  CD 
ab,  errichte  über  CD  als  Basis  ein  beliebiges  gleich- 
schenkliges Dreieck  CED^  verlängere  DE  Über  E  um  EF  —  ED  und  ziehe  CF^ 
so  ist  CF  die  verlangte  Senkrechte.   Denn  es  sind  /_'a  und  ^      und  ebenso 
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^  y  oad  ^  ^  als  Winkel  an  der  GruiHllinif  t^lrii  lischenkliper  Dreiecke  gleich,  also 
ist  a  H~  7*  ^  +  ^  ^^'^  daher  gleicli  der  Mälite  der  Winkclsumme  des  Drei> 
^  ecks  FCD,  mithin  gleich  90". 

2}  Auf  eine  gegebene  Gerade  von 
einem  gegebenen  Punkte  die  Senkrechte 
ztt  fällen. 

Mail  b('S(  hrcibe  (Fig.  00)  um  C  einen  Kreis- 
bogen, (it'f  AH  in  D  und  E  schneidet,  darauf 
mit  beliebigem  Radius  einen  Kreisbogen  um  D 
und  mit  demselben  Radius  einen  solchen  tun  E, 
Don  Schnittpunkt  /'  der  beiden  Kreisbogen  ver- 
binde man  mit  C ,  so  ist  CF  die  verlangte  Senk- 
rechte. Denn  die  Vcrbmdungslinie  der  Spitzen 
der  beiden  i^eichschenkltgen  Dreiecke  CDE^ 
FDEt  die  anl  derselben  Basis  stehen,  ist  sn  dieser  senkrecht. 

Auch  diese  beiden  Konstruktionen«  durch  einen 
gegebenen  Punkt  eine  Senkrechte  zu  einer  gegebenen 
Geraden  zu  ziehen,  werden  bequemer  und  genauer 
medbanlsch  mit  HiUe  zweier  Lineale  (vgl.  Kr.  1 ,  Anfg.  7 ) ) 
ausgeführt  Man  legt  (Fig.  70)  die  Hypotenuse  des 
dreieckig  rechtwinkligen  Lineals  an  das  zweite  Lineal 
an,  wahrrnd  die  eine  Kathete  mit  .1F  zusammenfällt 
und  verschiebt  es  an  dem  festgehaltenen  zweiten  Lineal 
SO  weit,  bis  die  andre  Katiiete  durch  den  auf  oder 
anfterhalb  AB  gegebenen  Punkt  C  geht. 

Eine  gegebene  Strecke  zu  halbieren. 
Man  besrhri'ihe  um  die  Endpunkte  der  Strecke  .-//>' 
(Fig.  71)  mit  demselben  beliebigen  Radius  zwei  Kreis- 
bogen, die  sich  in  den  zu  AB  i^rmmetrisch  liegenden 
Punkten  C  und  D  schneiden.  CD  ist  die  gemeinsame 
Sehne  der  beiden  gleichen  Kreise,  also  halbiert  sie  die 
Centrale  in  E.  Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst: 
4)  Die  Mittelsenkrecliie  einer  Strecke  zu  konstruieren. 

Praktisch  wird  der  Halbiemngspunkt  emer  Strecke  ge- 
.  wohnlich  durch  Probieren  gefunden.    Ks  gelingt  bei  einiger 

ühttn'^  bnld.  mit  clrm  Stcclix.irkfl  die  Tlälftr  einer  nicht  zu 
langen  Streike  zu  tiiuirn.  Triflt  Ix-iin  L'mselilaqrn  Hps 
Zirkels  die  andre  Zirkt-lspiLze  nicht  genau  in  den  andern 
Endpunkt  der  Strecke,  so  halbiert  man  nach  dem  Augen- 


Plg.  70. 
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maü  das  überschieUende  oder  fehlende  kleine  Stück.  Man 
hat,  wie  l>ci  den  andern  ineehanischrn  Konstniktionen  der 
Parallelen  und  Sfiikrecliten  den  \  nrteil,  dali  die  Zeichnung 
nicht  durch  störende  Hillsiinien  belastet  wird. 

Durch  wiederholte  Halbierung  der  Hälften  einer  Strecke 
kann  man  die  Aufgabe  lösen: 
Eine  gegebene  Strecke  in  4,  oder  8,  oder  16  u.  B.w.,  allgemein  in  2*  gleiche 

Teile  zu  teilen. 

5)  Einen  gegebenen  Winkel  zu  halbieren. 
Man  beschreibe  um  den  Scheitel  B  des  gegebenen 
Winkels  (Fig.  72)  mit  bell-  biL-eni  Radnis  r  incn  Kreis- 
bogen, der  den  einen  Schenkel  in  //,  den  andern  in  C 
schneidet,  und  daraut  um  mit  beliebigem  und  tmi  C 
mit  demselben  Radius  einen  Kreisbogen.    Den  einen 


Fig.«. 


Schnittpunkt  D  der  beiden  IBogen  verbinde  man  mit  B\  dann  halbiert  VB  den 
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gegebenen  Winkel.  Verbindet  man  D  mit  A  und  C  bo  stimmen  die  Dreiecke  ABDt 
CBD  in  den  drei  Seiten  üborein,  und  die  Winkel  ABDi  CBD  sind  daher 
gleich  als  entsprpchi'nde  Stücke  konpruenter  Dreiecke. 

Da  DB  den  Kreisbogen  AC  halbieren  muß,  so  kann  man  den  Mittelpunkt 
des  Bogens  AC  praktisch  durch  Probieren  wie  den  einer  Strecke  finden  und  ihn 
mit  B  verbinden. 

Durch  wiederholte  Halbierung  der  Teile  von  ABC  kann  man  die  Aufgabe 

lösen : 

Einen  gegebeneu  Winkel  in  4,  oder  «,  oder  10  u.8.\v.,  allgemein  in  2"  gleiche 
Teile  zu  teilen. 

6)  Eine  gegebene  Strecke  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher 

Teile  zu  teilen. 

Vm  die  Strecke  AR  (Fiir.  T.\\  in  i^lf'irho  Trilf  zu  teilen,  ziehe  man  von  A 
die  beliebige  Gerade  AC^  trag«'  aui  dirser  von  A  aus 
eine  beliebige  Strecke  «mal  nacheinander  ab,  so  da0 
man  die  Strecken  AD,  DR  u.  s.  w.  erhält,  verbinde  d«'n 
letzten  so  auf  AC  erhaltenen  Punkt  F  mit  ilrm  andern 
Endpunkt  B  der  gegebenen  Strecke  und  ziehe  durch 
die  übrigen  auf  AC  erhaltenen  Punkte  die  Parallelen  DG<, 
BH  u.  a.  w.  zu  FB.  Diese  teilen  AB  in  n  gleiche  Teile. 
Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  folgt  aus 
§  i;}  Nr.  1.  1). 

Wahrend  man  so  eine  Strecke  in  jede  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile  teilen  kann,  ist  dies  bei  einem  Winkel  durch  elementare 
Konstruktion  nicht  möglich  ,\ur  die  in  Aufgabe  5)  erwähnten  Teilungen  eines 
Winkels  las^i^n  sirh  allei'tin  in  ausführen:  •^chon  die  Teilung  eines  beliebigen 
Winkf'ls  in  dri'i  u'lfirhr  Trili-  idio  soi;enannte  i'risektion  des  Winkflsl  ist  mit 
Lineal  und  Zirkel  allein  nicht  ausluhrbar.  Teilimgea  von  Winkeln  sind  nur  in 
«tnzelnen  besondem  Fällen  ausfuhrbar. 

7)  Einen  rechten  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen. 

Da  man  nach  Aufi;il)f  Ii  in  Nr.  1  tincn  W'inkel  von  00"  zeichnen,  und 
somit  mit  Hilfe  von  A«ilgabe  0)  einen  solchen  von  einem  rechten  Winkel  ab- 
tragen kann,  so  erhält  man  als  Unterschied  einen  Winkel 
von  30*^,  d.  h.  den  dritten  Teil  des  rechten.  Am  einfachsten 
gestaltet  sich  diese  Konstruktion,  wie  folgt:  Man  beschreibe 
um  den  Scheitel  ß  des  rechten  Winkf  I<  (Fi.;.  74)  mit  be- 
liebigem Radius  einen  Kreisbogen,  der  die  Schenkel  in  A  und  C 
schneidet,  und  sodann  mit  demselben  Radius  um  A  und  um  C 
Bogen,  die  den  ersten  im  Winkelraume  des  rechten  Winkels 
in  D  und  E  schneiden.  Vi  ibindi^t  man  E  und  D  mit  so 
ist  der  Winkel  ABC  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.     Zieht  man  FIf.  74 

AD  und  ECi  so  sind  die  Dreiecke  ABD  und  BEC  gleichseitig. 

Da  man  mit  Hilfe  der  Aufgaben  1)  und  2)  einen  rechten  Winkel  zeichnen 
kann,  so  el-geben  sich  hieraus  und  durch  Anwendung  der  Aufgabe  5)  die  Losungen 
der  Aufgaben: 

Emen  Winkel  von  30",  von  45",  von  10"  A 
zu  zeichnen. 

Die  Konstruktion  von  Vielecken  läßt  sich 
auf  die  von  Dreiecken  zurückführen,  in  die  man 
das  Vieleck  durch  Diagonalen  oder  auf  andre 
Weise  zerlegt. 

8)  Die  Konstruktion  eines  Parallelo-  Fi«.«. 

gramras  kann,  wenn  z.  B.  zwei  anstoßende  Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  gegeben  sind,  dadurch  geschehen,  daß  man  zunächst  AB  (Fig.  75)  gleich 
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der  einen  gegebenen  Seite  zeichnet,  an  diese  in  ^den  gegebenen  Winkel  anträpt  und 
den  anpele^ten  Schenkel  /^(7  gleich  der  zweiten  gepebenen  Strecke  macht.  Daun  zirht 
man  entweder  CD  parallel  i.w  BA  und  AD  parallel  7\\  ßC,  oiirr  man  beschr»  ibt 
um  Crait  dem  Radius  und  um  A  mit  dem  Radius  />C  Kreisbogen  vuid  verbindet 
den  Schnittpunkt  D  der  beiden  mit  A  nnd  C,  oder  man  zieht  dnrch  C  die 
Parallele  zu  BA^  gibt  ihr  die  Länge  CD  =  BA  und  verbindet  D  mit  A. 

Insbesondere  sind  in  dieser  Aufgabe  die  folgenden  als  bcoiulere  Fälle  ent- 
halten: Kin  Rechteck  aus  den  beiden  anstoUenden  Seiten  in  konstruieren.  Kinen 
Rhombus  aus  der  Seite  und  eniem  Winkel  zu  konstruieren.  Kin  Quadrat  aus 
der  Seite  zu  konstmieren. 

S.  Von  den  Aufgaben  zu  den  Sätzen  vom  Kreise  sind  folgende  als 
fundamental  zu  er^vahnen: 

1)  Zu  einem  gegebenen  Kreise  oder  Kreisbogen  den  Mittelpunkt 
zu  finden. 

Man  ziehe  zwei  nicht  parallele  Sehnen  and  konstruiere  zu  jeder  die  Mittel- 
senkrechte.   Diese  müssen  einander  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  schneiden. 

2)  Den  L'mkrf^is  eim  s  T)r<'iecks  zu  konstruieren. 

Man  kDiisirnirrt'  zu  /.wri  Sriirn  die  Mittelsenkrechten,  so  ist  ihr  Schnittpunkt 
der  Mittelpuiiüi  tit  s  Umkreises.  Als  Kontrolle  für  die  Genauigkeit  der  Zeichnung 
konstruiere  man  auch  die  Mittelsenkrechte  der  dritten  Seite,  die  durch  den 
Schnittpunkt  der  beiden  ersten  gehen  muU.  Man  prüfe  auch,  ehe  man  den 
Krrts  srhl.njt.  mit  (l<  ni  Stechzirkel,  ob  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  von  den 
Eckpunkten  < maiuier  gleich  sind. 

3)  Den  Inkreis  und  die  .\nkreise  eines  Dreiecks  zu  konstruieren. 
Man  konstruiere  die  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  und  ziehe  durch  die 

Eckpunkte  zu  jeder  Ilalbieningslinie  die  Senkrechte.  Diese  Senkrechten  sind  die 
Halbierungslinien  der  Auüenwinkel.  Dam)  müssen  sich  dif  Tlalbirnineslinien  der 
Innenwinkel  im  Mittelpunkt  des  Inkreises  und  die  Halbierungslinie  jedes  Innen- 
winkels mit  den  Ilulbierungslinieu  der  beiden  andern  AuUeuwinkel  in  dem  Mittel- 
punkte eines  Ankreises  schneiden.  Von  den  Mittepunkten  der  vier  Kreise  fälle 
man  Senkrechte  .luf  die  Dreieckssi  it«  n  oder  deren  \  erlängerungen.  Die  drei  von 
*Mni  m  Mittelpunkt  gefällten  Senkrrchtni  müssrn  einander  gleich  sein.  Wenn  man 
dies  geprüft  hat,  kann  man  die  Kreise  ziehen. 

•1)  \\\  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  die 
Tangente  zu  legen. 

Man  zi<>he  durch  den  gegebenen  Punkt  die  Senkrechte  zu  dem  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Radius. 

'))  .\n  einen  gegebenen  Kreis  von  einem  außerhalb  gegebenen 
Punkte  die  Tangenten  zu  legen. 

Man  konstruiere  über  der  Verbindungslinie  des  gegebenen  Punktes  A  und 
des  Mitttelpunktes  J/ als  Dur«  hmesser  den  Kreis  und  verbinde  die  Schnittpunkte 

ß  lind  C  der  beiden  Kreise  mit  A.  Jede  dieser 
Verbindungslinien  ist  iMue  Tangente  des  gegebenen 
Kreises»  denn  die  Winkel  MBA  und  MCA^nA  rechte 
als  Periphericwinkel  über  einem  Halbkreise. 

6)  Über  einer  gegebenen  Sirecke  als 
Sehne  den  Kreisbogen  zu  beschrcihon.  der 
einen  gegebenen  l'rripheric winke!  talit. 

Es  sei  AB  (1  ig.  7<l)  die  gegebene  Strecke.  Man 
lege  an  AB  in  A  den  gegebenen  Winkel  BAC=a 
an,  konstruiere  die  Mittelsenkrechte  zu  Aß  und  auf 
AC  in  A  die  Senkrechte  und  beschreibe  um  den 
Schnittpunkt  J/  der  beiden  Senkrechten  mit  J/A  =  J/ß  als  Radius  den  Kreis- 
bogen.   Da  AC  senkrecht  zu  dem  Radius  MA  ist,  so  ist  AC  eine*  Tangente; 
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^BÄC^a  ist  also  ein  Sehnen-Tangentenwinkel  und  also  gleich  jedem  auf 
demselben  Bojjen  stehenden  Peripheriewinkel  desselben  Kreises. 

Ist  insbesondere  a  ein  r<  rhter  Winkel«  SO  hat  man  nur  über  AB  als  Durch- 
messer den  lialbkreiü  zu  beschreiben. 


Dritter  Abschnitt. 

Vergleichung  von  LfCngen  und  von  FUteheninhalten  geradliniger  Figuren. 

§  21.    Das  Messen  und  das  Verhältnis  der  Längen  von  Sireckru. 

1.  Das  ursprüngliche  Interesse,  das  die  Menschen  an  der  Geometrie  gehabt 
haben»  ist,  wie  der  Name  deutlich  sagt,  ans  dem  praktischen  Bedürfnis  erwadisen* 
Figuren  auf  der  Erdoberflache  ihrer  Größe  nach  miteinander  zu  vergleichen,  sn 

messen.  Nfich  hmiti-  hriL't  d.-r  Feldmesser  oder  Geodät,  dessen  Auft;ahe  es  ist, 
Grundstücke  der  Gestalt  imd  GröUe  nach  zu  bestimmen,  im  Volksmuud  der 
Geometer. 

Eine  Größe  messen  heifit,  bestimmen  wieviel  Einheiten  sie  enthält.  Die 

Einheit  ist  eine  als  bekannt  vorausgesetzte,  gewöhnlich  konventionell 
bestimmte,  Gröüe  dersell)en  Art.  Um  ein  Gewicht  zu  mo^suen  bedarf  mau 
einer  Gewichtseinheit;  um  eine  Zeit  zu  messen,  emer  Zeiteinheit;  um  eine 
Wärmemenge  zu  messen,  einer  Wärmeeinheit.  Diese  Einheiten  müssen 
jedem  aus  Erfahnmg  bekannt  und  vertraut  sein.  Eine  Angabe  einer  Größe  in  einer 
unbekannten  Einheit  ist  nichtssai^end. 

Das  kesuUat  der  Messunn  ist  eine  Zahl,  nämlich  die  Zahl  der  Einheiten 
der  gemessenen  Gröüc.  Das  Messen  ist  ahäo  die  Zurücklübruiig  aller  Gröben 
auf  die  einfachste  aber  abstrakteste  Größe  der  Mathematik:  die  Zahl.  Dadurch 
ist  es  möglich,  mit  Größen  verschiedenster  Art  zu  rechn'en  wie  mit  Zahlen. 

In  der  Geometrie  werden  RaiiinuTÖLMn  gemessen:  Länitren  vnn  Linien, 
luhatie  von  Flächen,  Volumina  von  Korpern.  In  der  PiaDiinetric  hat  man 
nur  Langen  und  Flächeninhalte  ebener  Figuren  zu  messen. 

2.  Mag  es  sich  nun  um  die  Messung  von  Raumgrößen  oder  von  Größen  andrer 
Art  handeln,  so  hat  man,  da  die  zu  messende  GröÜe  und  die  Einheit  Größen  der- 
selben Art  sind,  zunächst  die  Aufgabe  zu  lösen:  Das  N'erhältnis  zweier  trl'''ieh- 
artiger  Grölien  zu  bestimmen.  Der  Begrifl"  des  Verhältnisses  ist  hergenommen 
von  zwei  natfirlichen  Zahlen.  Das  Verhältnis  zweier  natfiriicher  Zahlen  findet 
man  durch  Division  und  wird  also  angegeben  durch  ihren  Quotienten.  Wenn 
sich  zwei  natürliche  Zahlen  wie  Ty  zu  II  verhalten,  so  heißt  dies:  die  größere  ist 
\\  mal  so  groß  als  die  kleinere  oder  die  kleinere  ist  3  der  <rröl5prn.  Das  \'er- 
hältnis  zweier  natürliciier  Zaiden  ist  \m  allgemeinen  nicht  wieder  ein«?  naiurlit  he, 
sondern  eine  neue  Art  von  Zahlen:  eine  gebrochene  Zahl.  Diesen  Begriff  des 
W'rhältnisses  überträgt  man  auf  irgend  zwei  gleichartige  Größen  A  und  B  und 
bezeicüinet  ihr  Verhältnis  mit 

A\B  oder  . 

r)as  Verhältnis  irtf^id  /ueier  üleicharti^er  Größen  bestitnnieii.  kann  also  nur 
heißen,  es  durch  das  \  erhaltnis  zweier  natürlicher  Zaiüeu  ausdrücken,  also 

B  q 

setzen,  wobei  p  und  q  natürliche  Zahlen  '-ind.  Die  Möglichkeit  dieser  Gleichimg 
leuchtet  zunächst,  außer  in  dem  besondern  Falle,  daß  A  ein  Vielfaches  von  B 
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ist,  nur  ciii,  wt^nn  .4  und  £  das /-  und  ^-fache  einer  dritten  Größe  ^derselben 

Art  sind;  denn  ist 

so  kann  man  daraus»  wie  bei  Zahlen,  ioigera: 

^  t 

-B--q  • 

Die  Aufgabe,  das  Veriiältnis  zveier  gleichartiger  Größen  su  bestimmen ^  ist 
also  auf  die  andre  /urück^eführt,  eine  dritte  Größe  derselben  Art  zu  finden, 

von  der  beide  Vielfache  sind. 

Bei  zwei  Strecken  A  und  D  kann  man  diese  .\ufjjabe  «lurch  ein  Verfahren 
lösen,  das  der  Aufsuchung  des  größten  genieiuschafilictien  Teilers  zweier  natür- 
licher Zahlen  durch  Kettendivision  (vgL  Arithmetik  und  Algehra  %  6  Nr.  3)  analog  ist 
Man  kann  nämlich  durch  Konstruktion  eine  Strecke  durch  eine  andre  dividieren, 
indem  man  die  kleinere  auf  der  i:röt?crn  so  oft  nacheinander  aV)tr,iL;t  als  r's  inonlich 
ist  Trägt  man  den  Rest,  der  im  allgemeinen  übrig  bleiben  wird,  wied«'r  auf  der 
kleinern  so  oft  auf,  als  es  angeht  und  den  nunmehr  bleibenden  Rest  auf  den  vorigen 
und  wiederholt  das  Verfahren  bis  man  auf  einen  Rest  kommt,  der  in  dem  vorigen 
ohne  Rest  enthalten  ist,  so  ist  ilirsi-r  letzte  Rest  die  grölite  Strecke,  von  denen 
die  beiden  gegebenen  Strecken  \  i<  lta(  ln'  sind.  Teilt  man  diese  in  eine  l»rlichit;e 
Anzahl  gleicher  Teile,  so  ist  auch  jeder  i  eil  m  den  beiden  gegebenen  Strecken 
ohne  Rest  enthalten.  Es  genügt  daher,  diese  größte  Strecke  M  und  damit  die 
kleinsten  natürlichen  Zahlen  p  und  q  zu  bestimmen,  deren  Verhältnis  gleich  dem 
Verhältnis  der  beiden  Strecken  ist 

3.  Hi«'  Kettendivi?;ion  muÜ  hfi  zwei  natürliclien  Zahlen  notwendig  mindestens 
auf  den  Rest  1  führen,  der  dann  in  dem  vorhergehenden  ohne  Rest  enthalten  ist. 
Bei  dem  analogen  Verfahren  mit  zwei  Strecken  ist  es  aber  nicht  als  notwendig 
einzusehen,  daß  man  immer  auf  einen  Rest  kommen  müsse,  der  in  dem  vorigen 
ohne  Rest  aufgeht.  Man  muli  also  die  Möglichkeit  offen  hallen,  daß  es  zwei 
Strecken  gäbe,  die  nicht  Vielfache  einer  dritten  sind.  Das  dies  in  der  Tat  der 
l'all  ist,  zeigt  lolg<*ndr.->  Beispiel: 

Es  sei  ABC  (Fig.  77)  ein  gleichschenkliges  und  bei  B  rechtwinkliges  Dreieck. 
Man  trage  auf  der  Hjpotenuse  AC  eine  Strecke  CD  gleich  der  Kathete  SC  ab. 
Da  AC — BC<iAB  ist,  so  muß  der  Rest  AD  kleiner  als  AB,  imd  also  auch 

kh'iner  als  HC  sein,  so  daß  sich  also  FC  nicht  nnch 
einmal  von  AD  abtragen  läÜL  Mau  errichte  nun  in  D 
auf  AC  die  Senkrechte,  die  AB  in  E  triflft,  so  maß  das 
rechtwinklige  Dreieck  AED,  da  es  bei  A  einen  Winkel 
von  1')"  hat,  gleichsi'henklig,  d.  h.  es  muß  AD  —  DE  sein. 
Zieht  mnn  ferner  DB,  so  ist  das  Drcieek  f^CB  ch'ich- 
bchenkhg,  also  ^  CDß  ~  CßD\  lolgiich  sind  auch  die 
beiden  Winkel,  die  einen  von  diesen  zu  einem  rechten 
ergänzen,  nämlich  F.DBxxsA  EBD,  einander  gleich,  woraus 
folgt,  daß  das  Dreieck  DEB  gleichschenklig,  d  h.  DE  EB 
pig.  77.  ist.    Mithin  ist  auch  HE-^AD.   Trägt  man  also  den 

auf  vJC'gcbliebenen  Rest.JZ>  von  Z>  aus  auf  der  i>'C gleichen 
Strecke  BA  ab,  so  kommt  man  nach  einem  einmaligen  Abtragen  zu  dem  Punkte  E% 
und  da  sich  auf  das  gleichschenklig  rechtwinklige  Dreieck  AED  dasselbe  Verfahren, 
wie  \orher  bei  ABC,  anwenden  laßt,  so  bleibt  nach  no*  Innaligem  Abtragen  der 
Strecke  AD  atif  .//;'  ein  Rest  AJ-,  (h-r  kleiner  als  AD  ist.  Mit  diesem  Reste  kann 
man  in  gleicher  Weise  \eriahri-n,  wie  \orher  mit  dem  Reste  AD;  d.  Ii.  errichtet 
man  in  /*  auf  AF  die  Senkrechte,  so  erhält  man  ein  drittes  gleichschenklig  recht- 
winkliges Dreieck  AfG^  und  es  ist  AF^  FG     GD>    Man  kann  daher  den 
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Rest  Aß  wieder  dreimal  auf  dem  vorigen  Reste  AD  abtragen  und  erhllt  anii 
neue  einen  Rest  ii.  s.  w.  Da  man,  in  dieser  Weist'  fortfahrend,  stets  zu  neuen 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecken  und  somit  stets  zu  einem  neuen  Reste 
kommen  muß,  so  ist  nachgewiesen,  daß  Hypotenuse  and  Kathete  eines  gleich» 
«chenklig  Techtfrinkligen  Dreiecks  nicht  Vielfache  derselben  Strecke  sein  können. 
Dann  ist  es  aber  auch  nicht  möglich,  ihr  Verliältnis  durch  das  Veifaäitnis  anreier 
natürlichor  Zahlen  auszudrücken. 

Hat  man  durch  das  der  Kettendivision  analoge  Verfahren  gefunden,  daß 
zwei  gegebene  Strecken  Vielfache  einer  dritten  sind,  so  nennt  man  sie  kom- 
mensurabel.  Das  Verhältnis  kommensurabler  Strecken  ist  also  gleich  dem  Ver> 
hältnis  von  zwei  naturlichen  Zahlen.  Hypotenuse  und  Kathete  eines  gleich« 
schenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  sind  fla-'e^-m  inkommensurabel. 

Der  Fall  der  Inkommeusurabilität  cri>cheiut  zunächst  als  eine  Ausnahme.  £s 
ist  aber  cu  beachten,  daft  man  die  angeffihrte  Konrtmkdon  znrar  ohne  Ende  fort- 
gesetxt  denken  kann,  daß  man  jedoch  bei  der  praktisch  auflgeführten  Zeichnung 
nach  einitjcn  Wiederholungen  auf  einen  Rest  kommen  wird,  der  so  klein  ist^  daß 
die  nochmalige  W'irdrrholunir  unmöglich  ist.  .\uch  bei  der  grötUen  technischen 
Fertigkeit  des  Zeichners  ist  die  Genauigkeit  der  Zeichnung  abhängig  von  der 
Genauigkeit  des  lineals  und  des  Zirkel*  wie  von  der  St^&rfe  der  Sinne,  des 
Auges  und  des  Gefühls.  Die  Konstruktion  kann  niemals  wie  die  Rechnuiq:  voll- 
kommen genau  ausgeführt  werden,  sondern  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
der  Genauigkeit  angenähert  nnd  wenn  man  auch  mit  vollkommenoren  Instrumen- 
ten und  mit  bewatfnetem  Auge  die  Kou^iruktion  weiterführen  wollte,  so  würde 
es  selbst  dann  eine  solche  Grenze  geben,  die  praktisch  nicht  flbetschritten  werden 
kann.  Man  wird  abo  bei  wirklicher  Ausffihrung  der  Konstruktion  finden,  dafi 
auch  Hypotenuse  und  Kathete  eines  gleichschenklig  rechtwinkligen  angenähert 
kommen<:nrahel  sind,  wenn  man  auch  theoretisch  überzeugt  ist,  daß  sie  es  nicht 
vollkommen  genau  sind. 

Andrerseits  wird  man,  wenn  man  zwei  Strecken  vor  sich  hat,  die  kom- 
mensurabel sind,  entweder  aus  theoretischen  Gründen  oder  weil  sie  als  solche 
hergestellt  wurden,  bei  der  praktischen  Ausführung  des  der  Kettendivision 
analotrr'n  N'f^rfahron«;  ebenfalls  nach  einitren  Wiederholuntren  im  Zweifel  sein, 
ob  der  eriuiltene  Rest  wirklich  vollkommen  genau  gleich  Null  oder  nur  bis  zu 
der  erreichbaren  Genauigkeit  als  Null  anzusehen  ist  Man  ist  also  hier  in 
demselben  Fall  wie  bei  der  Konstruktion  an  dem  gleichschenklig  rechtninkligen 
Dreieck,  wenn  man  vorher  von  der  Inkommensurabilität  der  beiden  Strecken 
nicht  wüßte. 

4*  Aus  dieser  Betrachtung  geht  henor,  dali  man  von  zwei  gegebenen  oder 
beliebig  angenommenen  Strecken  im  allgemeinen  voraussetzen  muß,  dafi  sie 

inkommensurabel  sind.    Wenn  sie  sich  aus  theoretischen  Gründen  als  kom- 
mensurabel erweis<  ii,  so  ist  dies  ein  !>  es o  nd  i- r e  r  F'all.    Al^er  man  kann  auch 
annehmen,  daß  irgend  zwei  .Strecken  immer,  weni^siens  bis  zu  einer  notwendigen 
und    hinreichenden    Genauigkeit   ang»-aahert    \  irliache    einer    dritten    Strei  ke, 
d.  h.  dafi  sie  wenigstens  angenähert  kommensurabel  sind.   Man  kann  daher  auch 
im  allgemeinen  von  dem  Verhältnis  irgend  zweier  Strecken  sprechen;  nur  wird 
dieses  im  alliremeinrn  nirht  vollkommen  irenan  durch  das  Verhältnis  zweier 
natürlicher  Zahlen  ausdrückbar  sein,  aber  wenigstens  angenähert.     Damit  führt 
die  Betrachtung  inkommensurabler  Strecken  auf  eine  neue  Art  von  Zahlen,  näm- 
lich solcher,  die  sich  nicht  vollommen  genau  durch  gebrochene  Zahlen  ausdrücken 
lassen;  sie  heißen  irrationale  Zahlen  und  im  Gegensatz  dazu  nennt  nian  nun 
die  früher  bekannten  rationale  Zahlen.    Die  Untersciieidnng  ist   aber   bei  der 
praktischen  Anwendung  unnötig,  da  mau  für  eine  irrationale  Zahl  bis  y.n  einer 
hinreichenden  Genauigkeit  angenähert,  eine  rationale  Zahl  setzen  und  mit  dieser 
rechnen  kann. 
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Es  ergibt  sich  also:  Zut-i  Strecken  a  und  b  können  immer  als  Vielfache 
einer  Strecke  k  betrachtet  werden,  so  daÜ 

b  q 

ist,  wobei  p  uml  ij  iiatüriiciic  Zahlen  sind.  Ks  läüt  sich  also  ihr  Verhältnis  immer 
durch  das  Verhältnis  zweier  natürlicher  Zahlen  ausdrücken.  Die  .Strecke  Ä  kanu 
um  so  genauer,  als  tn  beiden  ohne  Rest  enthalten,  angesehen  werden,  je  kleiner 
sie  ist.  Für  jeden  Fall  ist  sie  also  hinreichend  klein,  die  Zahlen  p  nnd  q 
sind  also  umv;ekehrt  hinreichend  tiroß  zu  nehmen. 

Dieses  Resultat  ist  ohne  weiteres  auf  drei  und  mehr  Strecken  auszudehnf^n. 

5*  Die  Begriffe  der  rationalen  und  irrationalen  Zahl  müi^eu  folgeude  Bei- 
q>iele  noch  weiter  erläutern:  Es  sei  die  Strecke  b  auf  der  Strecke  a  fflnfmal, 
der  Rest  r,,  d«  r  kleiner  als  b  ist,  auf  b  dreimal,  der  hier  bleibende  Rest 
auf     zweimal,  der  dritte  Rest     aui     viermal,  und  swar  ohne  Rest,  abgetragen. 

2''*  +  '« 

r,  =-2.4     +     =  0     :  27     +  4  rg     31     ;    a=  ir>r>        5)  r.,  =  1 04  . 

Das  Verhältnis  vou  zu  ^  ist  also  rational  gleich  -^^y-,  oder  b  ist  in  a  5j'jmal 
enthalten. 

Ist  umgekehrt  das  Verhältnis  a\b  zweier  Strecken,  beisptelstieise  gleich -fjy-, 

bekannt,  «o  ertjiht  dns  im  praktisrhrn  Rechnen  7iir  AufniKlnriL:  des  ^rüüten  ge- 
meinschaillichen  l'eilers  von  III  und  4U,  sowie  zur  \'i'nv.indluüg  von in 
einen  Ketlenbruch  angewendete  Verfahren  der  Kctlendivisiun: 

III  :  40  =  2 

40:31=  1 
31 

31 :  9  —  3 

27 

9~:  4  "«=  2 
4  4  , 

dali  sich  b  aui  a  zweimal,  der  Rest  auf  b  einmal,  der  Rest  aul  dreimal, 
der  Rest     auf     nreimal,  und  endlich     auf     viermal  ohne  Rest  abtragen  läßt. 

Das  Beispiel  des  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hyptenuse  a 
und  dessen  Kathete  b  ist,  fährt  entsprechend  zu  den  Gleichungen: 

a^\b  + 

•  •  • 

Ks  ist  also,  wenn  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  b^  rj,  r^, 
/'3, .  . .  dividiert: 


Dann  ist 


also 


b  = 


uiyiiizcü  üy  LiOOQle 
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also  1 

1+  1 

2  ^  * 

m 

m 

Der  Wert  des  irrationalen  Verhältnissos  ist  also  hier  dnrch  einen  unend- 
lichen periodischen  Kriicnbruch  darpestellt.  Die  aufeinander  folgenden  Partial- 
briiche  dieses  Kettenbruchs  [Arit/imetik  und  Algebra  ^  'M\)  geben  rationale 
Näherungswerte  des  irrationalen  Verhältnisses  an.  Sie  werden  um  so  genauer, 
je  größer  Zähler  und  Nenner  sind. 

Hat  der  vollständige  Kettenbruch  den  Wert  jc,  so  ist 

Es  ist  also  das  Verhältnis  durch  die  irrationale  Qnadratiranel  ans  2  darfrestellt, 
ein  Resultat,  das  auch  ans  dem  pythagoreischen  Lehrsatz  (§  2o)  abgeleitet 

werden  kann. 

0.  Da  es  nun  immer  möglich  ist,  das  Verhältnis  der  Langen  7,\v<'ier  Streclien 
wenigstens  mit  hinreichender  Geoanigkeit  angenähert  dnrch  das  Verhältnis  zweier 
natfidicher  Zahlen  auszudrücken,  so  kann  man  nun  auch  das  \'erhähnis  der 
Länge  einer  Streck»^  ?nr  Längeneinlu  it  lu  stimmen.  nNn  riTigeben,  wif  \ii  !mal  die 
Längeneinheil  in  <1<  r  zu  messenden  Strecke  enthalten  ist:  d.  h.  die  Länge 
messen.  Die  Bestiunnung  dieses  X'erhältnisses  geschieht  aber  praktisch  nicht 
anf  dem  Umwege  der  Kettendi^nsion,  sondern  durch  eigentliche  Division;  indem 
man  die  Längeneinheit  so  oft  von  der  zu  messend<'n  Länge  wegnimmt  als  es 
angeht.  Die  konventionelle  und  gesetzlich  festgelegt«*  Läiii;fneinheit  ist  der 
Meter  {nt).  Man  nimmt  also  ein  MaU,  (einen  MaÜstab,  ein  MelSband  u.  dgl.) 
auf  dem  der  Meter  aufgetragen  ist  und  legt  es  an  die  cu  messende  Strecke,  je 
nach  deren  Länge  mehrmals,  an.  Dadurch  erfährt  man  die  Zahl  der  ganzen 
Meter.  Den  Rest,  der  im  allgemeinen  übrig  bleiben  wird,  milit  man  der  Reihe 
nach  mit  Teilen  des  Met«>rs:  Decimeter  (/////),  Centiraeter  (cm),  Millimi-i.  r  t/nm), 
in  die  der  aufgetragene  Meter  bereits  geteilt  ist.  Wie  weit  diese  IViiung  ge- 
trieben wird,  hängt  von  der  praktisch  erforderlichen  Genauigkeit  der  Messung 
ab.  Man  kommt  auch  hier,  wie  in  Nr.  :;  g(>zeigt,  im  allgemeinen  nicht  auf  einen 
Rest,  flrr  vollkommen  genau  Ii  Null  i>t,  snrulrni  mnii  ist  gen<'ifi[:t,  »  ineti  Rest, 
der  kleiner  ist  als  es  der  Grad  der  Genauigkeit  der  Messung  erlordert,  als 
Null  anzusehen,  zu  vernachlässigen.  So  hat  man  eine  Länge  z.  B.  bis  auf  den 
Centiraeter  genan  bestimmt,  wenn  man  einen  Rest,  der  schätzangsweise  kleiner 
als  0,5  cm  ist,  als  Null  betrachtet.  Den  Grad  der  Genauigkeit  bestimmt  das 
prr\ktisrhe  Bedürfnis:  die  Genauigkeit  darf  nicht  zu  gering  sein,  "^otis-t  würde  die 
Messung  ungenau,  sie  darf  aber  auch  nicht  zu  groU  sein,  sonst  würde  der  Auf- 
wand an  Mühe  und  Zeit  dem  Zwecke  der  Messnog  nicht  entsprechen.  Bei  Längen- 
messongen  von  sehr  hohem  Genauigkeitsgrad,  wie  sie  zu  wissenschaftlichen  Zwecken 
notig  sind,  reicht  das  einfachi?  Verfahren,  wie  es  eben  beschrieben,  nicht  aus:  man 
bedarf  dann  besonden-r  Apparate.  Ebenso  ist  eint"  '^rnaiu»  Mc^^stni'^  von  «^rnlU'n 
Längen,  z.  B.  auf  der  f^rdobertläche,  nur  mit  besondern  Hülsmitteln  ausluhrbar 
und  ist  jedenfalls  sehr  mühsam  und  zeitraubend. 


§  22.    Verhältnisse  an  geschnittenen  Parallelen. 

1.   In  j5  \'.\  Nr.  4  ist  gezeigt  worden,  daß  Parallelen,  die  auf  einer  beliebig 

sie  schneidf*n(]i-ii  O-^raden  gleirhi'  Stii'cki-n  ;ili-<'hni'M;i-n.  aurli  auf  \i-i]rr  anflern 
sie  schneidenden  Geraden  unter  sich  gleiche   Strecken    abschneiden  müssen. 
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Hierdurch  war  zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe  geliefert,  eine  Strecke  in  eine 
Anzahl  glcichf-r  Teile  zu  teilen  (§  20  Nr.  2,  9)  i. 

Dieser  Satz  k.inn  wie  folgt  enveiterl  werden: 

1)  Werden  parallele  Gerade  von  irgend  zwei  Geraden  geschnitten, 
so  ist  das  Verhältnis  je  xweter  anf  einer  dieser  Geraden  gebildeten 

Abschnitte  gleich  dem  Verhältnis  der  entsprechen- 
den Ahse  liiiitif  der  andern. 

Dir  Abschnitte  AB,  CD  (Fi«».  1^)  der  eim''!!  Ge- 
raden können  bis  zu  jeder  beliebigen  Genauigkeit  an- 
genähert als  Vielfache  einer  Länge  X  angesehen  werden» 
so  datt 


CD  n 

ist.   Trägt  man  X  auf  Aß  und  CDt  m  und  «mal  auf  und 

zieht  dtirc  h  die  Teilpunkte  I*arallelen  zu  AA',  BB\  so 
werdt  Ji  aiK  Ii  A'B'  und  CM/  in  m  und  n  gleiche  Teile 
FJ9.7&  geteilt,  so  dali 


ist.    Demnach  i$t  auch 


ÄB' 


m 


II 


AB 
CD 


Bei  dem  vorstehenden  Satze  ist  es  gleichgültig,  ob  die  von  den  Parallelen 
geschnittenen  Geraden  knnv<'rgieren  oder  parallel  sind,  sowie  ob  der  Schnittpunkt 
der  parallelen  Geraden  zwischen  zwei  von  ji  iieii  Parallelen  liegt  oder  nicht. 
Ebenso  kann  eine  der  Parallelen  durch  den  Schnittpunkt  selbst  gehen»  so  daß 
dieser  gemeinschaftlicher  Teilpunkt  beider  Geraden  ist  und  die  zagehörige 
Parallele  überflüssig  wird. 

2.  Als  der  einfachste  Fall  der  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes  kommt 
der  folgende  besonders  häutig  vor: 

2)  Zieht  man  in  einem  Dreieck  zu  einer  Seite  eine  parallele 
Transversale*  so  teilt  diese  die  beiden  andern  Seiten  in  gleichem 

Verhältnis. 

^  Ist  also  DE\[AB  (Fig.  79),  so  ist 

CDiDA  =  CE'.EB 

CD:CA^CE'.CB 
DA\CA  =  EB\CB 

Durch  Vertauschung  der  Glieder  dieser  Pro- 
portionen e^eben  sich  auch  die  folgenden: 


Fig.  79. 


CD\  CE''  DA'.EB^CA:  OB 


d.  h.  es  verhalten  sich  die  beiden  obern  (d.  i.  die 
dem  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  anliegenden)  Abschnitte  zu  einander  wie  die 

cnts|)rechenden   uiilern  Absi  Iiiiiiie,  und  wie  die  ganz«'»  Seiten. 

Diese  Sätze  Ii-^-'  n  sich  noch  durch  den  weiteren  Satz  ergänzen! 

B)  Die  Traiisv  i  r.sale   steht   zu    der   ihr   paralleh'n  S<>ile    in  dem 
selben  Verhältnis,  wie  ein  oberer  .\bschuitt  einer  Seite  zur  ganzen 
Seite.    Zieht  man       parallel  zu  CB^  so  ist  —  da  FD  ebenso  parallele  Trans- 
versale des  Dreiecks  zu  BC^  «rie  DE  zu  BA  ist  —  auch 


BFiBA^CD'.CA 
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und  da  BF  und  ED  als  ParaHelen  zwischen  Parattelen  gleich  sind,  so  ist  auch 

EDiBA^CD'.CA  , 

was  zu  beweisen  war. 

Ist  also  7.  B.  CD^\CAt  so  ist  auch  C£^^Cß\  DA^^CA,  £B^\CB 

und  ED^  \JU. 

Auf  diesem  Sat2e  beruht  die  Konstruktion  des  zum  Messen  und  Abtragen 
einer  Strecke  mit  dem  Stechzirkel  wichtigen  Transversal-Maftstabes. 

E  r 


A  €  9  M 

Flg.80i 

Ist  auf  AB  (Fi}i.  SO)  eine  Längeneinheit  wiederholt  ab^Ttrapcn  und  die  erste 
der  rrhaltrncn  Strccki-n  AC,  in  ihre  Unterabteilungen,  hier  also  dezimal  geteilt: 
ist  ferner  ein  einzelner  Teil  von  AC  zu  klein,  um  ihn  noch  einmal  in  zehn  j^leiche 
Teile  deutlich  teilen  zu  können,  so  benutzt  man  zur  Abmessung  dieser  Hundertstel 
von  AC  die  über  AB  liegenden,  ihr  parallelen  und,  wie  die  Figur  zeigt,  durch 
Transversalen  geteilten  Strecken.  Im  Dreieck  EFCf  dessen  Seite  CF  in  zehn 
gleiche,  im  übrigen  aber,  da  CF  beliebiy  lany  anuenommen  werden  kann,  be- 
liebig große  Teile  jjeteilt  ist,  muU  die  an  C  zunächslliegende  zu  FF  parallele 
Transversale  67/  gleich  £F ^  AC,  die  zweite  JK  gleich  ^-^  EF,  u.  s.  w. 
sein,  denn  es  ist 

GH\  EF^  CHI  CF^  1  : 10:  IKi  EF=  CKi  CF^  2  :  10,  u.  s.  w. 

Sind  die  Teile  CJI,  HK,  .  .  .  lang  genug,  so  kann  man  noch  durch  Schätzung 
1,  2,  3, . . .  Zehntel  ablesen  nnd  eine  abzumessende  Strecke  mit  dem  Stechzirkel 

zwischen  zwei  der  Parallelen  zu  AB  bringen. 

Ist  Z.H.  eine  Län'^e  von  2,7l'{  Längeneinheiten  [AC ^  \  )  abzumessen,  so 
setze  mau  die  eine  Spitze  des  Zirkels  auf  die  Senkrechte  durch  B  zu  AB, 
zwischen  die  vierte  und  fünfte  Parallele  in  0,3  des  Abstandes  der  beiden  ein 
nnd  öffne  den  Zirkel  so  weit,  da0  die  andre  Spitze  anf  eine  zn  AB  gedachte 
Parallele  auf  der  durch  0,7  von  AC  (von  C  ans  gerechnet)  gezogenen  Parallele 
zu  stehen  kornint. 

3.  Der  Satz  3)  über  parallele  i'ransversaien  eines  Dreiecks  gestattet  die 
Umkehrung: 

4)  Sind  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  in  gleichem  Verhältnis  geteilt, 
so  ist  die  Verbindungslinie  der  Teilpunkte  der  dritten  Seite  paralleL 

Ist  (Fig.  81)  CE'.EB^^CD  :  DA,  so  ist 
DEWAB, 

Denn  wäre  DE  nicht  parallel  zn  AB,  so 
könnte  man  durch  D  eine  andre  Transversale 

DF  des  Dreiecks  ABC  ziehen,  die  parallel 

zu  AB  wäre.    Dann  müL')te 

CF:  CB      CD:  CA 

sv.'xn.    Da  ahi  r  aus  der  vorausgesetzten  Pro-  j 
portion  folgt,  daÜ  auch 

C£ :  CB  -  CD  :  CA 

ist,  nnd  zwei  Proportionen,  die  in  drei  gleichstelligen  Gliedern  fibereinstimmen, 
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auch  in  den  vierten  übereinstimmen,  so  mflßte  CF=  CE  sein,  was  nur  möglich 
ist,  wenn  /'  mit  E  zusammenfällt. 

Dagegen  kann  man  nicht  behaupten,  daU  wenn 

EDxBA^CE'.CB 

ist,  auch  ED  parallel  zu  BA  sein  mfiase,  den  beschreibt  man  mit  ED  um  E 
einen  Kreisbogen,  so  kann  dieser  möglicherweise  CA  in  einem  zweiten  Punkte  JX 

treflft'n,  so  daß  ELf  =  ED,  «ibcr  nur  eine  von  diesen  Linien  parallel  zu  BA  ist. 
Setzt  man  jedoch  voraus,  daü  ED  parallel  zu  BA  gezogen  und 

EDiBA^CEi  CB 

»ei,  so  kann  man  wieder  indirekt  beweisen,  daü  der  Endpunkt  D  der  Parallelen  ED 

auf  der  Seite  CA  liegen  muß. 

Zieht  man  in  dem  Dreieck  ABC  (Fig.  82) 

zwei  Mittellinien  A.'f  und  BB',  die  sich  in  5 
schneiden,  so  tniiü  A'Jf  parallel  zu  AB  und 
halb  so  j:roij  wie  AB  sein.    Dann  ist 


AS  .  SA!  ^  AB  l  AB  =  2:1 


und 


BS:SB'  =  AB:  A'B' =2:1  . 

Die  beiden  Mittelliaieo  teilen  sich  also 
gegenseitig  im  Verhältnis  2:1«  Da  dies  auch 
von  AA  und  der  dritten  Mittellinie  CC 
gelten  muß,  so  mnfl  diese  durch  denselben  Punkt  S  gehen.   Man  hat  also 

den  .Sat?:: 

5J  Die  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  schneiden  einander  in 
einem  Punkte  und  teilen  sich  gegenseitig  im  Verhältnis  2  :  1. 

Der  Schnittpunkt  S  der  drei  Mittellinien  beißt  wegen  seiner  physikalischen 
Eigenschaft  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks. 

Verbindet  man  die  Halbierungspunkte  A',  B',  C  der  Seiten  des  Dreiecks,  so 
erhält  man  das  Sciteumitleudreieck,  dessen  Seiten  halb  so  groli  wie  die 
Seiten  des  Urdreiecks  und  ihnen  parallel  sind.  Schneidet  CC  die  Seite  AB 
dieses  Dreiecks  in  C|,  so  ist 

EfCx     CC^     A  Ci 
~AC  ^CC"^  BC  ' 

da  aber  AC  —  BC  ist,  su  nutü  auch  E^C^  —  C^A  sein,  d.  h.  Q  ist  der  Mittel 
punkt  von  A0  und  S  ist  /.ugleich  der  Schwerpunkt  des  Seitenmittendreiecks. 
Ans  diesen  Sätzen  eiffibt  sich  auch  die  Lösung  der  Aufgabe: 

Eine  gegebene  Strecke  in  mehrere  Teile  zu  teilen,  die  zueinander 
in  gegebenen  Verhältnissen  Stehen,  oder  eine  Strecke  in  gegebenem 
\'erhältuis  zu  teilen.  ' 

Man  trägt  auf  einer  beliebigen  durch  einen  Endpunkt  A  der  gegebenen 
Strecke  AB  gezogenen  Geraden  von  A  aus  Strecken  AC,  CD^  DE, .  .  .  nach- 
einander a]>,  die  in  dem  gegebenen  Vrrhriltni'?  strhm:  di-n  letzten  so  erhaltenen 
Punkt  vi-rbindet  man  mit  ß  und  zieht  durch  die  übrigen  Punkt«*  C,  D,  .  .  . 
die  Parallelen  zu  dieser  Verbindungslinie.  Die  Parallelen  schneiden  AB,  wie 
aus  dem  Satze  1)  hervorgeht,  in  den  gesuchten  Teilpunkten  X»  K, ... 

Die  Strecken  AC,  CD,  DE^ . . .  erhält  man,  wenn  die  hetreflTendcn  Ver- 
litltnisse  durrh  natürliche  Zahlen  m,  n,f>,...  gegeben  sind,  indem  man  eine 
beliebige  Strecke  zuerst  m  mal,  dann  n  mal,  p  mal  u.  &.  w.  abtragt. 
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§  23.    Innere  und  äußere  Teilung  einer  Strecke. 
Harmonische  Teilung* 

1.  Brwogt  sich  auf  der  Strecke  AB  ein  Punkt  A'  in  der  Richtung  von  A 
nach  ß,  so  daß  er  stetig  die  Lagen  aller  Punkte  der  Strecke  erhält  und  immer 

AX-\-XB^AB 

ist,  so  ist  eine  Lafje  von  A'  bestimmt  durch  das  Verhältnis  der  Teile  ^.V  und 
XB  in  die  er  dir  Strecke  teilt:  denn  geniäC  der  Konstruktion  in  §  22  Nr.  2  kann  er 
bestimmt  werdi  ii,  wenn  dieses  Teilverhältnis  AX:Xß  pet^ebfn  ist.  Fällt  zu- 
nächst X  mit  A  zusammen,  ist  also  AX  ~  Ü,  so  hat  das  'iViU  erhäliais  den  Wert  0; 
bei  der  beginnenden  Bewegung  wächst  sein  Wert  und  ist  zwischen  A  und  dem 
Mittelpunkt  M  der  Strecke  ein  echter  Brach.  Fällt  A'  mit  M  zusammen,  so  ist 
es  gleich  1 :  über  l/"  hinaus  wird  rs  ein  uru chtcr  Bruch  und  ist  A'  in  B  an- 
pelanjrt,  so  ist  sein  Wert  unendlich  groü.  Ks  entspricht  also  jedem  Werte  des 
Teilverhaluiisses  zwischen  U  und  oo  ein  bestimmter  Punkt  X. 

Es  steht  frei,  den  Punkt  X  in  derselben  Richtung  von  B  an  sich  weiter  be- 
wegen SU  lassen»  so  daß  er  in  die  \'erlängenmK  von  Aß  über  B  hinaus  über« 
tritt.  Dann  pibt  es  noch  immer  ein  \'rrh;Utiiis  AX :  XB,  aber  diese  Strecken 
sind  nicht  mehr  Teile  von  AB  im  gewöhnlichen  Sinne.  Doch  ist  auch  hier  AX 
der  Abstand  des  bewegten  Punktes  X  vom  Ausgangspunkt  A  und  XB  der  Ab- 
stand vom  Endpunkt  B  der  Strecke.  Erweitert  man  also  den  Begriff  Xeile  einer 
Strecke,  indem  man  darunter  die  Entfernungi^n  eines  ihrer  Pimkte  von  den  End* 
punkten  versteht,  so  kann  mnn  anrh  in  dem  Falle,  dali  A'  in  der  Vprl,'ui'.:eriin!,' 
von  AB  liegt,  von  dem  'l'eiiverhaltnis  AX :  XB  sprechen.  Man  unterscheidet 
diese  Teilung  als  äuUere  von  der  Teilung  im  gewöhnlichen  Sinne,  die  man 
innere  Teilung  nennt.  Man  kann  also  eine  Strecke  innen  und  außen 
teilen. 

2.  Bei  der  äuÜem  Teilunt:  würde  zunächst  dif  sjanze  Stn-rkp  nicht  wie 
bei  der  innem  als  Summe,  sondern  als  Differenz  der  Teile  erscheinen.  Wenn 
aber  X  in  der  Verlängerung  von  AB  über  B  hinai»  Üt'gt,  so  muß  man,  wenn 
man  sunächst  AX  zurückgelegt  bat,  die  Strecke  XB  nicht  wie  bei  dem  Falle 
der  innem  Teilung  in  demselben  sondern  in  entgegengesetztem  Sinne 
wie  AX  durchlaufen.  Diesen  entgepengesetxten  Sinn  kann  man  zweckmäßig  wie 
in  der  .\rithmetik  dadurch  ausdrücken,  daß  man  die  absolute  Länge  XB  mit 
dem  entgegengesetzten  Voneidien  wie  die  Länge  AX  bezeichnet  Tut  man  dies, 
so  bleibt  die  Grundbeziehang 

AX+XB^AB 

auch  in  dem  Falle  erhalten,  daß  X  in  der  Verlängerung  von  AB  liegt  Dann 

hat  man  das  Teilverhältnis  AX :  A7/  im  Falle  der  innem  Teilung  als  eine 
positive,  im  Falh*  dfr  äußem  Triluii^  als  eine  negative  Zahl  anzusehen.  Um- 
gekehrt, durch  ein  positives  Teilverhältnis  wird  ein  Punkt  der  Strecke  AB,  durch 
ein  negatives  ein  Punkt  ihrer  Verlängerung  eindeutig  bestimmt 

Der  Übergang  aus  positiven  in  negative  Werte  des  Teilverhältnisses  geschieht 
im  Punkte  B,  wo  das  Teilverhältnis  //A':A'^  — oo  war.  Bei  den  unendlich 
großen  Werten  dieses  Verhältnisses  ist  also  eine  Unterscheidune  der  Richtung 
ebenso  unnötig  wie  bei  dem  Werte  Null.  Bewegt  sich  A'  von  B  in  derselben 
Richtung  weiter,  so  nimmt  der  absolute  Wert  des  Teilverhältnisses,  der  immer 
größer  als  1  ist,  ab.  Den  absoluten  Wert  1  kann  das  Verh  dtnis  bei  keinem 
endlichtii  Punkte  erreichen,  so  daß  man  annehmen  mult.  dii.l  dem  imendlich 
fernen  l^mkte  der  Geraden  das  TeilvcrhriUnis  —1  zuk  inmu.  Bei  weiterer 
Bewegung  in  gleichem  Sinne  würde  sich  der  l'unkt  A'  aut  der  atidern  Seite  der 
Geraden  dem  Anfangspimkt  A  wieder  nähern. 
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3.  Die  Teilung  einer  Strecke  Aß  (Fig,  83)  in  einem  gegebenen 
Verhältnis  k;imi  nm  einfachsten  aitsct  führt  werden,  wenn  man  sich  zwei  Strecken 
herstellt,  die  das  gegebene  Verhältnis  haben  und  diese  aul  zwei  Parallelen,  die 

man.  durch  die  Endpunkte  A  und  B  sieht 
von  diesen  Punkten  aus  aufträgt  Soll  die 
Strecke  innen  j,'eteilt  werden,  so  hat  man 
die  beiden  Parallelen  in  enti^eijentjesetz- 
tera  Sinne  zu  ziehen  und  daraut  die  bei- 
den Strecken  y4C  nnd  BD  abzutragen;  die 
Verl)iii(liimjslinie  CD  teilt  dann  die  Strecke 
in  X  Bei  .iuOc^rer  Teiliiiit:  müssen  die 
Parallelen  in  fileichem  Sinne  ge/.open 
werden  und  die  Verbindungslinie  C£  der 
Endpunkte  der  auf  ihnen  abgetragenen 
Strecken  AC  und  ßE  schneidet  dann  die  Verlängerung  von  AB  in  dem  gesuchten 
Teilpunkt  Y.  Ist  PD  -  PE,  so  ist  Aß  durch  .V  und  }'  innen  und  rmßen  in 
einem  Verhältnis  geteilt,  das  gleichen  absoluten  Wert  aber  entgegengesetztes  Vor- 
seichen hat  Man  sagt  nun,  die  Strecke  AB  sei  durch  X  und  Y  harmonisch 
geteilt,  wenn 


Flf.«a 


AX 
XB 


AY 
'  YB 


ist  Der  eine  Teilpnnkt  X  oder  Y  ist  dann  ein  innerer,  der  andre  ein  äußerer. 
Bei  Weglassung  des  Vorzeichens  wflnle  die  Bedingung 

AX  AY 
XB  ~  YB 

besagen»  das  X  und  Y  zusammenfallen. 

Zu  ^dem  innem  oder  äuUern  Teilpunkt  einer  Strecke  gehört  ein  äuUerer 
oder  innerer  zugeordneter  harmonischer  Teilpunkt.  Dem  MitteljMinkt  der 
Strecke  z.  B.  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  (geraden  zugeordnet  und  um- 
gekehrt Wo.  sieht  an  Fig.  83  wie  man,  wenn  einer  der  beiden,  A'  oder  F, 
gegeben  ist  den  andern  finden  kann. 

Da  man  die  Bedingung  der  harmonischen  Teilung  auch  schreiben  kann 

XA  XB 


AY 


BY 


so  folgt  daß  auch  die  durch  X  und  Y  begrenzte  Strecke  durch  A  und  B  har- 
monisch geteilt  wird.  Man  nennt  daher  vier  Punkte  einer  Geraden  harmo- 
nische  Punkte,  wenn  die  durch  zwei  Punkte  begrenzte  Strecke  \on  den  beiden 
andern  harmonisch  geteilt  wird.  Je  zwei  zusammengehörige,  A  und  X  und  K, 
heißen  dann  zugeordnete  Punkte. 

4.  bt  die  Strecke  AB  =  a  durch  den  Punkt  X  im  Verhältnis  1  :  X  geteilt 
wobei  die  Zahl  ).  bei  innerer  Teilung  positiv,  bei  äußerer  negativ  zo  nehmen  ist 
so  ergeben  die  Gleichungen 

AX+XB^a,  \ 

XB  X 

die  Werte 
Setzt  man 

1  / 
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irobei  /  und  q  xwet  Zahlen,  zwei  Strecken  oder  irgend  sirci  gleichartige  Größen 
bezeichnen  können,  so  sind  die  Teile  bei  innerer  Teilung 

a  .       -  and  a  » —  —  : 
bei  ättfterer  sind  die  absoluten  Werte  der  Teile,  wenn  p 


q  ist: 


P 


und  a  •  —  — 


/— y  p—9 

5.  Halbiert  man  in  dem  Dreieck  ABC  >i4),  in  den»  AC>  CB  ist,  den 
Winkel  ACB  und  seinen  Aiiücnwinkel  BCM^  SO  teilen  die  Halbierungslinien  die 

Gegenseite  AB  innrii  in  A'  und 
auUen  in  Y.  Zieht  man  durch  ß 
eine  Parallele  zu  t'.7,  so  schneidet 
diese  die  Verlängeruni;  von  CK  in 
D  und  CY  in  Ii.  Nun  ist  /  CDB 
/i  ACD  als  \V«'rhsel\vink«d  an 
Parallelen  und  da  /  ACD  =  Z  DCB 
nach  Voraussetzung  ist,  so  ist  auch 
/.CDB=  ZI>CB,  also  ACDB 
gleichschenklig;  und  BD  =^  HC. 
Ebenso  ist  ./  CEH  '  .}fCK 
=  Z_£CB,  demnach  ist  auch 
A  CBß  gleichschenklig  und  BE  BC,  Ist  non  AC  ■=  CB  =^  a,  so  ist  auch 
BD  —  BE  =  a  und  es  wird  AB  ^  c  durch  X  innen  im  Verhältnis  l>  :  «,  durch  Y 
außen  in  dem  Verhältnis  von  gleichem  absoluten  Werte  geteilt.  Damit  ist  der 
Sat^  bewiesen : 

Die  H al  l> i er un^sl in  ien  eines  Innen-  und  des  zugchorijjen  AuÜen- 
winkels  eines  Dreiecks  teilen  die  Gegenseite  harmonisch  im  Ver- 
hältnis der  anstoßenden  Seiten. 


Fig.  Kl. 


Man  kann  diesen  Satz  anwenden, 
Nach  Nr.  4  ist 

^  -f  « 


um  einen  Winkel  zu  halbieren. 


XB^c  -- 


AY-^t 


BY 


h  —  a 


Da  die  \Viniveihall»ierenileii  c  A  und  t  >  auieinander  seiikrtrchl  sti-lien,  so 
geht  der  Kreis,  dessen  Durchmesser  XY  ist,  durch  C  16  Nr.  2,  6)).  jeder 
Punkt  dieses  Kreises  ist  die  Spitze  eines  Dreiecks  ülier  der  (irundlinie  AB  und 
die  H.Tlhicniii^sliiiii  n  (I«'s  Winkels  an  d«*r  Spit/e  nnd  seines  AuU'  iiw  inkels  jjehen 
immer  durclt  A  und  }  .  Die  an  die  Grundlinie  anstoUendcn  Seiten  haben  also 
stets  das  gleiche  VerluUtnis. 

Dieser  Kreis  ist  daher  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  C,  deren 
Kntfern  ungen  von  den  beiden  festen  Punkten  A,  //das  gleiche  Ver- 
hältTiis  h  :  a  habt  r).  Mm  nennt  ihn  den  APOl.l.oN  ischen  Kreis  der  in  dii'sem 
\  erhältnis  geteilten  SlrecKe  AB. 


S;24.     Der  l'l  ä  cii  e  n  i  n  Ii  a  1 1     e  radl  i  n  i   e  r  |■i^lIren. 

1,   Knie  geschlossene  geradlinige  Figur  begrenzt  einen  endlichen   l  eil  der 
Ebene.    Die  Größe  dieses  Teiles  heißt  der  Flächeninhalt  (kurz  Inhalt)  der 
F^r.  Den  Flächeninhalt  einer  Figur  messen,  heißt  das  X'crhältnis  dieses  Flächen- 
inhalts zur  Flächeneinheit  besiininten.  Als  l'liirheneinhcit  wählt  man  (las  Qll.ldrat, 
SCHtOBJOLCas  Handbuch  der  Mktheiutik,  2.  Aufl.,  Bd.  I.  18 
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d<»ssen  Sriti«  (in-  L.iti!,'«'iH'inhf tt  ist.  Da  d\v  konventionelle  Länj;eneinli>  it  der 
Meter  (/nj  ist,  so  nennt  mau  die  Flärheneinheil  Quadratmeter  (richtiger  wäre 
MeterqaadYat)  mit  der  Abkürzung  (///'). 

Da  das  Quadrat  ein  besonderer  Fall  des  Rechtecks  ist,  so  hat  man  za> 
nächst  die  Aufgabe  asu  lösen,  das  Verhältnis  der  Inhalte  zweier  Rechtecke  zu 
bestimmen.  Da  ein  Rrrhtcrk  nach  (JröUe  und  Clestalt  vriHständii:;  licstimmt  ist 
durch  zwei  anstoßende  Seiten,  so  müsiü'n  diese  als  bereits  gemessen  voraus- 
gesetzt sein.  Haben  also  die  beiden  Rechtecke  die  anstoßenden  Seiten  aj,  ^ 
tmd  Off  so  wird  vorausg^esctzt,  daß  diese  6^^  "t*  Längeneinheiten  ent- 
halten. Dadurch  müssen  die  Zahlen  der  Flächeneinheiten  /j ,  der  beiden 
Rechfeckf  bi-stinimt  sein.  \\  muß  nun  eine  Läncje  ui'ben,  die  i'ntweder  voll- 
kommen genau  odvt  weni^istens  bis  zu  jeder  notwendigen  Genauigkeit  augenähcrt 
in  den  vier  Längen  a^,  a^,  d^,  ohne  Rest  enthalten  ist,  von  der  die  vier  Längen 
also  Vielfache  sind.    Es  ist  daher 

=  tn^  X  t       ^  H^X  t       =  tfff  X  t    6^,  —  n^X 

zu  setzen,  wobei  «»i ,  ,  ,  natfirliche  Zahlen  sind.  Ti^gt  man  diese  Länge  jl 
auf  allen  vier  Seiten,  so  oft  es  angeht,  auf  und  zieht  durch  jeden  Teilponkt 

Parallelen  ztt  der  anstoßenden  Seite,  so  wird  das  Rechteck  1  in  ///,  ,  das 
Kr(  lncck  2  in  m^n^  kongruente  Quadrate  von  der  Seite  X  zerlegt.  Daher  t<?t 
jedes  Rechteck  ein  Vielfaches  dieses  Quadrats  und  mau  hat  das  Verhältnis  der 
Inhalte  beider  Rechtecke: 

dies  kann  man  auch  schreiben: 

jpi,     «j      </,         _  a^  fi^ 
Ff     tft^  </jj  <?j  b^ 

Man  hat  also  deu  Satz  erhalten: 

Die  Inhalte  zweier  Rechtecke  verhalten  sich  zueinander  wie  die 
Produkte  der  Zahlen  der  Längeneinheiten  zweier  anstoßender  Seiten* 

Vergleicht  man  nach  diesem  Satze  den  Inhalt  /'  eines  Rechtc'cks  mit  den 
anstoßenden  Seiten  a  und  b  und  den  Inhalt  1  der  Flächeneinheit,  d.  h.  eines 
Rechtecks,  dessen  anstoßende  Seiten  beide  gleich  1  sind,  so  muß 

/''  ab  n  b 
1        1  11 

seui:  d.  b.  die  Zahl  der  Flächeneiuheiten  eines  Rechtecks  ist  gleich 
dem  Produkte  aus  der  Zahl  der  Längeneinheiten  der  beiden  an- 
stoßenden Seiten.   Da  man  die  letzte  Gleichung  einfacher  schreiben  kann: 

1)  F^ab  , 

so  drfickt  man  den  Satz  in  der  abgekürzten  Form  aus: 

Der  Inhalt  eines  Rechtecks  ist  gleich  dem  Produkt  der  beiden 

anstoßenden  s.  it< n. 

Ks  wird  also  der  Inhalt  eine«  Rechtecks  nicht  durch  r  i'jtMidicfu'  Messung, 
d.  h.  durch  Abtragen  der  Flächeneinheit  bestimmt,  sondern  die  Autgabe  wird 
auf  die  Messung  zweier  Längen  zurückgeführt,  aus  denen  der  Inhalt  be- 
rechnet wird. 

Umgekehrt  zei^t  der  Satz  1),  daß  man  unter  dem  Produkt  zweier  Strecken, 
d.  h.  der  Z  ililr  n  \\\xrx  T,rin.-f  ii'Mnh«Mt*'n  eine  Gröüe  andrer  Art,  nämlirh  eine 
Fläche  zu  verstellen  hat.  Die  Strecke  ist  die  Raumgröße  erster  Dimension,  der 
Länge:  durch  Multiplikation  zweier  Strecken  erhält  man  eine  Fläche,  das  ist 
die  Raumgröße  zweiter  Dimension.    Das  Verhältnis  zweier  gleichartiger  Größen» 
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also  zweier  Streiken  oder  zweier  Flächen  ist  eine  Zahl,  die  hiernach  als  Grölie 
der  iHillien  Ditnrnsion  7.ti  hetrarliten  ist.  Durch  Division  einer  Fläche  durch 
eine  Strecke  ertuili  rnaii  wieder  eine  Strecke, 

Als  besoaderu  i-all  \üii  1)  erhält  man  den  Inhalt  eines  Quadrats  mit  der 
Seite  a 

and  amgekelirt  ist  die  Seite  eines  Quadrats  vom  Inhalt  /*: 

a  =  }>•  . 

Daraus  erklären  sich  die  Benennunpen  Quadrat  für  die  zweite  I'otenz  und 
Quadratwurzel  für  tlie  zweite  Wurzel:  ebenso  die  Bezeichnung;  »»-  für  ^m. 

Die  anstoüenden  Seiten  eines  Rechtecks  bezeichnet  man  häufig  als  Grund- 
linie imd  Höhe,  Län^c  und  Breite,  Breite  und  Tiefe,  so  daß  man  den  Satz  1) 
t,  B.  auch  in  der  Form:  Der  Inhalt  eines  Rechtecks  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
Grundlinie  und  Höhe,  aasdrücken  kann. 

Beispiele: 

1.  L>t  die  eine  Seite  eines  Rechtecks  gleich  3,57  ///,  die  andre  gleich 
6t21  m  gemessen,  so  beträgt  der  Inhalt  3,57  •  5,21  Quadratmeter  oder  18,6997  fm^ 
Dieses  Resultat  ist  jedoch  nii  ht  bis  auf  die  vierte  Dezimale  brauchbar,  wenn 
die  Seiten  nur  bis  zu  einer  halben  Kinheir  der  letzten  Dezimalstelle  genau  be- 
stimmt Sinti,  wie  in  der  Praxis  stets  anzunehmen  ist.  In  diesem  Falle  ist  viel- 
mehr das  Resultat  zwischen  3,5G5  •  5,200  und  3,575  •  5,215  oder  zwischen 
18*55  . . .  und  18,64  . . .  schwankend,  so  dafi  nva  F=  18,6  als  sicheres  Resultat 
angegeben  werden  darf.  Wären  dagegen  die  Seiten  gleich  3,570  «f*  und  5,210  m 
angegeben,  so  wären  sie  damit  als  bis  zu  einem  halben  Millimetor  genau  ge- 
messen bezeichnet,  und  das  Resultat  18,GÜ  gm  auf  zwei  Dezimalen  sicher.  Man 
wird  also  bei  derartigen  Rechnungen  in  der  Praxis  zur  Vermeidung  tmnützer 
Dezimalen  stets  die  abgekürzte  Multiplikation  anwenden. 

2.  Ein  rechteckiges  Stück  Land  ist  143,0  m  lang  und  88r5  m  breit.  Wieviel 
Miete  brin-jt  es  ein,  fla<;  Ar  zu  O.RH  ? 

Da  der  Inlialt  des  Landes  glcji  Ii  143,0  •  88,5        und  ein  Ar  gleich  100 

ist,  so  hat  man  •  0,85  JH  zu  berechnen  und  erhält  als  Resultat  107,6  J$, 

3.  Wie  grofi  ist  ein  Quadrat,  dessen  Seite  0,25  m  lang  ist? 

Man  erhält  0,25  .  0,25  w-  —  0,0G25  w-  oder  025  rm- ,  wenn  die  Seite  als 
absolut  L'enau  angesehen  wird,  andernfalls  ist  das  Resultat  zwischen  000  an-  und 
650  cm-  unsicher. 

4.  Ein  Quadrat,  dessen  Inhalt  gleich  der  Summe  der  Inhalte  zweier  Recht- 
ecke mit  den  Seiten      ^|  und  o^,  Seite 

2.  Das  einfachste  Verhältnis  zweier  Flächeninhalte  ist  die  Gleichheit  Wenn 

zwei  Figuren  kongruent  sind,  so  haben  sie  auch  gleii'hen  Inhalt.  St'tzt  man  an 
ein  Paar  konertienter  Figuren  ein  andres  Paar  von  Figuren,  die  ehi  iifalls  kon- 
gruent smd,  an,  oder  nimmt  sie  von  dem  ersten  weg,  aber  in  beiden  1-aiien  so, 
daß  nicht  wieder  kongruente  Figuren  entstehen,  so  erhält  man  gleiche  Figuren. 
Man  hat  also  die  Gleichheit  auf  die  Kongruenz  zurückgeführt. 

.Auf  diese  Art  beweist  man  den  Fundamentalsatz  der  Flächen- 
vergleichung: 

Parallelogramme  mit  gleichen  (jrundlinicn  und  gleichen  Höhen 
sind  gleich. 

18* 
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Man  kann  nämlif  !i  /wi  i  so1i  hr  I\irallcloi,'ramrnc  A/^CP  uiui  FF('ff  [V\\i.  Sö) 
80  zusaromcnstellen,  tlali  ihre  Grundlinien  AB  und  EF  in  (It-rselbcn  (ii-radt-n  und 

sie  selbst  auf  derselben  Seile  dieser 

3  f  iST  Geraden  so  liegen,  daß  ihre  UmfänRo 

keinen  Punktgenieinsam  haben.  Dann 
müssen  wcfjcn  der  Gleirhh«  it  der 
Höhen  auch  die  den  Grundlinien 
parallelen  Seiten  DC  ond  HG  in  einer 
Geraden  liegen,  die  parallel  zu 
ist.  Zieht  man  CJI,  so  entsteht  das 
Trapez  CIIF.B,  das  zu  i»'drm  d«'r 
Parallelogramme  hinzuyeiujit  werden 
kann.  Alan  erhält  dann  die  Tra» 
pe/.e  DHEA  und  CGFB,  die  in  je 
■zwei  rtitsjjniliriKifii  Sritcti  \\m\  Wiiikrlii  iit)rrrinstimmen,  mithin  kontrnifnt  nn«! 
also  auch  pleicli  sind.  Nimmt  man  nun  von  jedem  dieser  1  ra|)e/,e  das  iicmein- 
schaftliche  Stück  CHEB  weg,  so  müssen  die  übrig  bleibenden  Flächen  ebenfalls 
gleich  sein;  diese  Flächen  sind  aber  die  der  ursprünglichen  Parallelogramme. 

Man  kann  auch  sa^ien,  daß  Parallelogramme  mit  gleichiMi  Grundlinien  und 
zwischen  denselbrn  f*.irallelen  gleicii  sind.  I)a  man  ferner  die  Parnlh-Ioyrammc 
auch  SU  zusammenstellen  kann,  daÜ  ihre  Grundlinien  AB  und  A/  einander  decken, 
80  kann  man  den  Sabs  ausdrücken:  Parallelogramme  auf  derselben  Grund» 
linie  und  zwischen  Parallelen  sind  gleich. 

3.  Aus  dem  Fundamentalsatz  der  Flächenvergleichung  folgt  weiter,  daU  «'in 
Parallelogramm  el»*i''h  einem  Rechteck  von  trU'irher  (Grundlinie  und  Ilolv  ist. 
Hat  also  ein  Parallelogramm  die  Grundlinie  g  und  die  Höhe       so  ist  sein  Inliall 

2)  F==gh  , 

d.h.  der  Inhalt  eines  Parallelogramms  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
(irundlinie  und  Höhe.  Parallelogramme  sind  daher  einander  gliicli.  wenn 
die  Produkte  aus  Grundlinie  und  Höhe  gleich  sind,  oder  wenn  sich  ihre  Grund- 
linien umgekehrt  verhalten  wie  ihre  Höben. 

Im  allgemeinen  verhalten  sich  die  Inhalte  von  Parallelogrammen 
wie  die  Produkte  aus  Grundlini»*  und  Höhe.  Als  besondere  Fälle  sintI  in 
diesem  .Sat/f  die  fnl.jcnden  enthalten:  Die  Inhalte  von  Parallelogrammen  mit 
gleichen  Grundlinien  verhalten  sich  wie  ihre  ilolien,  und  die  \oii  Parallelogrammen 
mit  gleichen  Höhen  verhalten  sich  wie  ihre  Grundlinien. 

Da  insbesondere  bei  demselben  Parallelogramm  jede  Seile  als  Grundlinie 
j/t  nnmmen  werden  kann,  so  folgt,  rlaL^  dii*  Produkt»-  ruis  fiiirr  Seite  t-incs  Parallelo- 
gramms und  der  auf  ihr  stehendeti  Hohe  einand«'r  gU  ich  sind,  oder  dal»  zwei 
anstoUende  Seiten  eines  Parallelogramms  sich  /.ueinand<"r  umgekehrt  verhalten 
wie  die  Höhen  auf  diesen  Seiten. 

Hei  spiele: 

1.  Ist  die  Grundlinie  eines  Parallelogramms  n,]2!{  w,  die  Höhe  ///, 
so  ist  sein  Flächeninhalt  gleich  0,123  •  0,*244  ^  0,4I3<M>12  w^,  sofern  die  Seiten 
als  absolut  genau  gemessen  vorausi^i-setzl  weiden  können.  Da  dies  aber  in 
der  Praxis  nie  der  Fall  ist,  vielmehr  f?i'-  Resultate  (Wt  Messungen  der  Seiten 
als  abgekürzte  Zahlen  zu  betrachten  sind,  so  hat  man  hier  auch  die  abgekürzte 
Multiplikation  anzuwenden.  Im  vorliegenden  Beispiel  sind  also  die  Zahlen  0,1 2H 
und  0«244  als  Näherungstverte  zu  betrachten,  deren  Fehler  bis  zu  0,0005  m 
betrau'Ti  k  imi:  «lies  hat  tiir  das  Resultat  der  Multiplikation  eine  l'iisiclierheit 
bis  /u  o.(Hio  I  ( N^tT) ///-'  zur  1  ()l<;e,  so  daU  für  den  lidialt  des  Parallehv^ramms  nur 
•ia>  Re>ultat  der  ab;;ekur/.len  Multiplikation,  0,o;{(>  ///-',  angenommen  werden  kann. 
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2.  Von  einem  Paratleiogrjunm  sei  der  Flädieninhalt  F  —  6,44  m*  und  die 

Grundlinie  g  —  H.14  ///  bekannt:  sein«*  Höhe  ist  h  ^  F'.  g      2,0')  ///. 

T>«"r  Flächeninhalt  <Mnes  Parrillfln'jrrimms  sei  1,77  w-  bekannt:  man 

soil  ein  gleichi'S  l'aralielogramm  zeichnen,  dessen  t'iue  ll«>he  //j  ~  1,23  w  un(i 
dewen  andre  Höhe      —  1,08  m  sei.    Wie  lang  sind  die  Seiten  dieses  cweiten 
Parallelo<rramms  zu  machen? 
Die  Seiten  sind 

F  F 

■1.  Kin  Par.ilK  lo'jrrimm .  f1es<^rn  nriiiidlii?ie  ^'  12<i,  und  dessen  Höh«'  /' 
=  {s4  ist,  soW  in  ein  (gleich  {,'roües  Quadrat  venvandelt  werden;  wie  lang  wird 
seine  Seite  *?    Es  ergibt  sich 

X  =^  ]gA  ^  100,4  , 

Tl.  Man   soll   ein  Recht« ck  zeichnen,   das  so  groU  ist  als  zwei  gegebene 
l^arallelogramrae  mit  den  CjrundUnien  ^1  ^  105,      ^  2U(i  und  den  Höhen /i|  —  19ß« 
=  105  zusammen,  und  das  mit  dem  ersten  die  Grundlinie  gemeinsam  hau 
Dann  ist  seine  atM*eite  Seite:.. 

Ml  Ht 

4.  Die  lierechnung  des  Flächeninhalts  des  Parallelogramms  liihrt  weiter 
zur  Berechnung  des  Dreiecks.  Ein  Dreieck  kann  durch  Parallelen  za.  sirei  seiner 
Seiten  durch  den  pegenfiberliegenden  Eckpunkt  au  einem  Parallelogramm  ergänst 
werden,  das  mit  dem  Dreieck  dieselbe  Gmndlinic  und  dieselbe  Hohe  hat,  und 
dessen  Flärhe-ninhalt  —  da  das  aneehM^ic  Dreieck  dem  ursprünglichen  kongruent 
ist  —  doppelt  so  groli  ist  ah  der  des  Dreiecks.    Hieraus  (olgt: 

Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Hälfte  desProdukts 
aus  (irundlinie  und  Ilölie. 

Ist  also  die  Grandlinie  g  und  die  Höhe  At  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks 

3)  F=}gA    .  • 

Insbesondere  ist  der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  der 
Hälfte  des  Produkts  seiner  Katheten. 

T);i  man  jede  Si  itr  eines  Dreierks  zur  Grundlinie  nehmen  kann,  so  läßt 
sich  der  Inhalt  in  dreitacher  l-'orm  darstellen.  ne}'ci<'hnen  a,  h.  r  die  drei 
Seiten,  //^,  /if,,        die  zugehörigen  Höhen,  /''  den  i  laciieninhalt,  so  ist 

=■  ^a/i„  =  \  äAi  —  ^cAf  . 

Da  hiernach  auch  tj /t^  -  fi/if,  ist,  so  ergibt  sich  durch  Venrandlung  dieser 
Gleichung  in  eine  Proportion  der  Satz: 

Zwei  Seiten  eines  Dreiecks  vcrhaiten  siel»  zueinander  umgekehrt 
wie  die  auf  ihnen  stehenden  Höhen. 

i \  liißt  sich  also  aus  zwei  Seiten  und  der  zu  einer  gehörigen  Höhe  die 
aiuhi  Höiie,  aus  zwei  Höhen  und  der  zu  einer  gehörigen  Seite  die  andre  Seite 
berechnen. 

Insbesondere  ist  also  auch  das  Produkt  der  Katheten  <r,  ^  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  gleich  dem  Produkt  der  Hjrpotenuse  c  und  der  Höhe  A  auf 
der  Hypotenuse,  oder  es  ist 

ab  =  cA  y    h         ,    r  -   ,  , 
€  h 

n.  s.  w. 
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Aua  dem  Satze  über  den  Inhalt  eines  Dreiecks  folfjt  ferner,  da6  alle  über 
die  WrhfiltnisQe  der  Rächen  von  Parallelogrammen  anfgesteUten  Sätze  auch  für 

Dreiecke  m-ltcn: 

Üreiccke  mit  gleiciien  Grundlinieu  und  gleichen  Höhen,  und  insbesondere 
auch  Dreiecke  auf  derselben  Grundlinie  und  zwischen  denselben  Parallelen 
sind  gleich; 

Dreiecke  mii  l'I'  h  hen  Grundlinien  verhalten  sich  wie  ihre  Höhen,  und 
Dreiecke  mit  glrichcn  flohrn  wie  ihre  Cirtnuilmien: 

Dreiecke  verhalten  sich  im  allgemeinen  wie  die  Produkte  aus  ihren  Grund- 
linien und  ihren  Höhen,  und  Dreiecke  sind  gleich,  wenn  diese  Produkte  gleich 
sind,  oder  wenn  sich  die  Grundlinien  zueinander  umgekehrt  wie  die  Höhen  ver- 
halten. 

Endlich  i'it  jeiies  Dreieck  die  ll;iltie  eines  I*arallrlr)L;rimims,  das  mit  ihm 
gleiche  Grundlinie  und  Höhe  hat,  und  gleich  einem  rarallelogramm,  das  gleiche 
Grundlinie  und  halb  so  große  Höhe,  oder  gleiche  Höhe  und  halb  so  grofie 
Grundlinie  hat. 

Beispiele: 

1.  Der  Ilacheninhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
a  — «  ä|140U  /«  und  ^  =—  2,150(1  ;//  gemessen  sind,  ist 

/-«^a^  —  3.3755  . 

2.  Der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sei  ^»=345,50«-, 
und  eine  Kathete  a  —  25,50       dann  ist  die  andre  Kathete 

b  =  —  =  27,10  m  . 

a 

3.  Von  einem  Dreieck  seien  eine  Seite  a  nnd  die  Verhältnisse  der  drei 
Höhen  h^'.h^ihe  —  m:n',p  gegeben;  man  berechne  seine  beiden  andern  Seiten ^, c. 
Aus 

s       *'  " 

fi^a—  =  a  — 

und  entsprechend 

Ac  p 

4.  Die  Summe  zweier  Seiten  eines  Drei<H"ks  a  ■\-  b  -  s ,  «iie  auf  r/  stehende 
Höhe  ha  nnd  der  ir'iächeninhait  seien  gegeben;  man  berechne  die  beiden 
Seiten  a  und  b. 

Ans 

folgt 

«  = — ,    b'-S  T" 

ha  hm 

5.  Ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  £  —  12,D5  m  und  dessen  Höhe  h  —  3,12  m 
ist,  soll  in  ein  Quadrat  verwandelt  werden.    Die  Seite  des  Quadrats  wird 


^  y  2  ä^'      4.12  m  . 

Ü.  Ein  dreieckiges  Stuck  Land,  dessen  Grundlinie  185  ///,  und  des>en  Höhe 
136  m  betragt,  soll  infolge  einer  anderweiten  Vermessung  iti  ein  Rechteck  ver- 
wandelt werden,  dessen  eine  Seite  2'>0  m  ist  Wie  lang  wird  die  andre  Seite  x? 
Man  hat 

1  St')  •  r^M 

1  .  1«5  .  1HI>  ^  2»MKv  :  —      -  «2.»  m  . 

4IMJ 


.  j       ^  I  y  GoOgl 
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7.  Den  Inhalt  F  eines  Rhombas  aus  den  beiden  Diagonalen  /  zu  be- 
rechnen.   Es  ist 

8.  Die  Katheten  Ot  b  eines  rechtwinUigen  Dreiecks  aus  ihrer  Summe  t  und 
dem  Flächeninhalt  F  zu  berechnen.   Man  hat  für  a  und  b  die  Gleichungen: 

«  +  *  =  't    ab  =  2F  . 

£8  ist: 

(a  —  ö)*  «  (i»  -j-      —  4<j*  =     —  8/" 
und  da  man  a>  b  voraussetzen  kann, 

9.  Kin  T>rrif*rk  mit  der  Grundlinie  g  nrul  Her  Höln 
verwandelt  werden,  dessen  Seiteu  sich  zueinander  wie  m 
rechne  diese  beiden  Seiten  x  und  y.    Es  ist 

m 

V  n 


—  S  /•')  . 

//  soll  in  ein  Rechteck 
n  verhallen.    Man  be- 


]>urch  Multiplikation  und  Division  der  beiden  Gleichungen  und  Ausziehen 
der  Quadratwurzel  eigeben  sich; 


1 2"^**'  '-Vai;'* 


10.  Um  u  i(  \  icl  Prozent  vergrößert  sich  der  Inhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecke, 
wenn  jede  seiner  Katheten  um  p  Prozent  verlängert  wird?    Es  ist: 


\ab-\-\ab 


X 

1  uu 


da  +  a  /  ](b  +  b/^  ^  labil  -f  /-\ 


aus  dieser  Gleichung  erhält  man 


5.  Durch  dif  Re«;timmung  der  Flächeninhalte  von  Dreiecken  ist  die  Möglichkeit 
gegeben,  deu  Flächeninhalt  jeder  geradlinigen  ebenen  Figur  zu  finden.    Man  hat 

zu  diesem  Zwecke  nur  nötig,  sie  mittels  Diagonalen 
oder  durch  Verbindung  eines  im  Innern  der  Figur 
angenommenen  Punktes  mit  den  Fi  k])rnkten,  in 
Dreiecke  zn  zt  rlegen,  jedes  dieser  Dreiecke  zu  be- 
rechnen, und  !>ie  zu  addieren. 

Dieses  Verfahren  fuhrt  zu  einer  einfachen 
Regel  bei  dem  Trapez.  Ein  Trapez  (Fig.  86)  habe 
die  parallelen  Seiten  <i  und  b  und  die  Hohe  (den 
Abstand  di  r  parallelen  Seiten)  Zieht  man  eine 
Diagonale,  zerlegt  man  es  in  zwei  Dreiecke, 
deren  Grundlinien  gleich  a  und  b  sind,  und  die  beide  die  Höhe  h  haben. 
Daher  ist  der  Inhalt  des  Trapezes 

4)  F^  \ah-\'\bli=  \{a-\-h)h  , 

Der  Inhalt  eines  Trapezes  ist  also  gleich  der  Hälfte  des  Pro- 
dukts aus  der  Summe  der  parallelen  Seiten  und  der  Höhe  oder  gleich 

dem  Produkt  aus  dem  a  ritlimrtis(  h<'n  Mittel  der  parallelen  Seiten 
und  der  Höhe,  oder  gleich  dem  Produkt  aus  der  Mittelparallele  und 
der  Hohe. 
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Ks  ist  von  IntiTesse,  scIjoii  an  dieser  Stellt-  zu  seilen,  wie  man  aus  Formeln, 

wie  die  vorstcticndt' .  neue  L' lir^ät/.c  li>'r.iu--li-s«Mi  kann.  So  »Toeben  sich  iiicr 
unter  Heachiuny  der  Sülze  von  den  Inhalten  der  Dreiecke  und  Parallelogramme 
die  folgenden: 

Ein  Trapez  ist  gleich  einem  Dreieck  mit  gleicher  Höhe,  dessen  Gnmdlinie 

gleich  d«'r  Summe  der  parallelen  Seiten  des  Tfape/,<'s  ist. 

r.in  Trapez  ist  jjletrh  einem  rarallclou'rnmm  mit  gleicher  Höhet  dessen  Grand» 
linie  i:leicii  (ier  Mitielparallele  des  irapezes  ist. 

Beispiele: 

1.  Alts  Hf-Ti  parallelen  Seiten  b  und  dem  Inhalt  A  eines  Trapezes  findet 
man  die  Hulie 

2/* 

2.  Von  einem  Trapez  sei  der  Inhalt  die  Höbe  h  und  die  Differenz  d 
der  parallelen  Seiten  a  und  b  gegeben.    Atis  den  Gleichungen: 

H 

wobei  a'>  b  angenommen  ist,  ergeben  sich: 

F  /' 

=  ^  +       b=  ^—u  . 

Zerlegt  man  ein  \  ieleck  durch  du;  Diagonalen  von  einem  Eckpunkt  aus  in 
Dreiecke,  so  kann  man  die  Diagonalen  als  Grundlinien  dieser  Dreiecke  betrachten 
und  hat  außer  ihnen  die  daraiif  stehenden  Hohen  zu  messen.  Die  Summen  der 
Dreiecksinha1t<>  ^ibt  den  Inhalt  des  Vielecks. 

Beispiele: 

1.  Die  Diagonale  AC  des  \  ierecks  ABCD  sei  27  cm,  die  Abstände  der 
Eckpunkte  B  und  D  von  AC  seien  12  und  18  rm;  dann  ist  der  Inhalt  des 
Vielecks 

/•  =  ^  .  27  .  12  +    .  27  •  Ift  =  ^  .  27  •  30  =  406  . 

2.  In  dem  Fünfeck  ABCD  seien  die  Diagonalen  AC    7,.^  m,  AD  —  8»2  »i, 

die  Abstände  der  Eckpunkte  Bf  D  von  AC  3,2  m  imd  -1,0  w,  der  Abstand  des 
Eckpunkts  E  von  AD  2,5  m  gemessen.    Das  Fünfeck  hat  den  Inhalt 

F  -  1(7,.-»  .  3,2  +  7,r>  .  4,6  +  8,2  •  2,5)  =  39,5  w»  . 

Hat  ein  Vieleck  einen  Inkreis  (§  17);  gibt  es  also  einen  Punkt,  der  von 
allen  Seiten  gleich  weit  entfernt  ist,  so  verbinde  man  diesen  Punkt  mit  allen  Eck- 
punkten und  zerlege  dadurch  das  Vieleck  in  Dreiecke,  deren  jedes  eine  Seite 
zur  Cirundlinie  und  den  Radius  des  Inkreises  zur  Höhe  hat.  Bezeichnet  man 
diesen  durch  o,  die  Seiten  durch  Oy     c,  .  .  ,  ^  so  ist  hiernach  der  Iniialt  des  V  ielecks 

F  ^  iaQ-\-lbQ  +  Jr^  +  . . .  ^  ^(rf  -f  ^  4-  <■  -f  •  •  • 

o  l'  :  U  HU  (Ii.  Summe  <7 //  +  <'  +  ••  •  <lw  Seiten,  oder  der  Umfang  des  Viel- 
ecks durch  u  bezeichnet  wird: 

■">>  F-=^UQ  . 

Der  Inhalt  eines  solchen  Vielt^cks  ist  also  i^leich  dem  halben 
Pro  linkt  ans  seinem  L'nifan^  und  dem  Radius  des  Inl,  ises. 

Aus  diesen»  Satze  kann  man  den  atuierTi  fn!H»Tn,  daÜ  ein  solches  \  ieleck 
gleich  einem  Dreiecke  ist,  dessen  Grundlinie  dem  Lmlani;  und  dessen  Hohe  dem 
Radins  des  Inkreises  gleich  ist. 
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Bei  einem  re^elmäfiigen  n-Rck  mit  der  Seite  a,  ist  der  Umfang  u  ^  na 
und  die  Formel  5)  ergibt 

Bei  einem  Dreieck  setzt  man  die  Summe  der  drei  Seiten  a-\-h'\-c  =  2s  und 
es  geht  dann  die  obige  Formel  in  ^ 

7)  F=SQ 

fiber.  Sie  gestattet  noch  eine  Ergänzung,  indem 
man  statt  des  Mittelpunktes  des  Inkreises  den  Mittel- 
punkt eines  der  Ankn^ise  mit  den  Kckpunkten  des 
Drriffks  verbindet  und  dieses  als  ali:f»brai*;rfu' 
Summe  der  inlialle  dreier  Dreiecke  darstellt,  von 
denen  eins  außerhalb  des  ursprfinglichen  liegt  und 
daher  von  der  Summe  der  beiden  andern  su  sub- 
trahieren ist  Diese  drei  Dreiecke  haben  wieder 
eine  Seite  des  ursprünjilichen  als  Gnindlini«'  und 
als  Höhe  den  Radius  eines  Ankreises.  Be/.eicluici 
man  die  Radien  der  Ankreise  der  Seiten  a,  fi,  c 
n^it  (?«»  Qht  Qrf  »0  erhält  man  hiernach  für  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  noch  die  drei  Formen 

oder 

8)      /• «  (X  _  tf) «     —  S)qs  =     —  Oe«-  • 

Diese  Ableitung  /.ei^t,  daU  man  bei  Vielecken 
die  Z»'rlej;unj»  in  Drincckf  aucii  durch  N'crbinflnnji 
von  auUt'rhalh  ilin-r  Mächen  lif^rndcn  l'Miikt<'n  mit 
den  Eck|)uiiki('n  bewirken  kann,  wenn  man  tiabei 
die  Inhalte  der  ganz  außerhalb  der  zu  messenden  Fläche  fallenden  Dreiecke 
subtrnktiv  nimmt. 

6.  lür  die  Hestiinmun^  der  FKicheninhalte  beliebiger  Polypou'*  ist  es  nicht 
immrr  n«)tii,',  sie  in  Dreiecke  zu  zerli'-ien:  kommen  neben  *?olchen  oder  aus- 
schlielilich  andre  Teilfijjuren  vor,  für  deren  Inbaltsberechnun};  im  vorstehenden 
Regeln  ermittelt  sind*  wie  s.  B.  Trapeze,  so  kann  man  ebenfalls  das  Vieleck  be- 
rechnen.  Dies  führt  auf  andre  Methoden  für  di(>  Inhaltsbestimmung  von  Vielecken. 

Mail  /.i«*iu'  finr  ixlii'l.i'^f  (Icradr  . //>'  (I'ijj.  ^iTa.  l») 
innerhalb  oder  auüfriialb  des  \  lelecks  und  falle  aul  dies»»' 
von  allen  Eckpunkten  die  Senkrechten.  Hierdurch  erhält 
man  eine  Anzahl  von  Trapezen»  von  denen  auch  einzelne 
{.4CDt  .  IJ'/' )  ^iicli  auf  Dreiecke  r<'duzi«'r<-n  können.  Die 
H(>heii  ADy  .\}\  U.S.W,  aller  dii^M-r  Teilfi^urin  Iis-^ptv 

sicli  im  iorlschreiten  auf  der  tieradeu  AB  messen,  die 
Grundlinien  und  die  parallelen  Seiten  \CD,  EF,  HG  u.  s.  w.) 
lassen  sich  sämtlich  als  Senkrechte  zu  dieser  Geraden 
messen,  und  das  Vieleck  ist  die  algebraische  Summe  der 
Teiltitruren. 

Mau  kann  ferner  nieiireri'  solelu'  (lerade,  wie  AB, 
nebeneinander  benutzen  und  die  zu  messende  Figur  mit 
einer  zweiten»  etwa  einem  Rechteck,  umgeben  (Fig.  8S). 

Fällt  man  von  deu  Eckpunkten  der  ersten  Senkn-cht»* 
l"ii,'ur.  so  kaim  man  jene   als  Diflercnz   der  Flache  <! 


Fig.  8?  Ii. 


Fig.  88. 


auf  StMteii   der  zweiten 
Kcchtecks    und  t-ini-r 
Anzahl  von  Trapezen,  oder  auch  raralleloj-rauunen  und  Dreiecken  berechiuu. 
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Dieses  Verfahren  empfiehlt  sich  in  der  Praxis«  wenn  das  Innere  der  zu  messenden 
Fläche  imzngänglicb  ist 

Die  verschirdcncn  Artfn.  doi  Fliulirninhalt  ciin-s  \"i«'lcrk>  /n  bc^timnuMi, 
lassen  sich  auch  z.u  einer  n ahe r u  n  l:  ^u  <•  i scn  Krmittelun^  der  Groüe  krumm- 
liniger od<»r  gemischtliniger  iiguren   venvcrteu.    Dieses  Verfahren  kommt 

darauf  hinaus,  daß  man  eine  krumme  Linie  näherungsA'eise 
durch  eine  gebrochene  ersetzen  darf,  deren  Keradhnige 
Tcili'  hinreichend  klein  sind,  um  ohne  rbersrlireitiiny  der 
für  die  praktische  Anw<Midung  im  kesuila!  erlaubten  i  ehler- 
grenzc  für  die  entsprechenden  Teile  der  krummen  Linie 
gesetzt  werden  zu  dürfen. 

Man  kann  also  beispielsweise  zur  angenäherten  Inhalts« 
bestimmiitiir  rin<  r  knirnmliniL'en  Fii^itr  (Pii:.  SU)  in  diese 
eine  geradlinige  zi'ichnen,  deren  Linilang  sich  dem  der 
gegebenen  möglichst  annähert,  die  außerhalb  der  gerad- 
linigen faUenden  Teile  der  krummlinigen  Figur  durch  ge- 
eignete Senkrechte  auf  die  nächste  gerade  Linie  in  so  kleine 
Stücke  zerlev'en.  daß  man  diese  ohne  merklichen  Fehler  als 
Trapeze  betrachten  darf,  und  schlieiiiich  die  Summe  der  lulialte  dieser  Trapeze 
zum  Inhalt  der  geradlinigen  Figur  addieren. 

Man  kann  entsprechend  die  Seiten  der  Vielecks 
so  ziehen,  daU  sie  die  zu  messende  Figur  einschlieüen, 
und  hat  dann  die  Summe  der  Trapeze  vou  dem  Inhalt 
des  Vielecks  zu  subtrahieren. 

Mau  wird  in  beidea  Fällen  die  Berechnung  da- 
durch vereinfachen  können,  dafi  man  die  auf  den  be- 
treffenden Vicleckseiten  zu  mess«'nden  Höhen  der 
einzelnen  Trapeze  gleich  groU  nimmt. 

Zieht  man  durch  die  Figur  eine  Gerade  (Fig.  90) 
und  sodann  ein  System  zu  dieser  senkrechter  Geraden, 
die  so  nahe  aneinanderliegen,  dafi  man  die  zwischen 
ihnen  liegenden  Flächenstreifen  als  Trapeze  ansehen 
darf,  so  hat  man  alle  diese  Trapeze  zu  berechnen  und 
ihre  Inhalte  zu  addieren.  Dabei  hat  mau  den  Vorteil, 
daß  in  jeder  senkrechten  Geraden  eine  Seite  gleich* 
zeitig  für  zwei  Trapeze  gemessen  wird,  und  daß  alle 
Höhen  auf  derselben  Geraden  nacheinander  abgetragen 
«sind.  Macht  man  auch  hier  diese  Hohen  .-//^  /*(", 
CD  u.  s.  w.  gleich  groü  und  sind  a,  d,  t",  ...  w  der  Reihe  nach  die  Senkr«'clitcn 
ß/^  Gilt  IK% . . .  MNt  während  h  jede  der  Höhen  AB%  BC  u.  s.  w.  ist,  so  hat  man 
den  Inhalt  der  Figur 


^  I  A  •  Citf  -I-  2*  -i-  2^  +  . . .  -I-  27<')  =  (ir  -t^  ^  r 


7f»)  A 


Beispiele: 

1.  Man  berechne  den  FliiclieiiinhaH  des  Siebenecks  AHCDEFG,  wenn  die 
(samtlich  innerhalb  des  \'it  h'cks  faltendem  rl-  tv  Kckpunkteii  aiit  die  (icrade  AE 
gefüllten  Senkrechten         --         CL\  =-  4,'»,  E/\      r)A,  GC^  s,2 

und  die  zugehörigen  Abschnitte  von  AE^         ^  5,1,  .'j.ü,  C^/^,  ~ 

^,£'«»4,(»,  JS/J  =3,1,  AG^  —  H,8  gemessen  sind.  —  Ks  ist: 

F=  \  \:>,\  ' :!..".  -i-  et,:.  ;       .     4-  ( v,  ^  i,o) .  c.n     i.n  .  4,u  4-     .  a.i 
+  1^.2  ;  .-1,4 j .       -,  ^.-j  .  a.s|     i^i»,.»  . 
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2.  Zu  einer  Seite  AB  eines  Vielecks  ABC . . .  A'  slu  durch  jedcu  der  übngea 
Eckpunkte,  mit  Ausnahme  von  die  Parallele  bis  zam  zweiten  Dnrchschnitt 
mit  dem  Umfang  des  Vielecks  gesoffen,  und  man  habe  die  Seite  AH  nebst  ihr(>n 
Parallelen,  wie  folgt,  gemessen:  AB  —  3,01  w,  CC\  7,'»'J  w,  — -  L',."»!  w, 
EE^  -  2,ö9  OT,  /i^i  -  1,24  HH^  =  3,S?s  w,  //,  _  2,o2  w,  A'A',  ///. 
G  sei  die  Spitze  eines  Dreiecks  GFF^,  Es  seieu  (erucr  aul  einer  zu  AJ>  senk- 
rechten Geraden  die  Abstände  der  einzelnen  Parallelen  von  dem  Schnittpunkt 
der  Senkrechten  und  der  Seite  Aß,  wie  (olpt,  bestimmt  worden:  CC\  0,22  //i, 
DD^  -  8,7Gw,  ER^  -  9,32  w,  /y-j  -  1  7.S4  ///,  -  13.44  w,  77,  =  10,12  w. 

AA'i  =  0^26  M,  CrCr,  =  16,00«.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  des  Vielecks. 
Resultat:  F—  84,23  m*, 

3*  I>arch  vier  Eckpunkte  B,  C,  F  eines  Vielecks  sind  gerade  Linien 
gelegt  worden,  so  daß  diese  ein  das  Vieleck  einschlieüendes  Rechteck  MNPQ 
begrenzen.  A  li<-u"-  auf  AfX,  B  auf  XJ\  C  auf  PQ.  F  auf  QM.  Von  Z>  und  G 
seien  auf  .1/^  die  innerhalb  de»  Recliiecks  lallenden  Senkrechten  DD^ ,  GG^ 
gefällt.  Man  berechne  den  F^heninhalt  des  Vielecks  ABCDFG  aus  folgenden 
gemessenen  Stücken:  AN  =  0,32  im,  NB  =  0»24  m,  BP^  8,12  PC=^  0,74  m, 
C(?  =  0,00  «,  -  0,1 2  w.   Z>/>,     0,22  «,  5,16  =  3,00  jw. 

<;<?^  =  0,08  «f.    Resultat:  /'^^  10,52  »i*. 


Der  pvi  h,i<m)rri5clie  Lehfsat«. 
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1.  Fällt  man  von  einem  Funkte  fiif  Srtikrorht«>  AA  (Fig.  91)  auf  eine 
Gerade  JAV,  so  nennt  raau  A'  die  Projektion  von  A  auf  ^^AV,  die  Senk- 
rechte AA  die  Projizierende  von  A»  Liegt 
A  auf  MN^  so  fällt  der  Punkt  A  mit  seiner 
Projektit)!!  zusammen.  Projiziert  man  einen 
zweifrii  l'uiikt  B  auf  JAV,  so  daÜ  man  seine 
Projektion  erhält,  so  ist  AB'  die  Projektion 
der  Strecke  AB  auf  MN,  Zieht  man  in 
einem  spitzwinkligen  Dreieck  eine  Höhe  oder 
in  einem  rechtwinkligen  die  Höhe  auf  der 
Hypotenuse,  so  sind  fiif  \hsrhnittp,  Hie  durch 
die  Höhe  auf  der  (iruiullinie  hervorgebracht 
werden,  die  Projektionen  der  beiden  anstoSen- 
d<-n  Seiten  auf  die  Grundlinie  und  diese  ist 
gleich  der  Summe  dieser  Proj«'kti(»nen. 

Ist  die  Strecke  paralN  l  zu  J/.V,  so  wird  das  Frape/.  ABB' A'  ein  Rniii- 
eck  und  es  ist  AB'  =  AB,  d.  h.  die  Projektion  der  Strecke  ist  gU-ich  der  Strecke. 
Ist  AB  nicht  parallel  zu  MN,  so  kann  man  durch  den  MN  zunächst  liegenden 
Endpunkt  jin  der  Figur,-/)  eine  Parallele  zu  J/A'  ziehen,  dir  BB'  in  (7  schneidet. 
Dann  lAt  AC  ^-  A' B'  ihm!  da  in  dem  rechtwinkliu'  n  Dreieck  .^Ci^die  li\ pnteniise .-//f 
grölier  ist  als  die  Kathete  AC,  also  auch  gröüer  als  AB',  so  ist  im  allgemeinen 
die  Projektion  einer  Strecke  kleiner  als  die  Strecke  selbst. 

Ist  auf  der  durch  MN  bestimmten  Geraden  eine  zweite  Strecke  /#,  By  AB 
gegeben,  so  ist  drren  Projektion  A'\B'x  gleich  der  Projektion  der  Streck«?  AB^ 
was  sich  ans  dir  Knft'jnifn?  drr  reelitwiiikligen  Dreiecke  AyC^I\  und  ACB  er- 
gibt. Gleiche  Strecken  <h*rselbeu  Geraden  geben  also  aui  eine  zweite  Gerade 
projiziert,  gleiche  Projektioni'u. 

2,  Es  sei  über  der  Ilx^ratenusp  AB  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ACB  (Fig.  92) 
das  Quadrat  .7 //A/?  und  über  d«*n  Kaihetcn  seien  di»-  (,)uadrat«'  BCGBwnA  CAIH 
konstruiert.  Man  falle  \on  C  ili'"  Scnkrt'cirte  CK  auf  AB  und  \ i  rl;ini:ere  sie 
über  A'  bis  zum  Sciiiiittpuiiki  L  mit  ED.    Hierdurch  wird  das  (Quadrat  über  der 
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Hypotenuse  in  die  zwei  Rechtecke  BKLE  und  KADL  zerlegt.    Zieht  man  nun 

CE  und  AF^  so  hat  das  Dreirc  k  BCE  dieselbe  Grundlinie  und,  da  die  Spitze  C 
in  der  Verlängerung  der  Parallelen  Kf.  lie^t,  Hiesclhe  Höhe  wie  das  Rechteck 

BKLE  und  isi  alsu  halb  so  {iroii  als  dieses. 
Ebenso  hat  das  Dreieck  BFA  mit  dem 
Quadrate  BFGC  die  (Grundlinie  HE  {H'mein- 
sam,  und  seine  Spitze  licji,  d  i  i!er  Winkel 
GCA  als  Summe  zweier  Kechien  ein  ge- 
streckter sein  muß,  in  der  Verlängerung  von 
GO,  es  ist  also  auch  das  Dreieck  BFA  halb 
so  groU  als  das  Quadrat  BFGC.  In  den 
beiden  Dreiecken  BCF  und  BFA  ist  aber 
BE  =  BA  ab  Seiten  desselben  (Quadrats, 
ebenso  BC^  BF  und  endlich  /  CBE  gleich 
^FBA,  da  jeder  aus  einem  rechten  und 
dem  Winkel  CBA  Ix  steht.  Dii'  bcid.  ii  Dri-i- 
ecke  stimmen  also  m  zwei  Seiten  und  dem 
eingeschlossenen  Wmkel  überein  und  sind 
daher  kongruent.  Hieraus  folgt,  daß  auch 
die  beiden  Figuren,  die  doppelt  so  ^roü  ahl 
eins  dieser  Dreiecke  sind,  gleich  >ein  müssen, 
oder  daii  das  Quadrat  BFGC  ^^lelch  dem  Rechleck  BKLE  ist.  —  Ganz  derselbe 
Beweis  läßt  sich  mittels  der  Hdfslinien  BI^  CD  und  der  Dreiecke  BAE  CAD 
fflr  das  Quadrat  CAfff  und  das  Rechteck  KADL  fähren.  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen: 

Ii  Das  Quadrat  nhrr  einer  Kathete  eines  rer  ht  w  i  n  k!  i  u  n  Drei- 
ecks ist  gleich  dem  Rechteck  aus  der  Hypotenuse  und  der  Projektion 
dieser  Kathete  auf  die  Hypotenuse. 

Wendet  man  diesen  Sata  auf  jede  der  beiden  Katheten  an,  so  ist  die  Summe 
der  beiden  Rechtecke  gleich  dem  Quadrat  Über  der  Hypotenuse  und  man  erhält 
den  py  t  ha  e o re  i srh en  Lehrsat/t 

2)  Das  Quadrat  über  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  über  den  beiden  Katheten. 

Dieser  Lehrsatz  ist  einer  d<'r  wichtigsten 
iler  M.iilienianJ;  tttid  daher  als  ma«:ist«T 
mailieseos  bezeichnet  worden.  Er  ist  nach 
l'vrHACK>KAs  aus  Saroos  (G.  Jahrb.  v,  Chr.)  be> 
nannt  und  der  obige  Beweis  ist  der  von  Euklid 
in  dem  ältesten  uns  bekannten  Lehrbuch  der 
Geometrie  { Kiemente)  gegebene. 

Aus  der  überaus  großen  Zald  von  Be- 
weisen» die  von  diesem  Lehrsatz  geliefert  wor» 
den  sind,  sei  noch  der  folgende  wegen  seint  r 
Ansdiaidichkeit  hier  angedeutet.  Ks  sei  üher 
der  Hypotenuse  AB  des  rechtwinkli^i-n  iJrei- 
ecks  ABC  (1  ig.  03)  das  Quadrat  ADEB  be- 
schrieben und  man  ziehe  durch  D  die  Parallele 
zu  CB^  dur«  h  /'■  die  Parallele  ZU  CA,  so  be- 
grenzen diese  beiden  l'arallehMi  mi»  den  \'er- 
lantierungeu  <ler  Katn«'ien  das  Rechteck  CEGHt  das  aus  dem  llypolenusen- 
quadrat  und  vier  rechtwinkligen  Dreiecken  besteht.  Diese  vier  Dreiecke  sind 
aber  kongrttent  und  daraus  ergibt  sich,  daß  CFGH  ein  Quadrat  ist.  Zieht  man 
noch  durch  ./  die  Parallele  Af  zu  CB  und  durch  B  die  Parallele  BK  zu  CA, 
die  sich  beide  in  l,  schneiden,  so  zerlegt  man  CEGJI  in  die  beiden  Rechtecke 
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ACiU.,  LKGI,  die  zusanuiim  ich  den  vier  rechtwinkligen  Dreiecken  sind, 
tmd  die  beiden  (.hi  idrate  fil.IH  und  AFKLy  deren  Seiten  gleich  den  Katheten  AC 
und  CB  sind.  Nimmt  man 
nun  von  dem  Quadrat  C'FGJl 
die  vier  rechtwinkligen  Drei- 
ecke wep,  so  bleibt  das  Hypo- 
tenusencjuadrat :  nimmt  man 
die  beiden  Rechtecke  weg, 
SO  bleibt  die  Summe  der 
Kathetenquadrate. 

Drni  Anfänijer  ist  zu 
empfehlen,  sieh  zwei  kon- 
gruente Quadrate  CI'GJI  aus 
Papier  herzustellen  und  an 
jt'(!em  die  Zerh'punjj  durch 
Zerschneiden  auszuführen. 

S.  Zieht  man  in  den»  rechtwinkligen  Dreieck  ACB[y\^.  94)  die  il()he  CC  und 
errichtet  über  ihr  das  Quadrat  C'CDE,  über  der  Kathete  AC  das  Katheteu- 
qnadrat  ACPGy  fiber  der  Hypotenuse  AB  als  Seite  das  Rechteck  ABHI^  dessen 
anstoßende  Seite  AI  =  AC*  gemacht  wird  und  veriängert  CC  bis  es  /ff  in  A' 
schneidet,  so  ist  nach  1)  - 

,U7Ü  -  AHlü 
und  nach  den»  pvlhagoreisrlien  Lehrsatz 

ACFG  =  CCDE  +  AC'KI  , 

Demnaclt  ist  auch 

CCDE  Ar  ACKl  ^  AB  HI 
und  wenn  man  beide  Seiten  der  (ileichuni^  um  das  Quadrat  AC'KI  \  erminderi 

CCDE  -  CßllK  . 

Hiermit  ist  drr  .Satz  l)ewiesen: 

3)  Das  Quadrat  über  der  Höhe  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Projektionen  der  Katheten  auf  die 
Hv  p  otfuuse. 

4.  Kine  X'erallgemeineninfj  des  pytha- 
goreischen Lehrsatzes  erhält  man  durch 
folgende  Betrachtung.  Es  gilt  zunächst 
der  Satz: 

Projiziert  man  jede  von  zwei  Srit.n 
eines  Dreiecks  auf  die  andre,  -jo  sind  die 
Rechtecke  aus  jeder  Seite  und  der  Pro- 
jektion der  andern  gleich  groB. 

Um  diesen  .Satz  zu  bitweisen,  sei  zuerst 
voraus|;esetzt,  dali   d<'r  di-n  S.  ir.  n  AB 

und  HC  (l'ig.  Uö)  eingeschlossene  Winkel 
ABC  8pit2  sei.  Sind  dann  BDEF,  BUIII 
die  Rechtecke,  so  ziehe  man  CY,  AF^  be- 
weise wi«'  in  Nr.  1  die  Konj^ruenz  der  Drei- 
eck'* .  //>'/'"  und  CBI,  sowie  dali  jed«'s  dieser 
Dreiecke  halb  so  grol»   als   eins   von  den 

Rechtecken  ist,  und  folgere  daraus  die  Richtigkeit  der  Behau|}tun<4.  Ist  der 
Winkel  BAC  ein  rechter,  so  wird  das  Rechteck  BGHI  zum  Quadrate  über  AB 
und  man  erhält  den  Satz  1)  als  bcsondern  Fall.  Ist  der  Winkrl  BAC  stumpf, 
so  wird  die  Projektion  BG  grüUer  als  die  Seite  AB  und  lallt  zum  Teil  aut  die 
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N'erlängorunq;  von  />'./:  rirr  Heweis  erleidet  ki  ine  \'erätiderunt:.  Ist  ferner  <ler 
eingeschlossene  Winkel  ABC  ein  rechter,  so  verschwinden  beide  Projektionen  und 
mit  ihnen  die  Rechtecke;  diese  sind  also  gleich  Null  und  der  Satz  behält  seine 

Gfiltigfceit.  Ist  endlich  der  eingeschlossene  Win- 
kel ABC  stumpf  (Fig.  9G),  so  fallen  die  beiden 
Projektionen  auf  die  \'erlän"ernngen  der  Sf'itrn 
C/i,  BA  und  die  Rechtecke  ßD£l\  BGIU  außer- 
halb der  Quadrate  dieser  Seiten:  der  Beweis  mit 
Hilfe  der  Geraden  AF<,  CI  and  der  Dreiecke 
ABF,  CIU  bleibt  derselbe  wie  vorher. 

Knii-si  riitert  man  silii  r  )r(!t  r  Seite  eines  Drei- 
ecks ein  (Quadrat  und  teilt  jedes  mittels  der 
Senkrechten  von  dem  gegenüberliegenden  Eck- 
punkt zu  der  Seite,  in  zwei  Rechtecke,  von 
denen  bei  einem  rechtwinkligen  Dreieck  zwei 
verschwiiuica .  hei  einem  stumpfwinkligen  zw«m 
auücrhall)  der  bctretfeiiden  Quadrate  fallen,  so 
erhält  man  durch  wiederholte  Anwendung  des  vorigen  Satzes  den  folgenden: 

4)  Das  Quadrat  über  einer  Seite  eines  Dreiecks  ist  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten,  vermindert  um  das 
<loppelte  Rechteck  aus  einer  dieser  .Seiten  und  fler  l'roi'fktion  der 
andern  auf  diese,  sofern  man  die  Flächen  von  aulierhalb  der  betrefTenden 
Quadrate  fallenden  Rechtecken  negativ  nimmt. 

Dieser  Satz  heifit  der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz.  Liegt  die 
Seite  einem  spitzen  Winkel  gegenüber,  so  ist  das  doppelte  Rechteck  von  der 
•Summe  der  beiden  (.)iiadrnfe  zu  subtrahieren:  \\v<^\  sie  einem  sitimpfen  Winkel 
gegenüber,  so  verwandelt  sich  diese  Subtraktion  ia  die  Addition  der  absohiten 
Werte  der  Flächen;  liegt  sie  einem  rechten  Winkel  gegenüber,  so  werden  diese 
gleich  Null,  und  man  erhält  den  pythagoreischen  Lehrsatz. 

Dieser  «'rgibt  sich  überhaupt  aus  dem  allgemein«'n,  wenn  irgend  ein  Winkel 
ein  rechter  ist,  jedoch  erhält  man  ihn,  wenn  die  erste  Seite  einem  der  spitzen 
Winkel  gegenüberliegt,  in  der  Form: 

Das  Quadrat  jeder  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  gleich  der 
Differenz  aus  dem  Quadrat  der  Hypotenuse  und  dem  Quadrat  der  andern  Kathete, 
welche  Form  sich  st'lbstverständlich  auch  unmittelbar  ableiten  l.U'it.  Der  all- 
gemeine pythagoreische  Lehr«at-r  zeigt  femer,  daß  der  besontlere  nur  lür  das  recht- 
winklige Dreieck  gilt,  oder  dali  auch  seine  Umkeluung  richtig  ist.  Man  kann 
auch  diese  in  die  beiden  Formen  fassen: 

Ist  das  Quadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  b(Mden  andern  Seiten,  so  ist  der  Winkel,  der  dieser  Seite  gegenüberliegt,  ein 
rechter: 

ist  das  Quadrat  einer  Seile  eines  Dreiecks  gleich  der  DitTereuz  der  Quadrate 
der  beiden  andern  Seiten,  so  ist  der  Winkel,  der  der  großem  dieser  beiden 

Seiten  ^rL:riiul)t  rli( '^t,  ein  rechter. 
.\llgemein  gilt  dir  l 'rnkehrnn<j: 

r>)  Je  nachdem  tias  Quadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  kleiner, 
ebenso  groß  oder  größer  ist  als  die  Summe  der  Quadrat»?  der  beiden 
andern  Seiten,  ist  der  der  ersten  gegenfiberliegcnde  Winkel  spitz, 
recht  oder  stumpf. 

D*>r  Beweis  ergibt  sich  indirekt  durch  den  allgemeinen  pythagoreischen 
Lehrsatz. 

5.  Eine  andre  Verallgemeinerung  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  ist  die 
folgende:  Konstruiert  man  über  zwei  Seiten  BC%  CA  eines  Dreiecks /tf^C( Fig.  97) 
nach  außen  die  beliebigen  Parallelogramme  BCGP^  CADßt  verlängert  DE^  fG 
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l)i.s  zii  ihrem  Schnittpunkt  //,  zielit  durch  H  und  den  Fxkpunkt  ('  die  Grrade, 
die  in  /  schneidet,  zieht  HK  bis'  zum  Schaittpunkt  K  mit  /■//,  uud  AL  bis 
zum  Schnittpunkt  L  mit  />//,  beide  paralU'l 

zn  Hf^  und  verbindet  endlich  A'  mit  Z,  so  JT 
ist  ÄA'  der  Strecke  AL  jjlcich  und  parallel, 
da  beide  HC  par.illel  und  als  ParalleU*  zwischen 
l'arallelen  dir-cr  eh'ich  sind.  Hieraus  folf^t, 
daß  ABKL  elienlalls  ein  Parallelogramm  ist, 
das  durch  ffl  in  zwei  Parallelogramme  BKMi 
inul  MLAf  z<'rfällt,  von  denen  das  erste  mit 
KBCH  <!ii  -<i  lbe  Grundlinie  KB  hat  und  zwischen 
deTisellx  n  Parallelpn  KB  und  III  lietrt.  Das 
Parallelogramm  KBtJi  hat  tpit  BtGI'  die- 
selbe Grundlinie  >9C  und  liegt  mit  ihm  zwischen 
denselben  Parallelen  BC  und  Klf.  Da  hier- 
nach BKMI  ^  KBC/I  und  KBCff  BCGF, 
so  ist  auch  BKMJ  /Wirf.  Aul  gleiche  Weise  kann  gezeigt  werden,  dafi 
MLAI  ^  LACH  ^  CAPE  ist.    Daher  muC  aiu  h 

I^K.MI  ^  MLAI     JKGF^CADE  , 

d.  h.  das  Parallelogramm  tdier  BA  tnufl  gleich  der  Summe  der  Parallelogramme 
über  deu  Seiten  BC  uud  CA  sein. 

Dieset  Satz  heißt  der  Lehrsatz  des  Pafpus. 

Ist  insbesondere  der  Winkel  SCA  ein  rechter,  und  sind  die  über  BC  und 

CA  konstruierten  Paralli  li Kjrammr  ()uadrare,  SO  wird  auch  das  Parallelogramm 
über  BA  ein  (Quadrat,  so  tlall  (i<  r  pvthagorische  Lehrsatz  als  besonderer  Fall 
des  Lehrsatzes  des  Paitls  erscheint. 


7 
V 


§  2ß.  Verwandlting  und  Teilung  geradlinifyer  Fipuren. 

1,  Kine  Figur  in  eine  andre  verwandeln,  heiUt  eine  aadr«'  l  i^ur  kon- 
struieren, die  der  gegebenen  gleich  ist,  aber  gewissen  weiteren  Bedingungen  ent- 
spricht. 

Der  Satz,  daß  Parallelogramme  über  derselben  Grimdlinie  und  zwischen  den- 
s<'Iben  ParaHelen  i^lrirh  sind,  dient  riai^n,  ein  Parallelogramm  in  ein  andres  zu 
venvandeln,  das  einen  gegebenen  Winkel  hat.  Ist 

insbesondere  der  an  die  Grundlinie  des  gegebenen  2|  E  0 

Parallelogramms  ABCD  (Fig.  98),  in  A  anzulegende       '~  ' 
gegebene  Winkel  ein  rechter,  so  hat  man  die 
Lösung  der  Aufgabe,  ein   1'arallelogramm  in  ein 
Rechteck  zu  venvandeln.    Die  in  A  uud  //  auf  ^ 
AB  errichteten  Senkrechten  geben  das  verlangte 
Rechteck  ABER  . 

Ein  Parallelogrntnm  ABCD  läßt  sich  in  ein  Parallelogramm  verwandeln,  das 
eine  gegebeiif  *>cite  hat-,  inch-m  man  mit  di«'ser  um  A  einen  Kreisbogen  beschreibt, 
seinen  Schnittpunkt  mit  der  Seite  DC  oder  deren  Verlängerung  mit  A  verbindet, 
und  diese  Verbindungslinie  mit  AB  zu  Seiten  des  gesuchten  Parallelogramms 
nimmt.  Diese  Konstruktion  setzt  jedoch  voraus,  dafl  der  Kreisbogen  die  der 
Gnindlinie  parallele  Gerade  schneidet  oder  berührt,  also  daß  die  gegelx-ne  Seite 
nicht  kleiner  sei  als  di--  Höhe,  oder,  da  man  jede  Seite  von  ABCD  zur  Grund- 
linie nehmen  kann,  niciu  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  IlOheu  des  gegebenen 
Parallelogramms.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  ist  zwar  die  vorstehende 
Konstruktion,  nicht  aber  die  Lösung  der  .\ufgabe  unmöglich.   Einfacher  ist  daher 
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ai)(Ir«>  Ltisiing,  die  in  allen  Fällen  ausführbar  ist,  und  sich  auf  foli;ondcn 

Li'lirsatz  stützt: 

Zieht  mau  in  eiiu'in  raralU'lo^rainm  ein»-  Diagonal«'  und  (iuicn 

einen  beliebigen  Punkt  auf  die- 
ser die  I'.u  i Helen  zu  den  Seiten 
des  Parailelo^rrariints.  sü  sind 
die  von  der  Diagonale  nicht 
durchschnittenen  Teilparallelo- 
ßramme  einander  gleich. 

Jede  Diaponale  eines  Farallelo- 
ijramtns  teilt  dieses  in  zwei  kan'jniente, 
also  auch  gieicUc  Dreiecke,  tul};licl) 
ist  (Fig.  90) 

t^ABD  =  .\BDC  , 

AGED  =  AEDI  . 

AI/ßE  =  ^BBF  , 

also  auch 

ABD  —  GDE  —  HBE  -  BDC—  EDI—  BEF,  d.  i.  AHEG  -  EFCl  , 

Man  erhidt  noch  zwei  Paar»-  L.'l<  irher  Harallelopranime,  wenn  man  zu  jedem 
der  vorigen  dieselbe  Fläche  HF.FH  ofler  GF.iD  hinztddjjt.  d.  h.  es  ist  auch 

ABFG  -  HBCJ  und  AUW  =  GFCD  . 

Die  Anwen<hin|^  dieses  Satzes  znr  X'envandhinK  '  incs  L;r|jfl)iMien  Parallelo- 
gramms, z.  IL  AHKG,  in  ein  anderes,  daÜ  eine  t'fiji'liene  Sein-  EF  hat,  l)e<larf 
keiner  wcileru  Erläuterung.  Bei  dieser  Lösung  hat  das  jjesuchtc  Parallelo}£rauun 
noch  die  gleichen  Winke)  wie  das  gegebene. 

Man  kann  nun  auch  ein  ^'e^'ehenes  ParallelogramiD  in  ein  andres  verwandelnt 
das  sowohl  einen  [^«  «jchcnen  Winkel  als  eine  uejjehc  nc  SfMtf  \vw.  I'nlwcder  \ er- 
wandle man  es  zunächst  in  ein  solches,  das  die  j^eyehene  Seit«'  hat.  und  dann 
dieses  unter  Beihehaltunjj  dieser  Seite  als  Grundlinie  in  ein  solclies,  das  noch 
den  gegebenen  Winkel  hat,  oder  man  verwandle  zuerst  das  I*arallelogramm  in 
ein  solches,  das  den  ),'e).'cl>«'nen  Winkel  besitzt  und  dies«'s  auf  die  eben  gezeigte 
Weise  in  ein  drittes,  das  ohne  Veränderung  der  Winkel  auch  die  gegebene 
Seite  hat« 

2«  Zu  jeder  der  vorstehenden  Aufgaben  gibt  es  eine  entsprechende  für 
Dreiecke.  Der  Satas,  daß  Dreiecke  über  derselben  Grundlinie  und  zwischen  den- 
selben ParalUden  gleich  sind,  liefert  unniitt»'lbar 
die  Losung  der  Aufgab«*,  ein  DrriiM  k  . //>t' ( I' it:. 
iu  ein  andres  ABD  zu  xerwandein,  das  einen  ge- 
gebenen Winkel  DBA  hat,  und  auch  insbesondere 
d<-r  Aufgabe,  ein  gegebenes  Dreieck  in  ein  Recht- 
winkliges zu  •v«*nvandeln.  Kbenso  erhalt  nian  ein 
Dreir«-k,  das  einem  gegebenen  AHC  (gleich  ist  und 
eine  gegebene  Seile  hat,  indem  man  mit  einem 
Radius  gleich  dieser  Seite  nm  B  den  Kreis  be- 
st hrribt,  durch  C  zu  .//>'  die  Parallele  zieht  und  den  Schnittpunkt  D  der  Parallele 
und  lies  Kreises  mit  ,/  inid  A  verbinrlei.  Ilierb«-i  ist  v orausznstMzen,  daü  die  i:e- 
geh»!ue  Seite  nicht  kleiner  als  die  kleinste  der  drei  Ibihen  deis  Dreiecks  ABC  sei. 
Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  kann  roan  ABC  zuerst  in  ein  Dreieck  ver- 
wandein, das  eine  Seite  von  solcher  Länge  hat,  daß  di<'  zu  dieser  Seite  als  Grund- 
linie gehörige  Höhe  nii  ht  größer  als  die  ge-^ebene  Seiti-  ist:  dieses  zweite  Dreieck 
kann  drinn  in  ein  drittes  venv.ui(ie|t  werden,  das  der  Aidi:af»e  entspricht.  Man 
kaiiii   lernet  ein   gegebenes  Dreieck  xv-.  ein   andres   \erwaudeln,   so  daU  beide 
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in  ciuera  Winkfl  übereinstimmen,  indem  man  das  gegebene  tlunh  zwei  Paral- 
lelen zu  einem  Paraltelogramm  ergänzt,  das  man  auf  die  vorher  ^ezei^'te  Weise 
in  ein  andres  mit  gleichen  Winkeln  verwandelt,  und  dieses  wieder  durch  eine 
Dia^'onale  halbiert.  I);ibei  hat  mnn  darauf  zu  sehen,  flaü  in  jodcr  der  Figuren 
der  vor'je^rhriebenc  Winicel  enihalini  ist.  Man  kann  endlich  amli  oin  Dreieck 
in  ein  andres  Dreieck  venvandeln,  das  suwoid  eme  gegebene  Seite,  als  einen 
gegebenen  Winkel  enthält,  indem  man  ähnlich  wie  in  der  entsprechenden  Auf- 
gabe für  das  Parallelogramm  die  beiden  Bt^dingungen  nacheinander  erffillL 

Um  ein  Parallelogramm  in  t  in  Drei- 
eck zn  verwandein,  hat  man  r  i)i  Dn  ierk 
von  gleicher  Höhe  aber  doppelter  Grund- 
linie oder  ein  solches  von  gleicher  Grund- 
linie aber  tloppeh  so  grolier  Höhe  zu 
zeirhncn.  l'iii  rin  Dn'irck  in  ein  Paralleld- 
gramm  zu  \enviindehi .  Tu  hme  man  ent- 
weder die  Hälfte  der  Gnuidiinie  des  Drei- 
ecks und  dieselbe  Höhe,  oder  die  Hälfte 
der  Höhe  und  dieselbe  Orundlinie.  Ebenso 
ist  die  Aufgabe  zu  losen,  ein  beliebiges 
Dreieck    in  ein  Rechteck  zu  verwandeln. 

Auf  die  X'envaudlung  eines  Dreiecks  läül  sich  auch  die  Aufgabe  zurück- 
führen: 

Ein  Vieleck  in  ein  andres  zu  verwandeln,  das  eine  Ecke  weniger 

hatt    also  ein  //-Kck  in  ein  in —  1  )-Kck. 

Schneidet  man  z.B.  von  dem  Fünfeck  ARCDE  (I'ig.  101)  durci»  die  J>ia- 
gonale  DD  das  Dreieck  if?Z?C'  ab,  zieht  durch  C  die  Parallele  zu  BD,  welche  die 
Verlängerung  von  AB  in  C|  schneidet  und  verbindet  C|  mit  Z>,  so  ist  das  ab- 


FI«.10L 


und  dadurch  das 
Ebenso  kann  das 


geschnittene  Dreieck   durch   das  ihm   gleiche  /iDC\  ersetzt 
ire<rebcne  Fünfei  k  in  *!a^  \"irr(  ( k  AC\Dß  verwandelt  worden. 
Dreieck  ADE  durch  das  gleiche  ADE^ 
ersetzt  und  damit  das  Fünfeck  in  das 
Dreieck  C^DE^  verwandelt  werden. 

Auf  diese  Weise  kann  ein  «-Eck 
in  ein  I>reieck  venvandelt  werden  und 
dieses  in  ein  Rechteck. 

S.  Die  Säue  1)  und  3)  in  §  25, 
geben  twei  Wege  zur  Lösung  der 
Aufgabe : 

Kin  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln. 

1.  Man  trage  die  kfirzere  Seite 
AD  des  Rechtecks  ABCD  (Fig.  102) 
auf  der  längern  AB  al),  so  daU 
AE  —  AD  wirr!.  i  rrl(  iite  in  E  auf  .//?  tVw  Si  nkref-hfe ,  beschreibe  über  Aß 
als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  verbinde  den  Scnnittpunkt  /'  des  Halbkreises 
und  der  Senkrechten  mit  A  und  konstruiere  über  AF  als  Seite  das  Quadrat, 
80  ist  dieses  das  verlangte.  Denn  verbindet  man  noch  F  mit  B,  so  ist  der 
Winkel  AE/i  als  Peripherir\\  inkd  In  cim-m  Halbkreis  ein  rechter,  also  das  Drei- 
eck AEß  re<  litwinkü^'  inul  das  Quadrat  über  df  r  Kathete  AE  ist  gleich  dem 
Rechteck  aus  der  Hvpotenuse  Ali  und  der  Projektion  AE  ^  AD  der  Kathete 
auf  die  Hypotenuse. 

2.  Man  verlängert  eine  Seite  AS  des  gegebenen  Rechtecks  (Fig.  103)  um 
die  anstoliende,  so  daß  EE  ^  BC  \\\r(\:  schlägt  ül)er  AE  als  Durchmesser  den 
Halbkreis,  der  die  Veriäncr^  rnnL'  von  FC  in  E  schneidet.     Dann  ist  das  Quadrat 
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über  BF  das  gesachte.    Denn  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AFB  ist  das 

Quadrat   über  der  Höhe  BF  gleich 


Flg.  108. 


dem  Rechteck  aus  den  I*rojektjonen  AB 
und  BE  ^  BC  der  Katheten  auf  die 
Hypotenuse. 

Da  man  nun  ein  Vieleck  in  ein 

Rechteck  und  dieses  in  ein  Quadrat 
venv'nnrieln  kann,  so  ist  damit  die 
Autgabe  gelöst,  ein  beliebiges 
Vieleck  in  ein  Quadrat  zu  ver- 
wandeln. 

Da  hiermit  jedes  \'i<  Irrk  auf  die 
Fifrtir  7,nriick$je{nhrt   ist,   drren  Inhalt 


sich  am  leichtesten  bestimiueu  läßt,  so  kann  man  sagen  mit  dieser  Aufgabe  sei 
die  Inhaltsbestimmung  geradliniger  Figuren  durch  Konstruktion  gelöst.  Man  be- 
zeichnet daher  die  Verwandloag  einer  Figur  in  ein  Quadrat,  als  die  Quadratur 
der  Figur. 

4.  nif»  Zahl  (irr  \'<  r\v,iiidliiiiLrs;iufL,'alien  geradünirrcr  Fi>^iir<'ii  läßt  sich  durch 
Aufstellung  verschiedener  Bedingungen,  welche  die  zu  suchende  Figur  erfüllen 
soll,  erheblich  vermehren. 

Wir  fügen  noch  einige  solcher  Aulgaben  hinzu,  die  in  den  Anwendungen 
häufig  gpUraiiciit  \v(»rdf»n. 

Dif  Iruhcr  i^dostc  Aut\;ahr,  ein  Dreieck  in  ein  andres  zu  verw'andeln,  das 
mit  ihm  einen  ghMcheu  Winkel  uiul  auÜerdem  eine  gegebene  Seite  hat,  kann 
auch  in  folg<;nder  Weise  gelöst  werden: 

Man   trage   auf   einem  der  Schenkel  des  bi  tn'fTt  ndrn  Winkels  B  des  ge- 
gebenen Dreiecks  ABC  ^'vg^^  D>  t)  die   Strecke  BD  gleich  der  verlangten  Seite 
^  ab,  zieiie  DL\  dann  AE  parallel  zu  DC  und  ver- 

binde den  Scluiiupuakt  E  dieser  Parallelen  und  der 
Seite  BC  mit  Z>;  dann  ist  BED  das  verlangte 
Dreieck.  Diese  Auflösung  beruht  darauf,  daß  der 
Flächeninhalt  einer  I"ii:nr,  hier  des  Dreiecks  BCA, 
nicht  geändert  wird,  wenn  man  ihr  ein  Drei- 

eck CEA  abschneidet  und  dafür  ein  gleiches  Drei- 
eck BAD  ansetzt    Diese  Auflösung  der  Aufgabe 
^    gilt  sowohl,  wenn  die  gegebene  Seite  BD  länger 
^  als  die  ist,  auf  der  si<*  ah-^-etraeen  wrirde.  als  wenn 

Fif.l<M.  gj^.^  ^^.j^.  ßp  yjjj  j^^^^  kürzer  als  <liese  ist. 

Ks  zeigt  die  vorstehende  Aufgabe  auch,  wie  man  ein  gegebenes  Dreieck 
in  ein  andres  verwandeln  kann,  das  mit  ihm  einen  Winkel  gemeinschaftlich 

und  außerdem  eine  gegebene  Höh«*  hat.   In  diesem 
D  I'aili-  li'  stimmt  man  /iniäc!i<>f  mitrel«    dfe<5er  Höhe 

(iurcli  «'ine  Parallele  zur  Grundlinie  BA  den  Punkt  A 
auf  BC  oder  deren  Verlängerung. 

Man  kann  hiernach  femer  jedes  Dreieck  in 
ein  andres  verwandeln,  dessen  Grundlinie  mit  einer 
bestimmten  Seite  des  ersten  in  derselben  Oeraden, 
und  dessen  Spitze  ein  gegebener  Punkt  ist-  Es 
sei  AB  die  betreffende  Seite  des  gegebenen  Drei- 
ecks ABC  (Fig.  105)t  D  die  SpiUe  des  gesuchten; 
dann  kann  man  zuerst  mittels  der  durch  C  zu  BA 
i-elegten  Parallelen,  welche  die  \'erbindungslinie  BD 
oder  deren  Verlängerung  in  schneidet,  ABC  in  das  Dreieck  ABE  verwandeln, 
in  dessen  Seite  BE  oder  deren  Verlängerung  der  Punkt  D  liegt.    Auf  dieses 
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wendet  man  die  obige  Konstruktion  an  und  ven\-andelt  es  mittels  DA  und  der 
so  (UeseT  |>arallelen  EF  in  das  verlangte  Dreieck  BDF. 

Andre  Anfgaben  finden  ihre  Aoflösungeii  durch  Anwendung  des  pjrtha- 
gorci<;rh(  n  Lehrsatzes.    Unmittelbar  cnnleuchtend  sind  die  Lösungen  der  beiden 

Aufgaben: 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  das  gleich  der  Summe  zweier  gegebenen  Quadrate 
ist,  und 

ein  Quadrat  xu  zeichnen,  das  gleich  der  Differenz  zweier  gegebenen  Qua- 
drate ist. 

Durih  wiederholte  Anwendung  der  ersten  Auftreibt:  tjelaiiijt  man  zur  Kon- 
struktion eines  Quadrates,  das  gleich  der  Summe  von  drei  oder  mehreren  ge- 
gebenen Quadraten  ist,  und  wendet  man  auch  die  zweite  für  die  subtiaktiven 
Glieder  an,  SO  kann  auch  eine  algebraische  Summe  gegebener  Quadrate  in  ein 
Quadrat  verwandelt  werden. 

Sind  die  (,)nadrate,  deren  Summe  verlangt  ist,  gleich,  so  erhält  man  die 
Auitüsung  der  folgenden  Aufgaben: 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  das  doppelt  so  groB  als  ein  gegebenes  Quadrat 
ist   Man  findet,  dafi  die  Diagonale  dea  gegebenen  gleich  der  Seite  des  ge- 

iUCfaten  ist. 

Em  Quadrat  zu  zeichnen,  das  dreimal,  oder  fünfmal  so  groÜ  aU  ein  gegebenes 
Quadrat  oder  allgemein  ein  Vielfaches  von  diesem  ist. 

Hierbei  beachte  man,  daß  ein  Quadrat,  das  4,  9,  .  .  .  i»*mal  so  groft  als 
ein  gegebenes  ist,  dadurch  gefunden  wird,  daI5  man  seine  Seite  2,  3,  .  .  .  «mal 
so  ^rnlj  als  die  des  gegebenen  mncht.  Man  wird  daher  auch,  um  z.  R.  ein 
Quadrat  zu  zeichnen,  das  17  mal  so  groli  ist  als  ein  andre.s,  zunächst  ein  solches 
konstruieren,  das  eine  viermal  so  lange  Seite  hat  als  das  gegebene  und  dann 
ein  solches,  das  gleich  der  Summe  dieses  konstruierten  und  des  gegebenen  ist 
Soll  das  iresuc  hte  femer  beispielsweise  26  mal  SO  groß  sein  als  das  gegebene, 
so  zeigt  du-  C,\f\c\\n\vr  20  2.'  1  den  kürzesten  Weg:  für  ein  19  mal  so 
groües  kann  man  sich  der  Gleichungen  19=  16-j-3  =  25  —  6«=lG-}-4 —  1 
u.  dgl.  m.  bedienen. 

Durch  Umkehrung  ergibt  sich  ferner  die  Konstruktion  eines  Quadrats,  das 
einem  beftimmten  Teile  des  gegebenen  gleich  ist  So  erhält  man  ein  Quadrat, 
das  halb  so  groü  («^t  als  ein  gegebenes,  indem  man  seine  Seite  als  Diagonale 
des  gesuchten  nimmL  Die  einfachste  Auflösung  der  Aufgabe,  ein  Quadrat  zu 
zeichnen,  das  gleich  dem  ««ten  Teile  eines  gegebenen  ist,  erhält  man  dadurch, 
dafi  man  ein  Rechteck,  dessen  eine  Seite  gleich  der  Seite  des  gegebenen  Quadrats, 
und  dessen  andr.   Seite  gleich  einem  /i-ten  Teile  ist  in  ein  Quadrat  verwandelt. 

Die  Umkehrung  der  .\ufgabe,  ein  Rrchferk  in  ein  Quadrat  zu  venvandt-hi. 
wurde  sein:  ein  Quadrat  in  ein  Rechteck,  von  dem  eine  Seite  gegeben  ist,  zu 
venrandeln.  Die  in  Nr.  3  gegebenen  Auflösungen  1  und  2  der  ersten  Aufgabe 
geben  auch  die  Lösung  ihrer  Umkehmng  und  zwar  die  erste  in  zwei  Arten, 
je  nachdem  die  gegebene  Rechteckseite  größer  oder  kleiner  als  die  Qoadrat- 
seite  ist. 

5.  Die  Teilungsaufgaben  für  Vielecke  verlangen,  daU  durch  Gerade,  für 
die  besondere  Bedingungen  gi-stellt  sein  können,  Figuren  abgeschnitten  werden 
sollen,  deren  Inhalte  in  gegebenen  Veriiältnissen  stehen.    Bei  dem  einfachsten 

Verhältnis  der  Teile,  das  der  GhMchheit,  hat  man  die  Aufgabe,  die  gegebene 
figur  in  eine  [:''.r'"h''ne  .\nzahl  i.'l'^irher  Teile  zu  teilen. 

Kin  l>reiet  k  laüt  sich  am  eintarhsten  in  gleiche  Teile  teilen  durcli  Gerade, 
die  von  einem  Eckpunkt  ausgehen.  Man  hat  dann  nur  nötig,  die  gegenüber- 
liegende  Seite  in  die  v<>rlangte  Anzahl  gleicher  Teile  zu  teilen  (Aufgabe  (5  in 
§  2n  Nr.  2),  und  die  Teilpunkte  mit  rirni  Krkituiikt  zu  verbinden:  denn  dir  Teile 
sind  dann  Dreiecke  mit  gleichen  Grundlinien  und  derselben  Höhe.    Auch  wenn 
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die  Teil«'  des  gp^ebenen  Dreiecks  nicht  j^leich  {jroß  sein,  sondern  in  einem 
andern  Verhältnis  zueinander  stehen  sollen,  ist  eine  Seite  in  diesem  \'i  rh;iltnis 

zu  teilen  (§  22  Nr.  ;i)  und  die  reiipunkte 
C  mit  dem  gefrenfiberlie^enden  Eckpunkt  sn 

verbinden.  Die  Richtigkeit  dieser  Kon- 
struktion folpt  daraus,  daU  Dreiecke  mit 
derselben  Höhe  sich  wie  ihre  Grundlinien 
verhalten. 

Soll  ein  Dreieck  dnrch  Gerade  ge- 
teilt werden,  die  nicht  von  einem  £ck- 

j  EP  punkt  ausgehen,  so  kann  man  zuerst  tli«« 

Teilung  in  dem  verlangten  Verhältnis  durch 
Gerade  der  ersten  Art  vornehmen  und  dann 
die  Teile  in  andre  verwandeln,  die  den  pregebenen  Bedin^nnf^n  ifenögen. 

ist  /..  B.  auf  einer  Seite  AB  d«'s  Dreiecks  ABC  (Fiy.  106)  ein  Punkt  P  j^e^eben, 
durch  dt  n  die  Teilunir^'l'iiien  eehen  «ollen,  und  teilt  man  das  Dreieck  zunächt 
durch  die  vom  gegenüberliegenden  Eckpunkt  C  ausgehenden  Geraden  CX>,  CE 
in  Teile,  die  in  dem  verlangten  Verhältnis  stehen,  m>  hat  man  noch  C  mit  P 

zu  verbinden,  durch  f.  und  D  die  Parallelen 
zu  CP  zu  zi«  lii'ii.  die  BC  in  F  iiud  G  schnei- 
den und  PF  und  PG  als  die  verlangten  fei- 
lungslinien  zu  ziehen.  )L&  ist  nämlich  das 
Viereck  APFC  gleich  AEC,  da  beide  das 
Stück  ACP  gemeinsam  haben  und  die  Drei- 
ecke CFP  und  CEP  .inf  ders<'lben  Crund- 
linie  CP  stehen  und  zwischen  denselben 
Parallelen  CP  und  EP  liegen.  In  gleicher 
Weise  läßt  sich  seigen,  dafi  das  Viereck  ACGP 
gleich  dem  Dreiertcr  ACD^  also  auch  der 
Teil  FPG  yleich  CüE  sein  mitÜ  ii.  s.  w. 
Man  kann  lerner  zunächst  das  gegebene  Dreu'ck  in  ein  andres  ver^^•andelu, 
das  die  bequemere  Teilung  ■  von  einem  Eckpunkte  aus  zuläßt  Soll  z.  B.  das 
Dreieck  ABC  (Fiu.  luT)  durch  (Jerade,  die  von  einem  auf  AB  gegebenen  Punkt  P 
ausgehen,  in  dr<  i  l;I<  ich'-  T<  ili"  jt  tf  ih  werden,  <o  kann  man  7uerst  ABC  mittt^ls 
CP  und  der  zu  ihr  parallelen  AD  in  das  Dreic*ck  BPD  venvandeln,  dann  BD 

durch  /;  und  /•'  in  drei  gleiche  Teile  teilen 
und  schliettUch  PE  und  PF  ah  die  verlangten 
Teilungslinien  ziehen. 

Hei  dieser  Konsfniktion  kann  es  vor- 
kommen, daU  eine  der  Tedungslinien,  z.  B.  /*/', 
teilweise  anflerhalb  des  zu  teilenden  Drei« 
ecks  ABC  fällt.  Ehinn  muß  sie  dnrch  eine 
andr«'  /lV(Fif:.  10'^)  ersetzt  werden,  so  daü  die 
Fläch. M,  BFP  und  BCXP  h  sind  und  PX 
inneriiaib  ABC  liegt.  Man  sieht,  dali  diese 
Linie  mittels  der  Geraden  CP  und  der  zu  ihr 
parallelen  /X,  die  CA  in  A'  schneidet,  be- 
stimmt 'l^  I  rdrn  kaiiM.  wie  wieder  aus  der  Gleicli- 
heit  der  l>reiecke  CFJ'  und  CXP  hervor^ieljt. 
6.  Die  'Feilung  eines  Parallelogramms  geschieht  am  einfachsten  durch 
Gerade,  die  einer  Seite  parallel  sind  und  eine  anliegende  Seite  in  demselben 
Verhältnis  teih  n.  in  iWm  das  Parallelogramm  geteilt  werden  soll.  Die  Teile 
sind  tiann  wieder  Parallelogramme  und  müssen  sich  also  bei  gleichen  H&hen 
zueinander  verhalten  wie  ihre  Grundlinien. 
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F.inc  solclif  Teilunnslinie  l  im  s  Parall.-logramm't  AHCD  {Tvi.  109)  kann 
durch  jede  (jerade  A'}'  ersetzt  \verd«  n,  die  zwischen  denselben  parallelen  Seiten 
AB,  DC  und  durch  den  Schnittpunkt  von  EF  mit  der  durch  die  Halbierongs- 
punkte  M  der  beiden  andern  Seiten  gehenden  Mittellinie  GH  des  Parallelo- 
gramms Rezopen  werdi  n  kann,  denn  das  von 
AEFD  abpeschnittene  Dreieck  XF.I  ist  dem 
angesetzten  lYF  kongruent.  Man  kann  daher, 
wenn  für  die  Teilongalinien  eines  Parallelogramnia 
besondere  Bedingungen  gestellt  sind,  s.  B»  daß 
sie  zu  DC  und  AB  senkrecht  stehen,  oder  daß 
sie  durch  einen  auf  AB  petrebenen  Punkt  X 
gehen  soileo  u.  dgl.  m^  unmittelbar  die  Mittel- 
linie GH  in  dem  gegebenen  Verhältnis  teilen'  ^ 
da  Gl  ^  DF  sein  muU  und  durch  die  Teil- 
piiiikti'  (Iii'  reilimusliiiicn  zifluTi.  Hierbei  ist 
wieder  vorauszusetzen,  daiä  ki  inr  der  so  pefundenen  ( ««  radcii  t^-ihveise  auüer- 
halb  des  gegebenen  Parallelogramms  falle;  ist  diese  lorUeruag  nicht  erfüllt,  so 
ist  noch  die  betreffende  Verwandlongsaafgabe  behufs  Ersatz  dieser  Teilangslinie 
durch  eine  passende  zu  lösen. 

Dir  Tcihin?  eines  Parallelogramms  ist  ein  besonderer  Fall  der  Teilung 
eines  Trapezes.  Zieht  man  dessen  Mittelparalicie,  tetU  diese  in  einem  gegebenen 
Verbiltnis  und  »eht  durch  die  Teilpnnkte  beliebige  t  einander  nicht  inne^alb 
des  Trapezes  schneidende  Gerade  zwischen  den  parallelen  Seiten,  so  teilen  diese 
Geraden  das  Trapez  in  kleinere  Trapeze,  die  bei  der  Gleichheit  ihrer  Höhen 
sich  zueinander  verhalten  müssen,  wie  ihre  Mittrlparallelen,  d.  h.  wie  die  Teile 
der  Mittelparallele  des  ganzen  Trapezes.  Hieraus  ergeben  sich  ohne  weiteres  diu 
Losungen  ifir  die  einfacheren  Tetlnngsanfgaben  des  Trapezes. 

Verlängert  man  die  nicht  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  bis  zu  ihrem 
Schnittpunkt,  so  erscheint  das  l'rapez  als  Differenz  zweier  Dreiecke.  Durch 
peeii^'nete  Teilung  dieser  Dreiecke  pe- 
laiigi  luun  zu  einem  andern  Verfahren 
der  Teilung  des  Trapezes. 

Um  ein  Vieleck  in  einer  bestimm- 
ten Weise  zu  teilen,  zerl»*ge  man  es  auf 
geeignete  Weise  in  Figtiren,  deren  Tei- 
lung im  vorigen  gelehrt  ist,  s.  B.  durch 
Diagonalen  in  Dreiecke.  Soll  z.  B.  das 
Fünfeck  ABCDE  (Ty^.  110)  durch  eine 
von  dem  Eckpunkt  .4  ausgehende  (Ge- 
rade halbiert  werden,  so  kann  man  die 
Diagonale  EB  und  durch  D  zu  EB  die 
Parallele  DF  ztrhen,  also  das  Fiiiifrck 
in  die  Dn  iiH  kc  ABE,  DCF  und  das 
Trapez  EBFD  zcrlep<'n.  Halbiert  man 
nun  EB  in  G  und  DF  in  H  und  zieht 
die  gebrochene  Linie  AGHC^  so  wird  ^ 

durch  dirsr  das  Fünfeck  halbiert:  denn  es  ist  i\  AF.G  —  AGB,  DHC  ^ 
J/FC  und  das  Trapez  EGJ/D  pleich  GPFff,  da  beide  pleirhe  Höhm  und 
infolge  der  Gleichheit  der  parallelen  Seiten  auch  gleiche  Mittelparallelen  haben. 
Da  aber  die  Teilangslinie  eine  Gerade  sein  soll,  so  kann  man  die  Figur  AGHCDE 
in  eine  solche  verwandeln,  die  zwei  Seiten  weniper,  n.imlich  statt  der  drei  Seiten 
AG,  GH,  HC  nnr  eine  hat.  Dazu  kann  man  CL\  d  um  //A' parallel  zu  6^6' ziehen 
und  A'  mit  G  verbinden,  dann  AX  und  zu  ihr  parallel  G\\  sowie  endlich  AY 
als  verlaugte  Teilungslinie  ziehen. 
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Vierter  Abschnitt. 
Die  ÄhtUichkeit  geradliniger  Figuren. 

§  27.   Die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke. 

1,  Zieht  män  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  zwei  beliebige  Parallele, 
so  entstehen  zwei  Dreieck*-  .-iPC  und  A'B'C  (Fij;.  III).   Dies«'  Dreiecke  stiinmen 

in  den  Winkeln  übercin,  denn  sie  haben  den  Winkel  C  ge- 
meinschaftlich, und  die  Winkel  CßA  und  CB'A\  sowie 
BAC  und  jy^Ct  sind  korreqyondieTende  Winkel  an  Paral- 
lelen.   Aus  §  23  ist  femer  bekannt  daß ' 

CjfiCA^CB'iCß^jfS'iAB  , 

daß  also  je  zwei  entsprechende  Seiten  dieser  beiden 

Dreiecke,  d.  h.  solche,  die  gleichen  Winkeln  gegenüber» 
liegen,  in  demselben  Verhältnis  stehen  oder  proportio- 
nal sind. 

Durch  W'ftauschung  der  Mitielglieder  der  i'roportionen 
erhält  man 


F(g.  III. 


oder  die  fortlaufende  Proportion: 

AB  :  BC  '.CA^  AFB*'.  B'CxCA  . 

£s  ist  also  auch  das  V'erlialtins  zweier  Seiten  des  einen  Dreiecks  gleich 
dem  Verhältnis  der  entsprechenden  Seiten  des  andern. 

Da  eins  dieser  Dreiecke  als  ein  in  verkleinertem  (verjüngtem)  oder  ver- 
[TÖRertem  Maßstab  irezeichnof ns  V>\\<\  des  andern  bftriirhtet  werden  kann,  so 
haben  beide  Dreiecke  gleiche  Gestalt  und  mau  nennt  sie  ähnlich.  Es  ist  also 
Jlx  ABC  ~  A  AB'C ;  wobei  man  voraussetzt,  daß  A  und  A' ^  B  und  B\  ent- 
sprechende Punkte  sind.  £s  ist  nicht  notwendig«  daß  zwei  ähnliche  Dreiecke 
auch  die  Lage  zueinander  haben,  daß  ein  Winkel  beiden  gemeinschaftlich  ist,  aber 
man  kann  sie  stets  in  diese  gegenseitige  Lage  bringen.    Es  folgt  daher  allgemein: 

\)  Wenn  zwei  Dreiecke  in  den  Winkeln  übereinstimmen,  so 
sind  sie  ähnlich  und  die  entsprechenden  Seiten  sind  proportional.  Da  der 
dritte  Winkel  eines  Dreiecks  durch  die  beiden  andern  bestimmt  ist,  so  genügt 
es,  die  Übereinstimmung  der  Un  iccke  in  /.wi  i  Winkeln  nachzuweisen. 

Man  kann  den  Satz  1)  auch  aussprechen: 

Die  Gestalt  eines  Dreiecks  ist  durch  die  Winkel  bestimmt. 
Hieraus  ei^eben  sich  als  besondere  Fälle: 

Gleichseili),'e  Dreiecke  sind  ähnlich, 

Kechtn'tnklige  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  in  einem  spitzen  Witikel 

übereinstimmen.  Die  Gestalt  eines  rechtwmk- 
ligen  Dreiecks  ist  also  durch  einen  spitzen 
Winkel  bestimmt 

Da  Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  gleich 
sind  (S;  K  Nr.  2,  ^n.  \\vm\  beide  spitz,  oder 
beide  stumpf  sind,  so  sind  zwei  Dreiecke  ahn- 
lich, wenn  ihre  Seiten  paarweise  im  gleichen 
oder  ent<^eycnt;esetzten  Sinne  parallel  laufen. 

Zwei  gleichartitre  Winkel  (bei<le  spitz  oder 
beide  stumpf)  sind  gleich,  wenn  ihre  Schenkel 
aufeinander    senkrecht    stehen.     Denn  sind 
(Fig.  112)  die  Schenkel  der  spitzen  Winkel 
AOB  und  /if'^^' aufeinander  senkrecht,  so  haben  die  Winkel  dasselbe  Komplement, 


rx ^ 

0 


D' 
Fig.  112. 
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sie  sitid  tKo  rinaiuirr  ^U^rh,  wie  auch  ihre  stiimplcn  Nchcnwiukfl.  Daher  folgt 
auch,  cialj  zwn  I>ffit*cke  ähnlich  sind,  wenn  ihre  Seiten  paameis  auleinander 
senkrecht  stehen. 

2.  Der  Satz,  daü  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  zweier  Dreiecke  ihre 
Ähnlichkeit  und  damit  die  Proportionalität  der  entsprechenden  Seiten  folgt,  ge- 
stattet mehrere  ümkehrungen,  die  an  sich  interessant,  wenn  sie  auch  selten  an- 
gewandt werden.  Zunächst  sieht  man»  daß  wenn  in  zwei  Dreiecken  ABC  und 
Atß'C  (Fig:.  113),  Z  C  »  Z  C  ist,  sie  sich  so  aufeinander  legen  lassen»  dafl  sich 
die  Schenkel  I      -  Win- 

C  C' 

kel  decken.  Sind  Hann 
noch  die  Verhältnisse 
der  einschließenden  Sei- 
ten gleichp  ist  also 

und  legt  man  die  ent- 
sprechenden Seiten  auf- 
einander, so  daß  /fC" 
.rc,     Cß'  CB" 


Flg.  in. 


wird,  so  nuiü  nacii  §  22  Nr.  3,  4)  A" B"  parallel  zu  AB  sein.  Daher  ist  A'B"C 
^  A  ABC  und  da  A  /Tff'C  2«  A  AtBTC  ist,  so  muB  auch  A  AB^C  ~  A  ABC 
sein.  Zwei  Dreiecke  sind  also  ähnlich,  wenn  sie  in  einem  Winkd  und  dem  Ver- 
hältnis der  Ptnschlielienden  Seiten  fi]>r  reinstirnmen. 

Sind  in  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  AB'C  die  Winkel  C  luid  C*  und 
die  Verhältnisse  zweier  nicht  einschlicüender  Seiten  gleich,  etwa 

AB' :  B'C  -  AB  :  BC  , 

so  kann  man  B"C  =  B'C  raachen  und  durch  B"  die  Parallele  B"A'  zu  BA 
eieheut  so  daß 

A'B^ :  B^C  =  ABiBC 

wird.    Dann  mu0  aber  auch 

A'B^iB'C  =  ABiBC 

sein,  also  AB*  =  ATB".  Die  Dreiecke  AB'C  und  A'B"C  wären  daher  kon- 
gruent, wenn  AB'  >  B'C  und  AB  >  BC  wäre.  In  diesem  Falle  würde  A'B"C 
also  auch  das  ihm  Unnurtiente  A'P'C  df*m  Dreieck  ^'^/?C  ähnlich  sein.  Dreiecke  sind 
also  ahnlich,  wenn  sie  in  einem  Winkel  und  dem  Verhältnis  zweier  diesen  Wmkel 
nicht  einschließenden  Seiten  übereinstimmen,  vorausgesetzt,  daß  in  jedem  Dreieck 
der  gleiche  Winkel  der  gröfiero  dieser  beiden  .Seiten  gegenüberliegt. 

Setzt  man  endlich  voraus.  daU  die  Seiten  des  Dreiecks  AB'C  denen  des 
Dreiecks  ABC  proportional  sind,  so  dati 

AB' :  B'C :  CA  -  AB  :  BC :  CA 

ist,  so  kann  man  wiedi  r  B"C  —  B'C  machen  und  durch  B"  die  Parallele 
B"A'  zu  AB  ziehen.   Danr»  ist  A  A'B"C^  ^  ABC  also 


A'B" :  B"C :  CA'  ^  AB  ;  BCi  CA 


oder 


AT^:  B'C'.  CA*  ^ABiBCiCA  , 

woraus  folgt,  daß  A*B^  =  AB' ,  CA*  =  CA  sein  muß.  Dann  ist  aber  £i  A'B'C 
^.  A  AB'C  und  mithb  A  AB'C  ~  A  ABC.    Es  ergibt  sich  also,  daß  zwei 

Dreiecke  ähnlich  sind,  \\  i  nn  ihre  Seiten  j)roportional  sind. 

3.  Schon  aiiH  dem  Hegritfe  f'er  Ähnlichkeit  al>  f'deichheit  der  Gestalt  fült;t, 
läUt  sich  aber  auch  in  jedem  einzehien  Falle  beweisen,  daii  in  zwei  ähidicheu 
Dreiecken  nicht  nur  das  Verhältnis  zweier  entsprechender  Seiten  konstant  ist. 


bigiiized  by  Google 


2d6  Planimetrie.  §  S8 

sondern  daU  auch  zwei  in  den  hf*iden  Dreieckfii  <'nts])rt'(hcnd  konstrniprtp  Strecken 
dieses  Verhältnis  haben.  Wie  zwei  eutsprechende  Seilen  verhallen  sich  also  in 
ähnlichen  Dreiecken  z.  B.  entsprechende  Höhen,  Mittellinien,  Winkelhalbierende, 
entspr«H'hende  Abachnitir  (iicscr  (geraden  auf  entsprechenden  Seiten,  die  Radien 
der  lin-  und  Inkreisf,  die  Radien  entspr»'("h»'iid<'r  Ankreise:  ebenso  Snnim<"i 
und  Dirtrri-nzrn  v(ni  Scifpn  oder  entsprechender  Strecken,  wie  die  Umfange  der 
Dreiecke  u.  s.  w.  .Man  karni  daher  dieses  konstante  \'erhältnis  zweier  entsprechender 
Längen  das  herrschende  Verhältnis  der  beiden  ähnlichen  Dreiecke  nennen. 
Sind  zwei  entspriM  hende  L<än(;en,  z.  B.  zwei  entsprechende  Seiten,  a  und  y,  so 
ist  das  lu  rrselK  ude  Verhältnis  a  :  a'. 

Kbenso  iolpt,  dali  entsprechende  Winkel,  die  entsprechende  Sirrcki  ti  ähn- 
licher Dreiecke  mit  den  Seiten  oder  miteinander  bilden,  gleich  seni  müssen. 

In  Beziehung  auf  die  Inhalte  ähnlicher  Dreiecke  gilt  da^e^^en  folgendes: 
Sind  zwei  entsprech<'nde  Seiten  a  und      und  die  darauf  stehenden  Höhen 
//  und  //,  so  ist  das  ^'erhältnis  der  FlärluMi  /•'  und  F'  L»emälJ  §  24  Nr»  4  gleich 
dera  Verhältnis  der  Produkte  aus  Grundlinie  und  Höhe,  also 

F       ah       a     h  ^ 
da  aber  nach  dem  vorhergehenden 

sein  muft,  so  ist 

F 

F^ 


D.h.  die  Flächeninhalte  .ähnlicher  Dreiecke  \  erhalten  sicli  wie  die 
Quadrate  entsprechender  Seiten,  oder  das  Verhältnis  der  1  latlieii- 
inhalie  ähnlicher  Dreiecke  ist  gleich  dem  (Quadrate  des  herrschenden 
Verhältnisses. 

Dieses  Flächenverhältnis,  gilt  nan  auch  für  das  \'erhäUnis  der  Inhalte 
entsprechender  Dreiecke,  die  von  entsprechenden  Strecken  der  ähnlichen  Drei- 
ecke begrenzt  werden. 


§  28.    Proportionen  beim  rechtwinkligen  Dreieck. 


1.   Die  zur   Hypotenuse   senkrechte   Höhe  CD  eines   rechtwinkiijien  Drei- 
ecks ABC  (Fi^.  114)  teilt  dieses  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  die  einander 

und  dem  ganzen  ähnlich  sind.  Die  rechtwinkligen 
Dreieck(.>  CJiD  und  ABC  stimmen  in  dem  ihnen  ge» 
rocinschaftlirhen  Winkel  A  und  di<'  Dreiecke  ACD  und 
ABC  in  dem  Winkel  A  überein;  in  den  rechtwinklii;en 
Dreiecken  CBD  und  ACD  sind  die  Winkel  BCD  und 
CAD  (nnd  ebenso  die  Winkel  DBC  und  DCA)  gleich, 
da  beide  denselben  dritten  Winkel  DCA  {BCD)  zu  90« 
erglänzen. 

Durch  die  gleichen  Winkel  sind  die  entsprechenden  Seiten  dieser  Dreiecke 
bestimmt. 

Unter  den  3  •  3  Proportionen  zwischen  den  Seiten  der  genannten  Dreiecke, 
die  sich  ans  ihrer  .Ähnlichkeit  erueben,  sind  folgende  von  Interesse: 
Aus  der  Ähniichkeit  der  Dreiecke  CßD  und  ACD  folgt; 

BD  :  DC  -  DC  '.DA  , 


Fig.  114. 
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Eine  solche  Proportion  heißt  eine  stf  tifje  und  besagt,  daU  die  Höhe  eine» 
reclitw  liikliijen  Dreiecks  die  raittlcrr  Proportionale  zwischen  den 
Projektionen  der  Katheten  anf  die  ilypotenuse  ist. 

Man  kann  auch  schreiben  DC-  ~  BD  •  DA,  und  sind  CD  =  h  ,  BD  =  /  , 
DA  —  ^ »  so  gestattet  die  hiernach  zwischen  diesen  drei  Strecken  bestehende 
Beziehung 

1)  A^^pf 
die  Berechnung  einer  ans  den*  beiden  andern*   So  ist 

Aus  der  Ähnlichlieit  der  Dreiecke  CBD  und  ABC  iolgt: 

DB:  BC^BCiAB  . 

Auch  diese  Proportion  ist  eine  stetige;  sie  besagt,  daß  eine  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  mittlere  Proportionale  zwischen 

der  Hypotenuse  und  ihrer  Projektion  auf  die  Hypotenuse 

Dieser  S.itz  ^ilt  selbstverständlich  für  jede  der  beulen  Katheten;  man  kann 
ganz  ebenso  wie  für  />'C  den  Beweis  für  ACt  nämlich  aus  der  Ähnlichkeit  der 
Dreiecke  ACD  und  ABCt  führen.    Es  ist  also  audi  # 

DA:AC^AC:AB  . 

Diese  beiden  Proportionen  lassen  sich  in  die  Gleichungen 

BC^'mDB'AB,  AC*^DA*AB 

umformen,  oder  wenn  AB  *^  e ,    BC^  a ,    CA  —  h  gesetzt  wird: 

2)  a^=€p^    b''==cq  , 

Durch  Addition  erhält  man 

«*+^*-*(/  +  ^) 

und  da 

3)  /  -r  y  =  ^ 

ist: 

4)  a*^ö*  =  e*  . 

Diese  Gleichung  drückt  in  anthmetischer  Form  den  pythagoreischen  Lehr- 
satz (§25  Nr.  2)  aus,  wie  die  Gleichungen  1)  und  2)  die  mit  diesem  im  Zusammen- 
hang stehenden  .Sätze  .3)  und  1)  in  i;  2'  Nr.  2.  r)as  <)iJa(lr<a  über  einer  Strecke 
wird  ausgedrückt  durch  das  (arithmetische)  i.)n;idrat  der  Strecke  und  das 
Rechteck  aus  zwei  Strecken  durch  das  Produkt  dieser  Strecken. 

Die  Gleichungen  1)  bis  4)  dienen  dazu,  vier  der  sechs  Strecken  a,  ^,  c,  /, 
q,  h  zu  berechnen,  wenn  zwei  gegeben  sind. 

So  erhält  man  z.  R  aus  a  —  3,  ^  »  4,  zunächst  €  =  ^9  +  16  =  yis"»  5; 

9  h*  IG 

*  =  -  =  4'  =  13;    ir  =  ^^^  =  3,2  , 

oder 

q^c  —  /  =  5  —  1,8  =  3,2  ; 

femer 
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Ist  ferner  c  =  101 1  eine  Kathete  ^  =  99  gegeben,  so  hat  man 

a  =  flÖV  —  99«  =  ^(101  +"99)  (101  —  99)  =  1^00  =  20  , 

u  20.20 

und  uatin  w  ie  vorher  P  =  ,  u.  s.  \v. 

'  101 

Sind  a  und  ficM  hcn,  isr  die  Anwendung  des  pythagoreischen  Lehrsatzes 
auf  daii  rechtwinklige  iJroeck  liCU  kürzer  als  diu  Aunösung  der  obigen  Gleichungen. 
Man  erhält  dann 

femer  nach  1): 

P      fa*'^t*  ' 

nach  2) 

a*  a*  ,      y  -  <;// 

f  =  — —  =,  b^pq^ 

Sind  ferner  r7  und  gegeben,  SO  erhält  man  zunächst  p  durch  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung 

^  p{p-T  '/) 

auf  die  Unhfkanntr  f>,  wobei  die  negative  Wurzel  d«"r  Gh'ichung  zu  verwerfen 
ist,  da  p  eine  absolute  Länge  ist.  Aus  p  und  a  erhall  man  c,  aus  p  und  q 
ebenso  h  n.  s.  w. 

Insbesondere  ist  die  Bestimmung  der  Höhe  k  aus  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
bemerkenswert.    Ans  p         ,    f         und      =  pq  folgt 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man,  wenn  man  den  doppellen  Inhalt  des  recht- 
winkligen Drei^-eks  finmal  mit  d«>r  Hypotenuse  als  Grundlinie,  das  andre  Mal 
durch  die  beulen  Katheten  ausdruckt- 

Mit  Benutzung  von  4)  erhält  man  noch: 

und  die  bemerkenswerte  Beziehung: 

11  1 

In  den  vorst«'liend«'ij  Z  ilili  i-pielrn  sind  die  (^iiadratwurz«'ln  rational.  Dies 
ist  im  allgemeinen  nicht  dvr  l  all.     So  erhalt  man  ftir  ,?  —  1  ,  b      '1  den  Wert 

c      ]  'i  .    In  einem  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreieck  ist  a  —  ^,  ^  =  )  2  a' 

^  ü\2  . 

2.  Aus  der  arithmetischen  Fassung  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  ergibt 
sich  unmittelbar  auch  seine  Umkehrung.  Sind  a.  St  c  die  Seiten  eines  Dreiecks 
und  besteht  die  Beziehung: 

so  ist  das  Dreieck  rechtwinklig  und  i  die  Hypotrni.^'  . 

Da  hcispiflswi'isc  -  -  1-  .'»-'  i>t,  so  miiU  ein  Dreieck,  des^ien  Sr  itcn  das 
Dreilaclie,  Vierfache  und  1-ünffache  einer  beliebigen  Strecke  sind,  rechtwinklig 
sein*   Man  kann  sich  dieser  Selten  eines  rechtwinklif^en  Dreiecks  zur  Konstruktion 
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eines  rechten  Winkels,  also  zar  Lösung  der  Aufgabe  bedienen,  auf  einer  gegebenen 
Geraden  in  einem  yi-irehenen  l'iiiikt«'  Senkrechte  zu  errichten:  ein  \'t'rfahr*-n, 
das  in  der  Tat  bei  liauhandwerkem  in  Gebrauch  isL  Dieses  Dreieck,  dessen 
Seiten  sich  zueinander  wie  3:4:5  veriialten,  also  in  rationalen  Verhältnissen 
stehen,  wird  das  ägyptische  genannt.  Andre  rechtwinklige  Dreiecke,  welche 
diosflbe  Eigenschaft  rationaler  Seitenverhältnisse  haben,  sind  !)ei>piels\veise  tlie 
mit  den  Seiten  12,  5,  13  oder  Ü,  15,  17,  aligcmcia  dicjcaigcn,  dcicu  Seiten 
den  Formeln 

a  — 2mi»,   ^  =  m*  —     ,  + 

für  rationale  Werte  von  m  and  n  entsprechen.    Man  nennt  solche  rechtwinklige 

Dreiecke  überhaupt  rationale  oder  pytha- 
goreische und  das  ägyptische  ist  das- 
jenige, dessen  Seiten  die  kleinsten  in 
natttrlichen  Zahlen  ausgedrückten  Werte 
haben. 

3.  Anrh  der  allgemeine  pythagore- 
isriie  Lehrsatz  (5;  25  Nr.  4)  läür  sich  In 
anuirac tischer  Form  ableiten,  indem  mau 
den  besondem  benutst  Ist  nämlich  im 
Dreieck  ABC  (Fig.  11'.),  CD  //,  die  Höhe  auf  ///?  ,  und  sind  die  Seiten 
BC=  <7,  C'/  =  ä  und  die  Projektion  von  ^  auf  c,  AD  ^,  so  hat  man  im 
Dreieck  BCD\  .  ,  /  x. 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Voneichen  gilt,  je  nachdem  a  einem  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  gegenSberliegt.    Nun  ist 

«  3«  —  , 

also 

ai  ^ifi  —  f  i^  £i  -f  2  <r^  4- 

oder  endlich: 

Dies  ist  in  der  Tat  der  Saftz  4)  in  §  25  Nr.  4  in  arithmetischer  Form. 

Mittels   dieses  allgemeinen   pythagoreischen  Lehrsatzes  kann  man  aus  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  die  Projektion  einer  Seite  anf  eine  andre  berechnen.  Es  ist 

+  tf«  —  Ä« 

 27  • 

Hieraus  ergibt  sich  femer 

(A*  _L.  /-a           .,2\     /  AS  _J_    >.2\ 

*  +       2c      I '  V  ~       L  7 
_        +     -  c^  —  a^    2de  —  h*- —     +     _  [ö  -j-  0-  —  —  (b  f)« 

—  '  -.  2  <•  2c 

^  (tf ^  -f  £)  {b-i^£^  a)  '{a  —  b-\-c)ia-\-  b  —  () 

47^  • 

Da  nun  der  Inhalt  des  Dreiecks 

ist,  so  kann  man  ihn  aus  den  drei  Seiten  mittels  der  Formel 

6)  P  ^\      H-  *  +  Ol^  +  ^  —  ^  —  b){a  +  b  —7) 

bereciwen.  Setzt  man  zur  AbkurzuniE:  die  Summe  der  drei  Seiten  oder  den  Umfang 
de«  Dreiecks 
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SO  wird  d  +  c  —  anit2s  —  2aBi2(x  —  a)»  und  entsprechend 
wodoicb  die  Formel  6)  in 


übergeht.  Diese,  die  HERONische  Dieiecksformeli  ist  eine  der  wichtigsten  Formeln 
der  Geometrie. 

Der  InbftU  des  l^iecka  ist  also  im  allgemeinen  irrational  durch  die  Seiten 
ausgedrückt. 

Aus  der  Formel  6)  erhält  man  noch«  wenn  man  quadriert  und  die  Faktoren 

ausmultipliziert: 

16^  =  [id  +     -  a*]  [a^  -{b~      =  a*(b  +     +  a*{b  —     -  {b*  —      - a* 

Ans  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ergeben  sich  die  Höhen: 

2F  2F  IF 

a  0  ( 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  finden  sich  die  Besiehui^en: 

^* 

he 

1^1        1  _ 

//a  '  hb 
deren  Multiplikation  ergibt: 


2/ 

'F  • 

<i4'*  +  <- 

/  — 

2^ 

F 

«  —  ^  4- 

s  —  b 

2 

h 

S  —  € 

2/" 

F 

ik«  >ic )  (    l'.     ///:  ^  h, )  (//^  //.  )  Ih      hc  ) 

f(j  —  a){s  —  h)<t^s  —  c)  _  1 

Daraus  erhält  man  durch  die  Formel 


F     I  h)  (  -4*  hl,  '  /ij  //* 

ein  Mittel,  um  den  Inhalt  des  Dreiecks  aus  den  drei  Höhen  zu  berechnen. 
Die  in  §  24  Nr.  5  entnickelten  Gleichungen: 

crmöf^lichfu  auch  die  Berechnung  der  Radien  des  In*  und  der  Ankreise  aus  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks.    Man  erhält 

oder 


«=7  =  ~         /  I 


9) 
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und  ebenso   

n.  s.  w. 

Multipliziert  man  die  vier  Gleichungen  für       so  erhält  man 

=      —        —  b)is—  c)-  Qeme*Qc  =  ^  •  QQ^QiQt  t 

also 

Aas  denselben  Gleichungen  ergeben  sich  noch  die  weiteren: 

—  *  —  *      ^      X  —  € 

F*  F    ^    Qi         F    *    Qc  F 

Addiert  man  die  drei  letzten  dieser  Gleichnngen,  so  wird 

1       1    ,   t      s  s  —  (ii  -\-    -\-  «•)  s 

'       I         ~^        —  T.  ^       T  » 

i>n  Qc  F  r 

also  nach  der  ersten: 

1       1,1  ] 

Qa  p,-  O 

Verfrleicht  man  cndiicli  (Ihm-  ( Ilcirhungcn  mit  den  Beziehungen  lür  die  Höhen, 
so  erhält  man  die  neuen  Bf/Jehuu^tii; 

2_       1       11       _  1  „  1  ^  ^  _ 
ha     hb  ß  *        ha     hb     hc  Q» 

u.  a.  «r. 

Die  hier  vorkommeadeu  Größen  s  —  <»,  s  —  ö,  s  —  c  haben  übrigens  eine 
geometriflGhe  Bedeutung,  die  an  der  Fip^ur  leicht  za  erkennen  ist.  Fällt  man 
nämlich  Tom  Mittelpunkt  des  lnkr<  isrs  dii  S«  nkrechten  auf  die  drei  Seiten,  die 
alle  gleich  o  und  deren  Fußpimkt*'  dii-  Berühningspnnktf  sind,  «o  jed«'  Seite 
in  zwei  Abschnitte  geteilt.  Je  zwei  an  einer  Ecke  anliegende  Abschnitte  sind 
aber  einander  gleich  als  Tangenten  von  dem  Eckpunkt  an  den  Inkreis.  Bereichnet 
man  die  an  A,  B,  C  liegenden  Abschnitte  mit  x,         so  ist 

nun  ist  aber 

^F  +  ar  — 41  » 

folglich 

X  =  s  —  a 

und  entsprechend 

y=s — s^s  —  f  , 

i.  Der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz  gestattet  femer  die  Berechnung 
der  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  ans  den  drei  Seiten.    Ist  unter  Beibehaltung 

der  vorher  gebrauchten  Bezeichnungen  C/T  -—  die  Mittellinie,  welche  die  Seite 
c  in  F  hnlhii  rt.       üpfort  die  Anwendung  des  Lehrsatzes  aul  die  Dreiecke  ßCE 

und  ACE  die  Gleichunuen: 

-  m-  -f  }      -  2  .  .U  •  FD  , 

aus  denen  durch  Addition  folgt: 

a«-f  ^*=r  2jwJ  +  i^«  . 
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Hieraus  erhält  man: 


11)  m,=  l  ]  2f7-'  -f  2^*  — 

und  entsprechend  die  beiden  andern  Mittellinien  durch  Vertauschuug  der 
Buchstaben. 

Addiert  man  die  drei  Gleichunfren  för  m^,  ml,  m\  so  ergibt  sich  die  Bexiehung: 

«•  +  ml  -f  nr  =  lya^  -r  ^-  +  c-)  , 

oder 

+   +  +    +  ; 

da  nnn  auch 

ist,  SO  ertifttt  man  durch  Subtraktion  der  beiden  leisten  Gleichungen: 

|f»  -  J  «  -f  "'l  +  '^,]^  —  2  m]  , 

woraus  sich 

12)  r  =  I  y2  jwj  +  2  «J  —  «r» 

ergibt 

5.  Beispiele: 

1.  Die  Höbe  eine»  gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Seite  a  zu  berechnen. 
Aus  dem  pythagoreischen  Lehrsatse  folgt 

2.  Den  laliali  F  eines  gleichseitigen  Dreiecks  aius  der  Seite  n  zu  berechnen. 
£b  ist: 

3.  Den  Inhalt  F  eines  gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Höhe  k  zu  berechnen. 

2/t 

Da  Ja*  —  /i-',  lio  ist  a  =       =  und 

4.  Die  Hypotenuse  c  eines  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  aus  der 
Kathete  a  zu  berechnen.   Es  ist: 

5.  Die  Katheten  </,  S  ein«  -;  ulrichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  aus  der 
Hypotenuse  <•  zu  berechnen.    Man  hat 

0.  Die  Höhe  //  eines  elf^if hsrhenkli|;en  Dreiecks  aus  dem  Schenkel  a  ond 
der  Basis  ä  zu  berechnen.    Nach  dem  pythagoreischen  Lehrsätze  ist: 

7.  Den  Flächeninhalt  /"  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  aus  dem  Schenkel  a 
und  der  Basis  S  zo  berechnen.   Man  erhält 

/'  -  \  h  I  {  b-  . 

8.  Aus  dem  Ilächcniiihah  7'"  urid  der  Ilypotenus»-  c  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  die  Katheten         b  zu  bi^rechnen.    Man  hat  die  Gleichungen: 
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aas  denen  man  erhält: 


a 

b 


9.  Aus  den  Katheten  a,  b  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  den  Radius  q  des 
Inkreises  zu  berechnen.    Es  ist: 


also 
woraus: 

ab  abla-{-b  —  Vä*~T~b^]      ,  ;    ,  ,      ;  ,  r.. 

Aus  der  Figur  findet  man  sofort 

Q  =  s  —  £  =  \  {a     b  —  c) 

1 0.  Den  Inhalt  F  eines  regelmäßigen  Sechsecks  aas  seiner  Seite  a  zu  be- 
rechnen.   £)s  ist: 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  durch  Zerlegung  des  regelmäßigen  Sechsecks 
in  sechs  gleichseitij^^e  Dreiecke  mit  der  Seite  a. 

11.  Ein  32  FuU  hohes  Bambusrohr  wurde  vom  Winde  geknickt,  und  die 
gesenkte  Spitze  berührte  den  Boden  in  einer  Entfernung  von  IG  Fuß  vom  Stamme. 
Wie  hoch  über  dem  Boden  befand  sich  die  Stelle»  an  der  es  geknickt  «'arde? 
Aas  (32  ~  jc)'  =  ^«  +  102  folgt  x  =  \2  Fuß. 

12.  Finp  Lotosblume,  die  in  einfm  Spp  \  Fuß  über  das  Wasser  hervorratitn, 
neigte  sich  vom  Winde  getrieben,  und  die  Knospe  verschwand  in  einer  Entlernung 
von  swei  Fuß  von  ihrem  früheren  Orte.  Wie  tief  war  das  Wasser?  Die 
Gleichoag:  {x  +      »-  *«  +  4  ergibt  x  =  3»  Fuß. 

13.  In  einen  Kreis  vom  Radius  r  ist  fin  Rechteck  bcsrhrieben,  dessen  eine 
Seite  die  Länge  a  hat.  ,  Man  berechne  den  Flächeninhalt  F  des  Rechtecks.  Ist 
die  andre  Seite  b,  so  hat  man: 


b^^^r^  —  a«,    F=ab  =  a)^r^  —  a»  . 

14.  Wie  lang  ist  die  Sehne  s  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r  »  25f9|  deren 
Abstand  vom  Mittelpunkt  d  =  8|4  ist?    Es  ergibt  sich: 


^r*^d*  =  2  }(2  5,9  -|-  8,4)  (26,9  —  8,4)  =  49  . 

lö.  Eine  Höhe  eines  Dreiecks  sei  gleich  //  gegeben  und  teile  die  Grund- 
linie f  in  twei  Abschnitte  /  ond  f.  Man  berechne  die  drei  Seiten  des  Dreiecks. 
A  =  140;  /  s  48;        105.   Sind  4^  ^  die  beiden  andern  Seiten»  so  bat  man: 

yÄH-/«=  148  ;  *=VÄ»  +  y»«=  175  ;  /"-^^-Z,      =  153,      =  57  . 

16.  Die  Diagonale  eines  Rechtecks  sei  ä  und  eine  Seite  sei  um  c  länger 
als  die  andre;  man  berechne  die  Seiten  x  >  r.    Ans  den  Gleichungen : 

findet  man: 
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17.  Den  Flächeninhalt  F  eines  Quadrats  am  der  Summe  s  seiner  Diagonale 
und  Seite  zu  berechnen.  Aus: 

s  —  ayi  4-  ? 

findet  man: 

a  =      '      =  j(l2  —  l)  ;  a2  -  (3  —  2  J2)  s'^  . 

18.  Den  Flächeninhalt  eines  lecbtirinkligen  Dreieck«  ans  den  beiden  durch 
die  Höhe  gebildeten  Abschnitten  q  der  Hypotennse  cu  berechnen.  /  =  0,1S> 
q  =  0,50.   Es  ist: 

+  +       =  0,102  . 

19.  Den  Flächeninhalt  F  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  aus  der  Höhe 
auf  einem  Schenkel  nnd  der  Höhe      auf  der  Basis  zu  berechnen.    Es  ist: 

daher 
woraos 

^«  =     .,         ,  F=   

20.  Den  Mfioheninhalt  eines  Trapezes  aus  der  //,  den  nicht  parallelen 
Seiten  d  und  der  kleineru  parallelen  Seite  b  zu  berechnen.  Ist  a  die  grüUere 
parallele  Seite,  so  ergibt  sich: 

a  =  b  ^\c-  —  h-  +  \d'  ~  h-  :    F=  h{a-r^)A  • 

21.  Von  einem  Dreieck  seien  die  drei  Seiten  a,  b,  c  gegeben;  man  bereclme 
die  Projektionen  von  a  auf  die  beiden  andern.    </ =  12,  b  ^  13,  c  =  14.  Aus: 

=  a^  ^     ^lcp\       ^     ^  b"^  —  tbq  , 

finden  sich: 

p  ^—^ — .  — '  ^  =  H  • 

22.  Den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  aus  seinen  drei  Seiten  b^  c  zu  be- 
rechnen für  a)  <r=r  13,  ^  =  14,  <^  \h\  ß)a=lbO,  b  =  35,  145;  }*)  120, 
^  =  29.  -      l»il.    Resultate:  a)  84,  ß)  1800,  y)  1300. 

2:t.  Aus  den  drei  Seiten  </,  /«.  r  fin<-s  Dreiecks  die  drei  Höhen  ZU  berechnen. 
<i=r4Ub,  b  =  -k\y  f  =  40l.    k.bultai:  .lu;  aUS,04.s8;  4Ü,0ÖS3. 

24.  Aus  den  drei  Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  den  Radius  des  Inkreises 
zu  berechnen.    ««»40,        13,  «^=37.    Resultat:  ö\. 

25.  Aus  den  drei  Seiten  a,  b,  c  eines  Dr<  ii  (  ks  die  Radien  der  Ankreise 
ZU  berechnen.     r      44,  b  -  ir>,  «-=^87.     Resultat:  tlO:  S;  21. 

20.  Aus  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  die  drei  Mittellinien  zu  berechnen. 
«—102,  *=61,  ^=109.    Resultat:  72,1110:  101,0557:  63,9707. 

27.  Aus  den  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  die  drei  Seiten  zu  berechnen. 
^  r.:-5,  titf,     42,  «/<  =^  39.  Ri  snlt.it :  ,/     :■>  1 .  /'  -(St,  (•  *;<J,48ao. 

2>>.  Aus  zwei  Seiten  a,  b  eines  Dreiecks  und  dem  Inhalt  /'die  dritte  Seite  c 
zu  berechnen.    Aus  der  Gleichung 

^4  —  2      4-  b'-)  t-'  4-  (rf-'  —  b-^f  +  lü  F^  0 

erhält  man 
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£s  muU  /'' <  i  a/>  sfin;  für  /'^  1  ah  pibt  <'s  ein  rrchtwinklißcs,  für  ^<  J  ^/Z"  ein 
spitz-  tnid  ein  slumjihviiiklici''-  I)ri'i('rk.  Dii-  Zwridr'iiti'jkcit  e'"ht  mis  der  Kon- 
struktion lier>or:  ein  lireieck  von  gegebrner  (inindliaie  a  in  ein  andres  auf  der- 
selben Grundlinie  mit  der  Seite  b  zu  verwandeln. 


Fiir.  IIA 


2!l.    Proportionen  beim  Kreise. 

1.  Gellen  durch  einen  Punkt  P  innerhalb  eines  Kreises  (Fig.  110)  zwei 
Sehnen  ABy  CD,  so  entstehen  durch  die  Verbindungslinien  AC,  BD  ihrer  End- 
punkte zwei  Dreiecke  ACP  und  DBP.  In  diesen  sind 
die  Winkel  APC  und  BJ'D  als  S»  Iirltelwinkel,  und  die 
Winkel  ACJ'  und  PBD  als  l'eripheriewinkel  über  dem- 
«elben  Bogen  gleich,  mithin  sind  diese  Dreiecke 
ähnlich.    Daher  folgt 

PA'.PC=  PDiPB  , 

oder  auch 

PA'PB^^PC'PD  , 

d.  h.  das  Produkt  der  Abschnitt»?  der  einen  Sehne  ist 
gleich  dem  Produkt  der  Abschnitte  der  andern. 

Gehen  femer  durch  einen  Punkt  P  auüerhalb  eines  Kreises  zwei  Sekanten 
(Fig.  117),  80  erhält  man  durch  die  einander  innerhalb  des  Kreises  schneiden- 
den Verbindungslinien  AC,  DB  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  die  Drei- 
ecke ACP  und  I}BJ\  die  den  Winkel  /'  ^emeinHchaftltch  haben,  und  deren 
Winke!  PAC  und  PPB  als  IVripheriewinkel  auf 
demselben  Bugen  einander  gleich  sind.  Diese  Drei- 
eclie  sind  daher  ähnlich,  und  hieraus  folgt  die 
Proportion 

PA PC     PD  i  PB  , 
oder  die  Gleichung 

PA'PB^  PC'PD  . 

Versteht  man  unter  den  Abschnitten  swcier 

Sekanten,  die  sich  innerhalb  oder  außerhalb  des 
Kreises  schneiden,  die  Strecken,  die  zwischen  ihrom  Schnittpunkt  und  den  Punkten 
des  Kreises  liegen,  so  hat  man  in  beiden  f-allen  den  Satz: 

1)  Schneiden  sich  zwei  Sekanten  eines  Kreises,  so  sind  die  Pro- 
dukte ihrer  Abschnitte  gleich. 

Ebenso  wichtig  wie  dieser  Satz  ist  seine  Umkehrung:  Liegen  auf  zwei  Ge- 
raden, die  sich  in  P  schneiden,  je  zwei  Punkte  ./,  B\  C,  D  so,  dali 

PA  •  PB     PC  •  PD 

ist.  tnid  w'-rden  die  Strecken  . //>  und  CD  ditrrh  /*  beide  innen  oder  bfide  aulien 
geteilt  (j  2.{  Nr.  l),  so  liegen  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  auf  einem  Kreise. 
Durch  drei  Funkte  A^  Bt  C  ist  nämlich  ein  Kreis  bestimmt:  würde  dieser  nicht 
durch  D  gehen,  so  müßte  PC  von  ihm  in  D^  geschnitten  werden.    Es  müßte  also 

PA'PB^PC'PD^ 

sein.    Diese  Gleichung  würde  aber  der  Voraussetzung  widersprechen:  also  mutt 

D^  mit  D  zusammenfallen. 

Dies«^r  Satz  bietet  aiiLier  dem  Satze  \om  S<'i>nein iereck  ^i;  17  Nr.  3)  ein 
Mittel  um  zu  beweisen,  daü  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  hegen. 

Der  Satz  1)  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  P  auf  dem  Kreise  liegt,  denn 
es  wird  dann  auf  jeder  Sekante  ein  Abschnitt  gleich  Null,  also  auch  beide 
Produkte. 

ScutOBMilcas  Handbuch  der  .Maüicinatik,  2.  Aul).,  Bd.  1.  20 
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Zii'lii  nun  durch  einen  I'tiiiki  /'  im  IniMTii  des  KnMSrn  Ht-n  Dnrrhmf ss-cr 
und  die  in  zu  diesem  senkreclue  Sehne,  so  wird  die  Seline  von  dem  Durch- 
messer halbiert  Es  ist  dann  nach  1)  das  Quadrat  der  halben  Sehne  gleich  dem 
Produkt  der  Abschnitte  des  Durchmessen.  Da  aber  der  Durchmesser  mit  einem 
Kndpunkt  der  Sehne  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bestimmt,  SO  erkennt  man  den 
Satz  1)  in  i:  1*"  Nr.  1   als  besondem  Fall  des  obijien. 

Liegt  außerhalb  des  Kreises,  so  gilt  der  Satz  1)  auch  für  den  Fall,  daß 
eine  Sekante  za  einer  Tangente  wird.  Dann  fällt  z.  B.  Punkt  S  mit  A  in  den 
Berflhrungspunkt  der  Tangente  surammen:  ihre  beiden  Abschnitte  werden  gleich 

und  der  Satz  1)  nimmt  die  Gi-stalt  an: 

2)  Schneiden  sich  eine  Tangente  und 
eine  Sekante  eines  Kreises,  so  ist  das 
Quadrat  der  Tangente  gleich  dem  Produkt 
der  Sekantenabschnitte  oder  die  Tangente 
isi  (!it-  initili  r«^  Proportionale  z«'ischen  den 
S  e  ka  n  t  e  n  a  b  sc  h  n  i  tt  e  n. 

Der  Satz  2)  kann  auch  unabhängig  von  1)  be- 
wiesen werden.  Zieht  man  die  Hilfslinien  AC  und 
AD  (Fig.  IIH),  so  ist  in  den  Dr«'iecken  /tCJ*  und 
DAP  fliT  Sfhm*n-Tang<*ntenwinkel  PAC  gleich  dem 
I*cripherie\vinkel  ADP.  Damit  ist,  da  die  Dreiecke 
den  Winkel  P  gemein  haben,  die  Ähnlichkeit  dieser  Dreiecke  und  somit  auch 
die  Gültigkeit  der  Proi>ortion 

PC\PA  =  PA\PD 

bewiesen. 

Gehen  beide  Sekanleo  in  Tangenten  über,  so  sind  nach  1)  und  2)  die 
Quadrate  der  Tangenten  also  auch  diese  selbst  gleich.  Dieser  besondere  Fall 
ist  dann  der  Satz,  daU  die  von  einem  Punkt  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten 
gleich  sind       1")  Nr.  2i. 

Aus  diMi  Satzt  n  1)  und  2)  folgt  nun: 

3)  Für  alle  durch  denselben  Tunkt  gehenden  Sekanten  eines 
Kreises  hat  das  Produkt  der  Abschnitte  einen  konstanten  Wert 

Dieser  konstante  Wert  h<  ii.'>t  die 
Potenz  des  Punktes  in  ü<'zup 
auf  den  Kreis.  Liegt  der  Punkt 
auOerhalb  des  Kreises,  dessen  Radius  r 
ist,  in  der  Entfernung  ^>r  vom 
Mittelpunkt  (Fig.  119|,  so  kann  man 
den  konstnnffn  Wert  bestimmen,  wenn 
raau  irgend  eine  .Sekante  von  dem 
Punkte  durch  den  Kreis  zieht,  z.  B. 
die  durch  den  Mittelpiuikt  gehende. 
Die  Abschnitt«'  dieser  Sekant»'  sind 
PA  =  c  ^  r  und  PB^<  —  r,  folg- 
lich ist  die  Potenz  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis 

+  ;1  Kf  —  n      f  -  —  /  2  . 

1  Jenselben  VVrrt  erhält  man,  wenn  man  von  /'  di«-  Taiii;eme  PT  =  t  an  den  Kreis 
l*'gt;  denn  nach  dem  pvthagoreischen  Lehrsatz  ist  in  dem  rechtvviukligeu  Drei- 
eck PTM\ 

Setzt  man  nun  fest,  daß  der  W«'rt  der  Potenz  berechnet  werden  soll,  indem  man 
(ias  (,)iiadrat  der  Kntfernnntr  «les  Punktes  \om  Mittelpunkt  d<'s  Kreises  um  das 
(sjuadrat  des  Radius  vermindert,  so  wird  lur  einen  Punkt  /'  innerhalb  des  Kreises 
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die  Potenz  negativ  zu  nehmen  sein  und  in  dem  besondern  Falle,  daß  P  auf 
dem  Kroisr  lipirt,  iiiniin(  sie  dtMi  Wert  Null  an.  Liegt  P  ümerhalb  des  Kceises, 
80  wird  der  absolute  Wen  der  Potenz  gk  i(  Ii  (i<  ni 
Quadrat  der  halben  kürzesten  Sehne,  die  man 
dttrch  diesen  Punkt  ziehen  kann. 

2.  Verbindet  man  dfii  Mitt«l])unkt  .1/  des 
Umkrr-i-es  einrs  Dreiecks  ABC  \\-\sl.  iL?")  mit  den 
Eckpunkten  A  und  C',  so  ist  der  Winkel  C\fA 
ab  Centriwinkel  auf  demselben  Bogen  doppelt  so 
groß  als  der  Winkel  CBA  Fällt  man  also  die 
Senkrechte  ME  auf  CA,  so  ist  /  EMA  =  Z  CBA. 
Es  sei  f«'rnf«r  Cfi  die  Höfic  aul  Aß',  dann  stimmen 
die  rcclitwinkligcn  Dreiecke  CSD  und  AME  ii» 
den  genannten  Winkeln  fiberein,  und  sind  mithin 
ähnlich.    Hieraus  folgt 

CD.BC  =  AE\MA 


oder  wenn  man  AB'^c,  AC^bt  BC^a^  MA 


r,  CD  —  ht  setzt, 


oder 


5) 


d.  h,  das  Produkt  aus  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  Pro- 
dukt aus  dem  Durchmesser  des  Umkreises  und  der  Höhe  auf  der 
dritten  Seite. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  femer 

h  -1^- 

nnd  setat  man  dies  in  die  Formel  ffir  den  Flächeninhalt  des  Drriecks  \  c  h, 
ein,  so  erhält  man 

abe 

5)  ^-T-  * 

4;- 

Durch  Anwendung  der  HiiRoxisrhen  Dreiecksformel  kann  man  aoch  den 
Radius  r  des  Umkreises  durch  die  Seiten  ausdrücken.    I^Ian  erhält 

abc  abc 

6)     r  =  —  =  —=r~ ,  '..   ^- 

4  ^     4  y7(*  —  a)  — .  i>)  (X  —  <■) 


y(tf -h  ^  +  c\{b-Vc —a)  (a  4-c  —  ^)  (tf  +  *  —  c) 

B»  Ist  ABCD  (Fig.  121)   ein  Sehnenviereck, 
dessen  Diagonalen  AC  und  BD  sind,  und  macht 

man  ZDAE  -  /  ßAC,  so  sind  die  Dreiecke  AED^ 
und  ABC,  (lii^  aiirh  in  den  auf  demselben  Boj:«mi 
Stehenden  i'enpiieriewinkelu  ACB  und  ADE  überein- 
stimmen, ähnlich.  Femer  ist  auch  Z  BAE  —  Z  DACt 
und  da  die  Dreiecke  DAC  und  BAR  außerdem 
in  den  Pcripheriewinkelii  ACD  und  ABE  üher^'in- 
^timrncn,  so  sind  auch  diese  Dreiecke  ähnlich. 
Hieraus  folgt: 

AD\  AC=^  DE'.  BC,  AD  -  ßC^AC*  DE 

nnd 

AC  :  CD     Aß  :  ß£»  Aß  •  CD  =  AC  •  ß£ 


Flg.  ISL 


2u* 
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daher  ist  auch 

AD  .  BC-\-  AB  '  CD  -=  AC  •  {Dß  -f  , 

oder 

AD*  BC^AB'CD  =  AC*  BD  , 

d.h.  7j  iu  eiaem  Sehneiiviereck  ist  daä  Produkt  aus  den  beiden  Dia- 
gonalen gleich  der  Summe  der  Produkte  aus  je  Bwei  g('<{cnöber- 
liegenden  Seiten. 

Dieser  Satz  heißt  der  F' i  tu.KM a  ische  Lehrsatz. 

Setzt  man  Ali  =  a,  HC  -  CD  -  c,  DA^  ä,  AC=-f»  BD  ^  J  und 
den  Radius  des  Umkreises  gleich  / ,  so  ist  also 

Der  Inhalt  F  des  Sehnenvierecks  AHCD  läßt  sich  sowohl  als  Summe  der 
Dreiecke  ABC  iind  ACD,  «it»  nis  Siiinim*  der  Dn  ietki'  ABD  und  BCD  durch 
die  Seiten  dieser  Dreiecke  und  den  Radius  r  des  Umkreisi'S  ausdrücken.  Man 
erhält  hiemach: 

„     {ab-\-cd)€  {ad^bc)/ 
4r  4r 

Aus  der  Gl«-it  hheit  dieser  beidi  it  für  /■  ^elundenen  Ausdrücke  folgt  dann 

f^lTh  :  cd  ' 

Hiernmii  k.irin  man  dl«-  Diaunnalen  des  ScIuu  iiviiTcc  ks  nus  den  vier  Seiten 
berechnen,  indem  man  die  vorstehende  Gleicliunu  mit  der  l  omiel  des  i*TOl>JHA- 
ischeu  Lehrsatzes  multipliziert  und  di\idierU    Man  erhält  so: 


ad  bi 


'{ac -\- öii)  Uj ä -\- bc)      ^     \i{a£  ^  l>t/)  ui /' -\- (d) 

Um  den  Flächeninhalt  de-^  Sehnenvierecks  aus  seinen  vier  Seiten  zu  be- 
rerhtien,  fülle  man  die  S.  iikrt  ( lit.  /)7'= //^  auf  AD  und  die  Senkrechte  BG  ^ 
auf  CD  (oder  deren  \  erlangc-ruri^;).    Dann  ist 

=  A  ABD  H-  A  BCD  =  \  {dki  -^-ck^)  . 

Da  nun  ein  Innenwinkel  des  Sehnenvierecks  gleich  dem  j'e-^enüberliegenden 
Aiii'i nwinkel,  also  /'  /»'.//  /  BCG  ist,  80  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BA/' 
und  BCG  ähnlich,  woraus 

/' 

k.:A^^a:b,  h^^—k* 
'     '  '  a 

folgt.    Man  hat  daher 

Drückt  man  die  den  beiden  Dreiecken  ABD  und  BCD  gemeinsame  Dia- 
gonale /  nach  dem  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatz  doppelt  ans,  indem  man 
noch  AF  -  Pf  CG  -  ^  setst»  so  erhält  man 

+         2 =     + <-*-f  2fy  . 

VVi'^en  der  Ahnlichkeil  der  Dreiecke  BA/''  und  BCG  ist  aber: 

tf  b  b 
p       a  ti 
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SO  daß  die  obige  Gleichung  heißt: 

a 

woraus  sich 

a  -       -  —     —  r* 
a  — 

ergibt.    I>;i  mm 
ist,  so  findet  man: 

^  {a  — ^         '/)^("  -r  A  —  <•  -i- 

_    ( —  «     ^        +      (<7  -f-    +  r  —  ) 
Dantit  ergibt  sich  nun 

und 

F=\  }j{,'-a  -^b-\-c-\-d){a  —  ö'^C'^d)(a'\'ä  —  c-\'d){a-\-ö'\'C~ä). 
Setzt  man  sur  Abkümmg  noch  a-\-b-\'C-{-ä=2*t  so  erhalt  man 


9)  F=  Yis  —  a)(s  —  *)  (s  —  e)  (s  —  d)  . 

Ans  den  Formeln  für  den  riachrniiihali  erhall  luau  umgekehrt 

{al>  +  (ä)e  _  {ad  ^  bc)f 

ficizt  man  liierin  die  ^\  rrte  von  r,  /  und  /'  ein,  so  ergibt  sich  der  Radiuü  des 
Umkreises  ausgedrückt  durch  die  vier  Seiten: 


lÜ)  /• 


I  /  +  cd)  {a  c  -f  bd)  {ad  ■\-bc) 


FfiT  0  geht  die  Formel  9)  in  die  ÜERONischc  Dreiecksformel  und  Formel  10) 
in  6)  über. 

4.  Beispiele:  1.  Den  Radius  r  des  Umkreise«  eines  Dreiecks  mit  den  Seiten 

a  SS  7,  b  =  7«o,       6t5  zu  berechnen.  Es  ist  der  Inhalt       yii),5  •  3i5  •  3  •  4  31» 

r  —  7  •  7,5  •  (.»,.')  :  S'l  ^  1  ,\_  . 

2.  Di  r  I-lach«'ninhalt  rincs  SehniMiviererks  mit  den  Seiten         57,     »■  14, 

r»=  42,  ./     n  ist:  /'^  )  2o  •  «1:^  •  i:>  •     =  I2«ii>. 

Sind  ilii'  Seiten  ein«'s  Sehuenvierecks  a  ^  ."»2,  /•  =  2">,  c'  —  .J!*,  d  —  (»O, 

e  9 

so  erhält  man  die  Diagonalen  aus      =  ö  •  1>  •  4U  und  >.  ==  ^  '  "ämlich  <•  =  ÜH, 

.'><;.  Da  der  Inhalt  /''=  17ü4  ist,  so  et|;ibt  sich  der  Radius  des  Umkreises 
r  =.  32,5. 
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§  3U.    Konstruktionsautgaben  zur  Ähnlichkeit. 

Auf  der  Proportionalität  der  Seiten  ähnlicher  Dreiecke  beruht  die  Auflösung 

einiger  \vi('hri}:er  KonstrnkfiotiKanfif.Hhon: 

1)  Zu  drei  geyebeiu'ii  Strecken  die  vierte  Proportionale  zu 
konstruieren, 

d.  h.  xu  drei  Strecken      ^,      eine  vierte  Strecke  x  %n  finden,  so  datt 

a 

ist.  Schon  nii(  Hille  der  Sätze  von  den  parallelen  Transversalen  eines  Dreiecks  (§  22) 
lassen  sich  verschiedene  Lösungen  dieser  Aufgabe  geben.    Beispielsweise  kann 

man  (Fig.  122)  auf  einer  Im  li.  lMfjen  Geraden  zvei 
Strecken  AB—a,  BC b  nacheinander  ahtrnpen, 
durch  A  eine  beliebige  Gerade  ziehen,  aul  dieser 
AD  €  abtragen,  D  mit  B  verbinden  und  durch  C 
die  Parallele  CX  zu  BD  ziehen;  dann  ist  DX  die 
gesuchte  Strecke.  Oder  man  kann  —  wodurch  an 
Raum  «.'esjiart  wird  nnf  einer  beliebij»en  Geraden 
von  demselben  Punkte  A  aus  die  Strecken  AB  = 
AC^bf  dann  auf  einer  durch  A  gelegten  Geraden 
AD=  c  abtragen,  wieder  D  mit  B  verbinden  und  zu  BD  die  Parallele  CA'  ziehen: 
dann  ist  AX  die  vcrlnn^^tc  Strecke.  —  Man  kfinstruifrc  rin  '^IricliM-henkliges  Drei- 
eck ABC,  dessen  Schenkel  CA,  CB  gleich  a  sind,  und  dessen  Grundlinie  AB  =  b 
ist»  beschreibe  mit  einem  Radius  gleich  c  imi  C  einen  Kreisbogen,  der  CB  (oder 
deren  Verlängerung)  in  Z>,  CA  in  E  schneidet,  so  ist  DE  die  verlangte  vierte 
Proportionale.  Diese  Auflösung  empfiehlt  sich  besonders  dann,  wenn  zu  den- 
selben Strecken  a  und  b  und  verschiedenen  c  m«'hrere  viert«*  I'tnpnrtifmalrn  zu 
suchen  sind,  da  man  in  jedem  neuen  Falle  nur  emes  neuen  Kreisbogens  bedarf. 
Sie  setzt  übrigens  voraus,  dafi  b  kleiner  als  2tf  sei.  Von  dieser  Beschränkung 
frei  ist  die  folgende:  Man  konstruiere  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC^  dessen 
.Schenkel  CA,  CB  gleich  a  sind,  dessen  Basis  aber  beliebig  lang  ist,  beschreibe 
um  C  mit  b  Vitien  Kreisbogen,  der  AB  oder  deren  Xerlängeruni;  in  /"schneidet, 
ziehe  CF,  beschreibe  um  C  mit  £  einen  Kr<"isbogen,  der  CB  in  D,  CA  in  E 
trifit,  und  ziehe  DE^  so  schneidet  diese  Gerade  oder  deren  Verlängerung  von 
CF  eine  Strecke  C'A'  ab,  w<'lche  die  gesm  hte  ist. 

Man  kann  <irli  auch  des  Satzes  1)  in  vi  29  zur  Lösunq  flirser  Auftrabo 
bedienen:   Trägt  man  aul  einer  (jera<ien  die   '^trecken  HC --=  c  n  u  h- 

einander  ab,  beschreibt  durch  die  Punkte  ./  und  C  einen  beliebigen  Kreis, 
sowie  um  B  mit  a  einten  Kreisbogen,  der  diesen  Kreis  in  D  schneidet  und 
zieht  durch  D  und  //  die  Sehne,  so  ist  deren  zweiter  Absi  hiiitt  BX  die  ver- 
lrin<'t<*  Strrfki'.  In  ahnlif  hi  r  Wi  i-.c  Iass4*n  sich  zwei  Sekanten  bcniit/cn,  die 
einander  auLSerhalb  des  Kreises  schneiden.  Auch  bei  diesen  Konstruktionen 
bedarf  man  ffir  jedes  neue  a  bei  denselben  b  und  c  nur  eines  neuen  Kreisbogens* 
Schreibt  man  die  Bedingung  der  Aufgabe 

ax  ='  bc  . 

s(j  hat  man  die  Aufgabe,  ein  Rechleck  mit  den  Seiten  b,  c  in  ein  andres  mit 
der  Seite  ti  zu  \er\vaiulelu. 

2)  Sind  die  zweite  und  dritte  der  drei  gegebenen  Strecken  einander  gleich, 
so  entsteht  die  folgende  Aufgabe: 

Zu  zwri  (•  1^  ehr  n  e  II  Si  recken  die  dritte  Proportionale  zu  kon- 
struieren, d.h.  wenn  Ii,  b  die  gegebi-nen  .Strecken  sind,  eine  dritte  Strecke  .v 


§  30  Konstruktionsaufgaben  zur  Ähnlichkeit.  ^11 

xa  finden,  so  daß  ^, 

II  ^' 
aio  =  Pix  ,    jp  —  — 

a 

ist.  Dio  Aiiflö-cuii'j;  kann  in  (U'rst^llien  Wrise  (geschehen,  w'w  1mm  (icr  voripen 
Aufgabe,  indem  statt  c  die  Strecke  l>  wiederholt  gesetzt  wird.  Mau  kann  abt>r 
anch  die  Sätze  in  §  38  Nr.  1  von  den  mittleren  Proportionalen  beim  rechtwinkligen 
Dreieck  benntxen,  indem  man  ein  solches  Dreieck  so  konstruiert,  daß  entweder  ^  die 
Höhe  undtf  der  eine -Abschnitt  der  Hypotenuse:  oder  ^  eine  Kathete  und,  je  nachdem 
a  größer  oder  k!»-!ner  als  />  ist,  ij  entweder  die  Ilypoleimse  odrr  die  Projektion 
jener  Katlietc  aul  die  Hypotenuse  wird.  Bei  der  ersten  Konstruktion  ist  der 
andre  Abschnitt  der  Hypotenuse,  bei  der  zweiten  die  Projektion  der  Kathete 
auf  die  Ilypotenus«*  oder  diese  selbst  die  gesochte  Strecke.  Da  man  femer 
die  obige  Proportion  in 

tfjp  =  ^« 

umformen  kann,  so  ergibt  sich  die  Zusammengehörigkeit  dieser  Aufgab«*  mit 
der  friihi  rn:  citi  gegebenes  Quadrat  in  ein  Rechteck  tn  verwandeln,  von  dem 
eine  Seite  gegeben  ist. 

3)  Die  Aufgabe  zu  zwei  gegebenen  Strecken  die  mittlere  Propor- 
tionale zn  konstruieren, 

d.  h.  wenn  a,  6  die  gegebenen  Strecken  sind,  eine  dritte  Strecke  x  za 
finden,  so  daß 

ist,  läUt  sich  ebenfalls  mittels  der  S&tze  vom  rechtwinkligen  Dreieck  (i;  2S  Nr.  l )  lösen. 
Konstruiert  man  über  einer  aus  .'1/?  —  a  und  BC  =  ^  bestehenden  Strecke  AC 
als  Durchmeüser  den  Halbkreis  und  errichtet  auf  AC  in  B  die  Senkrechte  BD, 
die  den  Halbkreis  in  /?  trifft,  so  ist  S£>  die  verlangte  Strecke;  denn  zieht  man 
AD  und  CVt  so  ist  der  Winkel  ADC  als  Peripheriewinkel  im  Halbkreise  ein 
rechter  und  somit  die  Höhe  BD  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ADC  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  den  .\bsclinitten  AB  und  BC  der  Hv|)Otenuse.  <  »der 
man  kann  auf  einer  Strecke  Aß,  die  gleich  der  gröliern  der  beiden  Strecken  «i,  b 
gemacht  ist,  eine  Strecke  AC  gleich  der  kleinem  abschneiden,  über  AB  als 
Durchmesser  den  Halbkreis  und  auf  AB  in  C  die  Senkrechte  CD  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  dem  Halbkreis  ziehen;  die  Verbindungslinie  AD  ist  dann  die  gesuchte 
Strecke  x. 

Man  kann  ferner  die  Sätze  ni  §  2U  Nr.  1  anwenden.  Zeichnet  man 
wieder  eine  Linie  Ad  welche  die  Summe  der  Strecken  AB  ^  a  und  ßC » ^ 
ist,  legt  dann  durch  A  und  C  einen  beliebigen  Kreis,  v<?rbindet  dessen  Mittel- 
punkt .1/  mit  /)'  1111(1  <  rri(  !it>  i  auf  J/B  in  B  die  S.  iikn'rliti',  dir  diMi  Kreis  in  D 
schneidet,  so  ist  BD  die  verlangte  Strecke  x,  denn  BD  ist  die  Hälfte  einer 
in  B  balbtetten  Sehne  und  daher  BD  •  BD  =  AB  •  BC.  Macht  man  AC  zum 
Durchmesser  des  Kreises,  so  wird  diese  Konstruktion  mit  der  ersten  der  vorher 
Miv^t'u'i  txMien  identisch.  —  Konstruiert  man  femer  als  Differenz  der  gegebenen 
Strrc  kl  n  AB  a,  AC  -  b  h'iji  diirrli  ß  und  feinen  beliebigen  Kreis  und  zieht 
an  diesen  von  A  aus  die  Tangenie,  so  ist  du*se  die  gesuchte  mittlere  Proportionale. 

Endlich  ergibt  sich  durch  die  Umformui^  der  obigen  Proportion  in 

.r'  ^  a  b 

tmmittelbar  der  Zusammenhang  d<'r  \orstel»end<'n  Aufgabe  mit  der  frühern,  ein 
gegebenes  Rechteck  in  ein  Quatlrat  zu  verwandeln. 

4)  Mit  dem  Namen  des  goldenen  Schnitts  (sectio  aurea,  auch  sectio 
divina)  bezeichnet  man  die  Teilung  einer  Strecke  in  der  Art,  dali  der  «^röUere 
Abschnitt  die  mittlere  Proportionale  zwiüchen  der  ganzen  Strecke  und  dem  kleinem 
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§  31 


Ahsrhiiitt  ist.  Bi'zciohin't  man  also  dir  zu  tcili-ndo  Stri'ckc  durch  <f,  den  grötteni 
Abschnitt  durch  x,  so  daU  der  kleinen-  «/  —  .v  ist,  so  soll 


sein. 


Zieht  man  an  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  M  (i'ig.  i  l'.i)  eine  dem 

Durchmesser  gleiche  Tangente  Aß  und  durch  B 

und  den  Mitt<'lpunkt  des  Kreises  die  Sekante, 
die  den  Kreis  in  C  uiu!  D  sehneidet,  so  ist 
JiD  in  C  naeli  «iem  yoldetjeu  Schnitt  geteilt, 
denn  es  ist  (§  29  Nr.  l,  2)). 

BA*-     /iC  .  HD 


und  da  AB      CD  nach  Konstruktion  ist,  auch 
"J  CD-  -  HC  '  BD  , 

Bü  :  CD  =  CD  :  BC  , 

Zieht  man  d.ih<'r  DA  und  darauf  CA'  parallel  zu  DA  bis  zum  Durchschnitt  X 
mit  AB,  80  ist  auch  ^IB  in  A'  nach  dem  5,'oldenen  Schnitt  {jeteilt,  denn  es  ist 

AB  :  AK  =  BD  \  CD  und  AX :  BX  =  CD  i  BC  , 

mithin  nach  der  letzten  Proportion: 

AB:AX^AX:BX  . 

Beachtet  man  noch,  daß  aus 

AB :  AX  ^  BD  \CD 


und  der  andern 


AB\BC  =  BD\  AB 


unter  Berücksichtißunf^  von  CD  ^  AB  lolj^i,  daü  AX  ^  BC  ist,  SO  eqribt  sich 
folgende  Auflösung  der  Aiifi,Mhe,  eine  Strecke  AB  ti  nach  dem  goldenen  Schnitt 
zu  teilen:  Man  errichU'  in  A  zu  AB  die  Senkrechte  AM  =  \  ti,  verbinde  A/ 
mit  B  und  mache  AfC  =  MA\  trägt  man  BC  auf  AB  von  B  auf,  so  ist  der 
Endpunkt  Y  der  gesuchte  Teilpmikt  und  BY  ist  der  größere  Abschnitt  der  nach 
dem  goldenen  Schnitt  geteilten  Strecke  a. 


^  31.    Ähnlichkeit  der  Vielecke. 


1,    V  erbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  .V  in  der  F.beiie  eines  \  ieleck9 
mit  allen  Ixkpunkten,  teilt  sämtlichf  V  erbindungslinien  in  demselben  hcltehiijeii 

^  \  erhaltnis,  derart  dali  alle  Teil[)unkie  entweder 
auf  den  Verbindungslinien  selbst  oder  daO  alle 
auf  deren  \'erlängerungen  über  die  Eckpunkte, 
oder  endlich  dali  alle  auf  den  Verlängerungen 
über  den  l'unkl  S  liegen,  so  sind  die  Teil- 
punkte  die  Eckpunkte  eines  Vielecks  von_ 
ebensoviel  Seiten  wie  das  erste.  Es  sei  ABCDE 
die  eine,  AtffCD^E'  (Fig.  IJli  die  .indr. 
dieser  Figuren,  also  iüA'  \  A'A  =  SB'  :  J/B 
u.  s.  w.,  mithin  aucli 


SA' :  SA 


S/r : 


bprt 


S7>' 

so  foli:t  ans     '2'2  Nr.  2,  4  i. 
^LB'i  1)C\  BC\  u.  s.  w.  parallel  «ind. 


SC :  SC  ^  .  .  . 
daU  je  zvrei  ent- 
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r-i<-<:t  hierbei  der  Punkt  S  auf  dcti  Vorlän^tTun^en  (In  \'(  rl)iiuiuiq||dinien 
A.-f,  B/f  u.  s.  w.,  so  sind  je  zwei  parallele  Seiten  gleich  gerichtet,  liegt  dagegen  .V 
auf  den  Streckeu  AA',  ß£f  u.  s.  w.  selbst 
(Fig.  125),  M  sind  je  sirei  paraUele  Seiten 
entgepreogetetzt  gerichtet 

Hieraus  fol^jt  weiter  naeh  H  Nr.  2,  S), 
daÜ  je  zwei  entsprechende  Winkel  der 
beiden  X'ielecke  gleich  sind.  Teruer  ist 
nach  §  22 

Jtff\AB^SB\SB  . 


also  auch 


FJg.lK. 


Ebenso  etgibt  sich  B'C  :  BC  =  Clf :  CD  «  SC  :  SC  u.  s.  w.  und  hieraus, 

daß  je  zwei  entsprechende  Selten  der  beiden  Vielecke  dasselbe  N  erhälmis  haben. 

Hiernach  kann  jedes  dieser  Vi«'l<'cke,  ehonso  wie  bei  ähnlichen  Dn-iecken 
(§  27  Nr.  1),  als  ein  Bild  des  andern  in  verkleinertem  oder  vergröUertem  Mattstab 
angesehen  werden.  Sie  haben  also  gleiche  Gestalt  und  man  nennt  sie  ähnlich. 

Während  zwei  Dreiecke  ähnlich  sind,  wenn  sie  in  den  Winkeln  überein- 
timmen,  und  die  Pro])ortioTi.-iIität  der  Seiten  atis  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt,  ist 
bei  Vielecken  von  melir  als  drei  Seiten  die 
Gleichheit  der  Winkel  niclii  ausreichend,  um 
sie  als  ähnlich  su  bezeichnen.  Wenn  man  &  B. 
in  einem  Viereck  ABCD  (Fig.  126)  zu  einer 
Seit«'  AD  die  Parallele  ,417  zieht,  so  hat  das 
\  iereck  A BCiy  offenbar  nicht  dieselbe  Gestalt, 
wie  ABCD,  Es  gehört  zur  Ähnlichkeit  zweier 
Vielecke,  dafi  sie  in  den  Winkeln  überein- 
stimmen und  die  entsprechenden  Seiten  pro- 
portional sind. 

Aus  der   obigen   Untersuchung   geht  nun 
hervor,   daß   beide  Bedingungen  erfülU  sind, 
wenn  entsprechende  Eckpunkte  zweie-r  Vielecke  auf  Strahlen 
denselbi'n    Punkt    i^ehen    nrul    zugleich  die 
oder  entjiepen^esct/.tem  .Sinne  parallel  sind. 

2,  Uragek«  liri  lassen  sich  zwei  ähnliche  Vielecke  in  eine  solche  Lage  zu 
einander  bringen,  daB  je  zwei  entsprechende  Seiten  parallel  sind;  in  diesem 
Fall«'  ^ehneirl.  n  die  VerbindnngsUnien  je  zweier  entsprechender  Eckpunkte  ein- 
nndi  r  in  detuselben  Pimkt  und  werden  durch  ihn  im  Verhältnis  zweier  ent- 
sprechender Seiten  der  \  lelecke  geteilt.     Denn  \vf>nii 

AB  :  AB^  =  BC :  B'C     CD  :  CD' 

u.  s.  w.,  und 

s  Z  ABC  =  Z  ^B'C  ,    Z  BCD  «  ZB^CLf 

u.  s.  w.,  \  orausgesetzt  wird,  so  kann  man  das  Vieleck  AJ^Clf  ...  so  lepen,  daß  A B* 
parallel  zu  AB  wird,  und  wenn  man  durch  A  und  A,  B  und  B' ,  C  und  C  u.  s.  w. 

die  Geraden  zieht,  der  Winkel  B'BC      ABC      ABB'  und   der  Winkel  BB'C 
AB'C      AB'B.  da  iiacli  \'oraussetzunii  .//^r      .  f/VC',  und  da  ferner 

ABB'  innl  AB'B  als  korrt'spondierende  oder  Wechseiwinkei  an  Parallelen  ein- 
ander gleich  sind,  auch  BB*C  =  B'BC  sein  muß.  Hieraus  folpt  aber,  daß  auch 
B'C  parallel  zu  BC  ist.  l)ah«'r  ist  U-rner  der  Winkel  BCC  J.  :<  U  B'CC  und 
also  auch  BCD  BCC  //'("'//  B'CC  oder  CCD  CC//,  woraus  wie.ler 
folgt,  datt  CD  parallel  zu  C'D'  ist.    Indem  man  in  dieser  Weise  bis  zum  leUten 


Fig.  U& 

liefen,  die  durch 
entsprechenden  Seiten  in  gleichem 
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Seitenpaaro  (ortschr«Mtrt,  findet  man,  daß  jf  zwei  <*m'?j>rr'rhpndc  Seiten  der  Vx'iden 
Vielecke  parallel  sind.  Es  schneide  nun  HB'  s«.'lbst  oder  in  ihrer  \  erlänj;erung 
die  durch  A  und  A'  gebende  Gerade  in  einem  Punkte  eo  folf^t  ans  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  ABS^  AffSt  die  dnrch  die  Gleichheit  der  Winkel  bewiesen 
wird,  daß 

AS  :  S^r  =  Aß  :  AB' 

ist  Schneidet  ferner  die  darch  C  und  0  gehende  Gerade  AA  in  5'«  so  ergibt 
sich  in  entsprechender  Weise 

AS'\S'A=BC\B'C  , 

nnd  da  nach  der  Voraussetzung 

BCxB*C'=AB\A'B* 

ist,  so  muß  auch 

.-^.S"  :  SA  ^  AS  :  SA 

sein.  Es  liegen  aber  S  nnd  S'  entweder  beide  auf  AA  selbst  oder  beide  auf 
deren  V' erlängeninj;,  und  tia  sie  AA  in  demselben  Verhältnis  teilen,  sn  mitU  nach 
§  23  Nr,  3,  S'  mit  .V  zusammenfallen.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dali  auch 
DEf  die  AA^  und  ebenso,  daß  jede  derartige  Verbindungslinie  diese  Gerade  in 
demselben  Punkte  S  schneiden  muß.  Hiermit  ist  bewiesen,  dnU  alle  diese  Ver- 
bindungsliiiioti  7weicr  eiifsprerhendnr  Krkpnnkrp  finnnder  in  demselben  Punkte 
schneiden,  und  außerdem  zei^t  der  vorstehende  Beweis,  daß 

AS\  SA  ^  BS\  SB'  ^  CS  \  SC  ^  ...^  AB  \  AB' 

U,  8.  »V.  ist. 

Zwei  äiinliche  Vii'lecke,  deren  entsprechenden  Seiten  parallel  8in(i,  lial)en 
zugleich  die  Eigenschaft,  daß  ihre  entsprechenden  Eckpunkte  auf  Strahlen  liegen, 
die  durch  denselben  Punkt  gehen.  Man  sagt,  daÜ  zwei  solche  ähnliche  Vieleck* 
perspfktiv  lipL^in.  Der  Punkt  .V  heiüt  ilir  A  ii  n  1  i  (  h  k  r- i  t  sp  un  k  t.  Liegt  er 
aui  der  Verlängerung  der  Verbiiuluiigslinie  zweier  entsprechender  Eckpunkte,  so 
ist  er  ein  äuUerer,  liegt  er  auf  dieser  N'erbindungslinie  selbst,  so  ist  er  ein 
innerer  Ahnlichkeitspunkt  Ein  äußerer  Ahnlichkeitspunkt  teilt  die  Ver- 
bindungslinie zweier  entsprechender  Eckpunkte  auUen,  ein  innerer  Ahniichkeils- 
punkt  innen  im  \'erhältnis  /w«'icr  •■ntsprcfhender  Seiten.  Im  crsteri  Tille  >ind 
die  entüprecheuden  Seiten  in  gleichem,  im  zweiten  ui  enlgegeugeselzleui  Sinne 
parallel. 

Hat  das  Teilverhältnis,  in  dem  der  Ähnlichkeitspunkt  die  Verbindungslinie 
zweier  entsprechender  Eckpunkte  teilt  den  absoluten  W<  rt  1 ,  so  sind  die  ent- 

spri'chendeii   Sriieii   der  ähnlichen 

— y'N.  /s.  Vielecke  einander  gleich,  diese  also 

y  j/^  kongraent.    Sind  nun  die  gleichen 

X  — — — —    —  -  -^Sj-, —    Seiten  in  gleichem  Sinne  parallel, 

— i^v"^  - — /''j^s/ —  /  Ähnlichkeitspunkt  un- 

N,  /  /  endlich    lern,    die  eiitsprecht'iiden 

N.      \^C'  >r      ~Z>T*  Kckpunkle    daher    auf  Parallelen. 

— .  ^^^'^^  Zwei  kongruente  Vielecke  können 

pj^  jjjy  daher  in  die  Lag»-  gebracht  werden, 

daU  ilire  eiitsprrchenden  Kckpinikte 
auf  Parallelen  liegen-  Dieser  besondere  l  all  der  Perspektiven  heiüt  all  ine  Lage. 
Die  affin  liegenden  kongruenten  Vielecke  AHCDE  und  AlfCLfE'  (Fig.  127) 
können  durch  parallele  Verschiebung  des  einen  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Sind  dagegen  dif  gleichen  Seiten  zweier  kongruenter  Vieleck»'  in  entgegengesetztem 
Sinne  parnlle],  sn  haben  diese  einen  Inneni  Ahnlichkeitspunkt,  der  die  Ver- 
bindungslinien zweii-r  eiilspr<'cliender  Kck|>uiikte  halbiert  (l'ig.  12.s).    Sie  lassen 
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sich  durch  Drehaof;  eines  Vielecks  um  den  Ähnlichkeitspunkt  S  zur  Deckunj; 
bringen. 

3.  Aus  den  L  riicrsu<  imn(ieu  in  Nr.  1  und  2  ergibt  sich  die  Lösung  der 
•Vufgabe,    zu    einem    Vieleck  \ 
ein  ähnliches  va  konstmicrent 
dessen  Seiten  za  den  des  ge- 

<,'eht*nen  in  einem  geyebenen 
\'erhäliuis  stehen.  Mau  kon- 
struiert ein  perspektiv  liegen* 
des  Vieleck,  indem  man  den 
äuUern  oder  Innern  Ähnlichkeits- 
punkt willkürlich  wühlt.  .\m 
einfachsten  läßt  man  ihn  mit 
einem  Eckpunkt  zusammen- 
fallen.   Ebenso  kann  man  zu 

einem  \'i''li'(  k  i-in  kongruentes  in  .iffincr  L.'i'j;«'  oder  in  perspektiver  Lage  konstruit^rcn. 

4.  Jede  (jerade,  die  durch  den  Ahnli<*hkeifs|»nnkt  zweier  perspektiv  liegender 
ähnlicher  \'ielecke  geht,  heilit  ein  Ahnlichkeitsstrahl. 

Teilt  man  zwei  entsprechende  Seiten  dieser  Vielecke  in  demselben  Ver- 
hältnis, so  geht  die  Verbindungslinie  der  Teilpunkte  durch  den  Ähnlichkeitspunkt 
und  wird  ilnr(  h  ihn  im  Verhnliiiis  dfr  entsprecluMuli'n  Seiten  geteilt.  Der  Beweis 
hierhir  kann  in  derselben  Weise  gelührt  werden,  wie  m  Nr.  2.  Durch  indirekte 
Beweisführung  läüt  sich  hieraus  folgern,  daß  jeder  Ähnlichkeitsstrahl,  der  das 
eine  Vieleck  schneidet,  auch  das  andre  schneiden  muß,  and  zwar  anf  ent* 
spr»'chonden  Seiten  und  daß  diese  durch  die  Schnittpunkte  in  gleich<'ni  Ver- 
hältnis geteilt  werden.  Sin«!  J/'A"  und  J/A*  die  innerhalb  der  Figuren  fallenden 
Abschnitte  des  Ahiilichkeiisstr  ilils.  so  folgt  aus 

M'S ;  SM  -  A  'S  :  67V  =  ^B' :  AB  , 

daß  auch 

(J/'.f  -  N\S)  :  {SA/  -   .SA  )  =  A'ß' :  y4B 

ist,  d.  Ii.  die  innerhalb  der  \  ielecke  fallenden  Abschnittt!  eines  ^Uinlichkeitssirahls 
verhalten  sich  zueinander  wie  zwei  entsprechende  Seiten. 

Werden  auf  einem  Ähnlichkeitsstrahl  zwei  Funkte  /*,  P'  so  angenommen, 
(i.iLl  ihre  .Abstände  vnn  fh m  Ahnüchkeitspunkt  .V  sich  zueinaiuh'r  verli.ili.  n  wie 
zwei  entsprechende  Sriteii,  und  hegen  J*  und  J",  falls  .V  ein  äußerer  Ahidichkeits- 
punkt  ist,  auf  derselben  Seite,  falls  er  ein  innerer  ist,  auf  verschiedenen  Seiten 
von  St  so  sind  die  Punkte  P,  f  entsprechende  Punkte  der  beiden  ähnlichen 
Vielecke.    Für  sie  ergebeu  sich  folgende  Sätze: 

Der  .\bstand  des  Punkt«'s  P  von  ein(Mn  Eckpunkt  A  des  /ugehririeen  \  lelccks 
verhall  sich  zum  Abstand  des  Punktes  P'  von  dem  entsprechenden  Eckj)unkl  A 
des  andern,  wie  zwei  entsprechende  Seiten,  und  die  Verbindungslinie  PA  ist  der 
Verbindungslinie  fAt  parallel.  Allgemein  ist  die  Verbindungslinie  zweier  zu  dem 
einen  Vieleck  gehörigen  Punkte  der  Verbindungslinie  entsprechemlrr  Punkte  des 
andern  parallel  und  verhält  sich  zu  ihr.  wie  eine  Seile  der  ersten  zur  eiitsprer>ie!ideTi 
Seite  der  andern.  Beide  Verbiudungsliuieu  l)ilden  mit  jedem  Ahnlichkeitsstrahl, 
und  ebenso  bilden  je  zwei  solche  entsprechende  Strecken  miteinander  gleiche 
Winket.  Zieht  raan  umgekehrt  von  jedem  von  zwei  entspret  hendeu  Punkten 
zweier  älitdichen  und  perspektiv  Heißenden  Vielecke  Strecken,  die  sich  zueinander 
wie  zwei  entsprechend«'  Seiten  verhalten  und  einander  parallel  sind,  und  sind 
diese  .Strecken  beidi;  gleich  gerichtet  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  su  liegc-u 
die  Endpunkte  der  Strecken  anf  einem  Ähnlichkeitsstrahl. 

Insbesondere  sind  daher  ents|)rechende  Diagonalen  zweier  solcher  \  ieU'ckc 
parallel,  vorhalten  sich  zueinander  wie  zwei  entsprechende  Seiten  und  bilden 
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mit  ji  df-Tii  Ahiilirhkfitsstrahl,  sowie  mit  zwei  cnlsprortu  iHicii  Scin'ii  und  mu  zwei 
andern  i-ntsprechenden  Diagonalen  desselben  VieK:cks  gleiche  Winkel. 

5*  Da  mrei  entsprechende  Strecken  zweier  ähnlicher  Vielecke  «ich  ntmer 
wie  zwei  entsprechende  Seiten  verhalten,  so  kann  man  dieses  Verhältnis  das 
1h' rrsi  hende  Verhältnis  <ler  beiden  ähnlichen  Vielecke  nennen.  Dieses  blcihl 
erhalten,  wenn  man  die  hficlnn  nhnlirhen  Vif-U-cke  aus  ihrer  perspektivnn  Laijf 
bringt;  wenn  sie  also  beliebig  in  der  Kbene  liegen.  Daraus  lassen  sich  noch 
folf>ende  bemerkenswerte  Säbse  ableiten: 

Teilt  man  jedes  von  zwei  ähnlichen  Vielecken  durch  die  von 
zwei  entsprechenden  F.  i  k  p  n  ii  k  t  e  n  n  tise  e  hen  d  c  ii  I)ia^onalcn  in  Drei- 
ecke, SO  sind  je  zwei  entsprechende  Dreiecke  ahnlich. 

Lassen  sich  umgekehrt  zwei  Vielecke  durch  Diagonalen  in  gleich- 
viel Dreiecke  zerlegen,  die  paarweise  ähnlich  sind  und  entsprechend 
liefen,  so  sind  die  X'ieleckc  ähnlich. 

K «'gclmäU iiri>  \'iflt  (  kc  von  iileicher  Seitenzahl  sind  ähnlich,  weil 
ihre  Besiimmungsdreiecke  ahnlich  sind. 

Die  Mittelpunkte  zweier  regelmäßiger  «-Ecke  sind  entsprechende  Rnnkte. 
Die  Radien  de?  Um-  und  Inkreise  zweier  regelmäßiger  «-Ecke  sind  entsprechende 
Strecken. 

Die  Umfange  zweier  ähnlicher  Vielecke  stehen  in  dem  herrschen- 
den Verhältnis. 

6.  Sind  ABCD . . .  und  Äffay* . .  zwei  ähnliche  »»Ecke,  und  teilt  man 

sie  durch  Diagonalen,  die  von  entsprechenden  Eckpunkten  /f.  A'  ausg«'hen,  in 
Dreiecke,  so  ist,  da  diese  paarweise  ähnlich  sein  müssen,  nach  §  27  Nr.  3 

A  ACD :  LAC  ET  =  DC* :  EfC^  =  AB* :  AB* 
und  in  derselben  Weise  fortschreitend 

6.  ADE :  AAl/£'  =  DE*  :  I/£'*  =  AB* :  AB* 
u.  s.  w.    Also  ist 

A  A/iC :  .4'/rc'  -  ACD  :  A'C/r  -  AD£  :  A'/yj-y  -  . . .     A/i'  :  A'/r-  , 
niul  mithin  auch 

(ABC  H-  ACP  -i  API-:     .. .):  \  f/rc  +  /fC/T  +  . . .)  ^  A/r- :  .-r/y"^  . 

Sind  also  die  Inhalti    di  r  ähnlichen  Vielecke  und  das  herrschende 

\'erhältnis  a  :  tf,  so  ergibt  sich 

F*-        "  ' 

d.  h.  die  Flächeninhalte  ähnlicher  Vii  I,  i  kr      rlinlien  sich  zueinander 
wi«'    die    Quadrate    entsprechender    Seilen,    oder   das  X'erhältnis  der 
r  lächcninhalttr    ähnlicher   Vielecke    ist    gleich    dem    Quadrate  des 
herrschenden  Verhältnisses. 
Ungekehrt  ist 

wonach  zu  einem  Vieleck  ein  ähnliches  konstruiert  werden  kann,  des.sf*n  Flächen- 
inhalt zu  dem  des  gegebenen  in  <'in«Mn  i:e'^ebeiien  \  erlialtiiis  steht. 

lue  Anwendung  des  Sntzes  ist  nuch  di«  f'  I..fTuie  \'r i .in.:eiiieiiiertini,'  des 
phvtha'^oreischeii  Lehrsatzes:  Konslruiert  man  utier  den  Seiten  eines  reclitwiiiklii;eti 
Dreiecks   als   ent.spreclieiide  Seiten    almliche  V  ielecke,   so  ist  das  \  leleck  über 
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der  Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  Vielecke  über  den  Katheten.  Denn  sind 
<i.  /'  die  Katheten,  <:  die  Hjrpolenus«  und  haben  die  ähnlichen  Vielecke  die 
Inhalte  Z;^,  J''^,  Z^,  so  ist 

'    ^  "  /r«  ' 

iolglich  auch 

+  ^  _  4- 

und  daher 


^  1 


Fünfter  Abschnitt. 
Messung  und  Teilung  des  Kreises.    Regelmäßige  Vielecke. 
^  'VI.     Messung  und  Teilung  von  Winkeln  und  Kreisbogen. 

1.  Das  Messen  von  Winkeln  i^rsehieht  wie  bereits  in  3  Nr.  '5  aii- 
irej^eben,  mittels  de«;  rerfiten  Winkels  und  seiner  Unterabteilungen.  Wahrend 
<lie  Bestinununji  der  Längeneinheit  und  inlolgedesscn  auch  derjenigen  der  Hachen- 
einheit  der  Willkär  anheimgegeben  ist  und  daher  ffir  den  praktischen  Gebrauch 
durch  fii'.setzliche  Anordnungen  (Meter,  Centimeter  u.  dj^jl.),  jedoch  in  verschiedenen 
Ländern  in  \  erschii-dener  Weise  frstsjesetzt  wurde,  existiert  für  die  \\ -fkel  eine 
in  ihrer  Natur  begründete  Kinheit,  die  überall  in  gleicher  Weise  gebraucla  wird. 
Nur  über  die  Bestimmung  der  kleinern  Teile  dieser  natürlichen  Einheit»  des 
rechten  Winkels,  können  Verschiedenheiten  bestehen,  doch  ist  die  Einteilung 
in  90  Grade  zu  r.o  ?^Iinuten  zu       Sekunden  bis  jet/.i  fast  allgemein  gebräuchlich. 

Die  wirklicite  Ausführung  des  Messeris  von  Winkeln  mittels  dieser  Kin- 
heiten  wurde  jedoch  bisher  nicht  gelehrt,  vielmehr  die  Resultate  vorgenommener 
Messungen,  wo  solche  behafs  Erläuterung  vorgetragener  Lehren  benutzt  wurden, 
als  gegeben  voransgesetst.  Selbst  die  Herstellung  dieser  Einheiten  wurde  bisher 
noch  nicht  vollständig  ermöglicht,  denn  es  ist  zwar  die  Konstruktion  eines  rechten 
Winkels-  und  fler  Hnrrh  wiederholte«  Halbieren  entstehenden  Teile,  sowie  nnrli 
tur  di'u  rechten  Winkel  insbesondere  die  Teilung  in  drei  gleiche  Teile  gelehrt 
worden,  allein  man  erhält  anf  diesem  Wege  nur  Winkel  von  90',  00*,  45 ^ 
:iU",  1")"  und  \'ielfache  dieser  Winkel  oder  Bruchteile  von  Geraden  enthaltende 
Hälften,  \'iertel  u.  s.  w.  Die  Konstruktion  eines  Winkels  von  einem  Grad  ist 
noch  nicht  möqlirh  gewesen. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dab  ein  als  Linheit  dienender  Winkel  gegeben 
sei,  so  ist  die  Ausführung  des  Messens  von  Winkeln  durch  wiederholtes  Abtragen 
der  Kinheit,  ähnlich  wie  beim  Messen  \on  Flächen,  nicht  bequem.  Man  pflegt 
deshalb  die  Winkelmessiini:  nnf  andre  W.  ise  auszuführen. 

Beschreibt  man  um  den  Scheitel  C'  eines  Winkels  mit  beliebi^rem  Radius 
einen  Kreis,  so  dali  dieser  Winkel  Centciwinkel  des  Krei.ses  wird,  so  gehört  zu 
ihm  ein  zwischen  seinen  Schenkeln  liegender  Kreisbogen,  dessen  Größe  von  ihm 
abhängig  sein  muU.  Nai  h  lö  Nr.  1  gehören  zu  gleichen  Centriwinkeln  desselben 
Kreises  oder  e'fi«  lier  Kreim*  'gleiche  Rogen.  Z«ei  ungleiche  ( "<»nf  riwiukel 
desselben  Kreises  smd  entweder  vollkommen  genau  oder  bis  zu  jeder  not- 
wendigen Genauigkeit  Vielfache  eines  dritten  Winkels.  Denkt  man  sich  diesen  Winkel 
auf  beide  aufgetragen,  so  wird  jeder  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  geteilt,  die  zu 
ihnen  gehurigen  Bogen  sind  aber  einander  gleich,  also  werden  auch  die  zu  ihnen 
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j:eh5ric<*n  J?oi:r>n  in  gleiche  Teile  geteilt  oder  beide  Ro'^en  sind  dieselben 
X'ieliachen  eines  Bogeas,  wie  die  Wiukel  von  einem  Winkel.  Somit  gilt 
der  Satz: 

Centriwink el  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise  verhalten 
sieb  zue i nati  fi (•  r  wie  die  zugehö  riurn  Ronen. 

Hieraus  folgt,  daß  das  \'erhäUnis  zweier  Kreisbogen  sich  nicht  ändert,  wenu 
der  Radius  der  Kreises  größer  oder  kleiner  wird»  falls  die  zugehörigen  Centri» 
winket  dieselbe  Grdfie  behalten.  Das  Verhältnis  xweier  Centriwinkel  kann  also 
durch  das  der  zugehörigen  Bogen  ersetzt  werden  und  umgekehrt  und  ist  un- 
abhängig von  dem  Radius. 

Es  können  also  die  Messungen  von  Winkeln  durch  die  \on  Kreisbogen  aus- 
geführt werden  und  umgekehrt.  Als  Einheit  des  Kreisbogens  dienen  der  zum 
rechten  Centriwinkel  gehörige  Bogen  desselben  Kreises,  der  Quadrant  und  die 
durch  dessen  Teilung  in  1)0  gleiche  Teile  u.  s.  w.  entstehenden  Bogen.  Die 
ganze  Kreislinie  wird  hiernarli  in  300  gleiche  Teile  geteilt.  Jeder  Teil  erhält 
auch  den  N'amen  Grad,  insbesondere  Bogeograd  zum  Unterschied  von  Winkcl- 
grad  und  kann  entsprechend  wie  dieser  in  00  Bogenminuten  und  60  •  60  Bogen» 
Sekunden  geteilt  werden. 

Die  so  gewonnrnm  Kiiihriten  für  Kret^b^^('Il  sind  für  MTschicdenf*  Kreise 
verschieden.  Jeder  Kreisbogen  wird  hiernach  durch  einen  an(l<Tn  Hout  ii  des- 
selben oder  eines  gleichen  Kreises  gemessen;  für  jeden  Radius  i.Hl  daher  die 
Einheit  der  Bogen  zu  bestimmen  und  es  können  nicht  Kreisbogen  verschiedener 
Radien  miteinander  verglichen  werden.  Die  so  erhaltenen  Zahlen  der  Kinheiten 
von  Kreisb()i;<"ii  <;pbcri  tiicht  ihre  al).solutrt)  Längen,  sondern  nur  die  Verhältnisse 
zur  Lange  eines  bestimmten  Höpens  <lesselben  Kreises  an. 

-  Die  Gleichmäßigkeit  in  der  angegebenen  Teilung  des  Kreises  und  der  Winkel 
führt,  da  jeder  Centriwinkel  sich  zum  Winkelgrad,  wie  der  zugehörige  Bogen  zum 
Bopengrad  verhalten  muß»  ZU  dem  Satze: 

Jedir  HoL;«*n  eines  Kreises  hat  so  viel  Bo  ge  n  e  i  ti  h  <•  i  t  cti  ,  wie  sein 
Centriwinkel  Winke leinheiten  und  es  kann  somit  die  Zahl  der  Winkel- 
Grade,  «Minuten  und  -Sekunden  eines  Winkels  durch  die  der  Bogen-Grade  u.  s.  w. 
irgend  eines  zugehörigen  Kreisbogens  ersetzt  werden  und  umgekehrt 

Daher  bedient  man  sich  zum  Messen  und  .\uftragen  von  Winkeln  eines 
geteilten  Kreises  von  belichi'^cm  Radii!«^.  dessen  Miftelpinikt  auf  den  Scheitel 
des  Winkels  gelegt  wird.  Die  naliere  Krorterung  der  l>eiretienden  Insirunienie, 
wie  des  Transporteurs,  des  Theodolits  n.  dgl.,  findet  man  in  den  betreifenden 
Schriften  über  praktische  Geometrie.  Die  Einrichtung  und  der  (lebrauch  des  zum 
Zt'ichneTi  heniitzteri,  den  ^''^^'^hidichen  Reißzeugen  bi-ii^cnobniipn  l'ransporteurs, 
eines  geteilten  Halbkreises,  durlle  nun  unmittelbar  verständlich  sein. 

2.  Die  Aufgabe  der  Teilung  und  Messung  von  Winkeln  ist  hiemach  zurück- 
geführt auf  die  Teilung  von  Kreisbogen;  ebenso  kann  man  umgekehrt  diese 
auf  <lie  Teilung  der  Winkel  zurückführen. 

Di«'  'I'ciluni:  von  Kreisbogen  diir(  !i  elementare  Konstruktion  unterlie.:!  d.i- 
her  denselben  Schwierigkeiten,  wie  die  von  Winkeln.  £ine  allgemeine  Aullusung 
der  Aufgabe  kann  auch  hier  nur  für  die  Teilung  in  zwei  und  die  durch  wieder* 
holtes  Malbieren  aus  diesen  erhaltenen,  also  in  2*  gleiche  Teile  gegeben  werden 
und  schon  die  allgemeine  Tt-ilnng  eines  Kreisbogens  in  drei  gleiche  Teile  ist 
wie  tlie  Trisektion  des  Winkels,  rtHttels  alleiniger  Anvveruhing  von  Lineal  und 
Zirkel  niclii  austülirbar.  Zur  liaibierung  eines  Kreisbogens  hat  mau  nur 
nötig,  um  jeden  seiner  Endpunkte  mit  demselben  beliebigen  Radius  und  auf 
flerselben  Seite  des  Bosens  je  einen  weitern  Kreisbogen  zu  beschreiljen  und 
ihren  Schnittpunkt  mit  d-m  Mittelpunkt  d("s  gei,'el>enen  Kreises  oder  luch,  z.  B. 
wenn  der  MiUelpuukt  nirlit  gegeben  ist,  mit  dem  ebenso  bestiminu  ;i  zweiten 
Schnittpunkt  der  beiden  llilfsbogen  zu   verbinden,  denn  diese  Linie  iialtiiert 
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nach  yl  2<i  Nr.  2,  5)  den  /nu-  liörim'n  CentriwinkrI.  Im  n'*"'"''''''''*''"*"  Zeichnen 
wird  v'in  BoLifn  i;«'""''Hnlirii  durch  I'rohirrrn  halbiert  (v^l.      2o  Nr.  2). 

Anders  als  mit  der  i  eilung  beliebiger  Kreisbogen  verhält  es  sich  mit  dem 
bosondera  «richtigen  Fall,  daO  die  ganze  Kreislinie  in  eine  vorgeschriebene  An> 
sabl  gleicher  Teile  neteilt  werden  soll.  Dann  sind  auch  noch  andere  Teilungen 
mönlirh,  «'bciT^n  wie  die  Tris^krion  des  Winkels  in  di-m  besondern  Falle,  <lal5 
dieser  ein  n  c  liii  r  ist.  Um  den  }ianz<"n  Kreis  in  //  gleiche  Teile  zu  teilen,  ist 
es  notwendig  und  liinr<Mrhend,  zu  zt-i^jiMi,  wi«*  sieh  ein  Winkel  konstruieren  läßt, 

beträgt,  denn  n  solche  Centriwinkcl  ivarden  aneinander  ge- 


dessen  Gröüc 


legt  lusammen  und  der  ZU  einem  solchen  gehörige  Bogen  würde  also  den 

ff-ten  Teil  fips  Kreis<*s  betrag<'n.  Firt  solcher  Winkel  läßt  sich  mit  Lineal  und 
Zirkel  nur  tur  einige  Werte  von  //  konstruieren. 

Für  «  2 ,  d.  h.  (fir  die  Teilung  des  Kreises  in  zirei  gleiche  Teile»  hat 
man  nur  einen  Durchmesser,  für  «r  »s«  4  s«'ei  zueinander  senkrechte  Durchmesser 
zu  ziehen. 

Für  //  f>  trrii,'!-  man  den  Kadius  sechsmal  nacheinander  als  .Sehne  in  den 
Kreis  ein.  \  erbindet  man  nämlich  die  Endpunkte  einer  solchen  Sehne  mit  dvm 
Mittelpunkt»  so  entsteht  ein  gleichseitiges  Dreieck»  mithin  beträgt  der  zu  ihr  ge- 
hörige C'entriwinkel  (50",  d.  i.  den  sechsten  Teil  VOn  MfJO". 

Für  n  —  10  Irili-  man  l  incn  Radius  nach  dem  poldc- 
ncn  .Schnitt  (5;  80  Aulg.  4)  und  trage  den  grölSern  Abschnitt 
zehnmal  nacheinander  als  Sehne  in  den  Kreis  ein.  Ist  der 
Bogen  AB  (Fig.  129)  der  sehnte  Teil  des  Kreises»  also  der 
zu  „'(  hörige  Zentriwinkel  ACH  ^  30',  so  erhält  man  durch 
die  Si  hnp  AP  ein  iilrii  hs<  hrukliu'es  Dreieck,  in  dem 
jeder  Winkel  au  d.  r  Grundlinie  gleich  ^(18Ü<J  —  30") 
—  72*,  also  düi>}>clt  so  groß  als  der  Winkel  an  der 
Spitze  ist  Halbiert  man  also  den  Winkel  CAB^  so  ist, 
wenn  D  den  Schnittpunkt  der  Halbierungslinie  mit  CB 
bezeichn<>t, 

Z  CAD  =  Z  ACD  ,    also    Aü  -=  CD  . 


FiK.ua 


72''  ist,  auch  /  ADB 

in 


Ebenso  ist  /  DA/i  -  /  CAD  -~  3G^  und  da  /  CBA 
=  72",  mithin  AD  =  Ali.    Daher  ist  auch  AH      CD.    Die  Ilaibirnincr'jlinif 
teilt  aber  die  gegenüberliegende  Seite  im  Verhältnis  der  anliegenden  (vgl.  §  2;i 
Nr.  Ti\  es  ist  also 

AC'.AB=  CDiDB  » 

und  mitbin  auch 

CB :  CD  =  CD  :  DB  . 


d.  h.  CB  ist  in  D  nach  dem  goldenen  Schnitt  geteilt,  und  AB  ist  gleich  dem 
gröfiem  Abschnitt  CD.  Umgekehrt  ergibt  sich,  wenn  CBiCD^CDiDB  und 
AB     CD  vorausgesetzt  und  AD  gezogen  wird»  daß  auch 


ACxAB^ABxDB 


sein  muß.  Da  hiernach  die  Dreiecke  ACP  und  BAD  in  einem  Seitenverliällnis 
übereinstimmen  xind  dt-n  fin.r<'schlosst'nen  Winkel  Ii  gemeinsam  haben,  so  sind 
sie  ähnlich.  Deshalb  muii  auch  ihiD  gleichschenklig,  also  Al>  --  AD  —  CD,  und 
daher  Z  DCA  Z  CAD  sein.  Ist  /  DCA  =  a,  so  ist  auch  jeder  der  Winkel 
DAB,  DAC  gleich  a.  mithin  CAB^ln,  also  CBA  ebetdalls  gleich  2a,  und 
die  Sumtrif^  d*  r  Winkl  I  des  Dreiecks  y^CZf  ■»  Ao.  Aus  rto—  IHO*  folgt  a  —  3C**; 
M'as  zu  beweisen  war. 
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Ffir  11=15  hat  man  den  Centriwinkel  von  '^^^  ■  —  24"  ta  konstniieien. 

lt> 

Da  24     60  —  36  ist,  so  hat  man  zu  diesem  Zweck  nur  die  Differenz  eines 

Sechstrls  und  eines  Zehntels  der  Peripherie  zu  konstruieren. 

Ans  rlcn  anyi'ijebenen  'I'rilun^en  des  Krei*ies  en^elxMi  sirli  andre  durch 
Zusammenlassen  mehrerer  gleicher  Teik'  zu  einem  und  durch  wirderholtes  Hal- 
bieren der  Teile.  Durch  Verdopphinp;  eines  Teiles  erhält  man  aas  der  Teilnnf; 
in  sechs  die  in  drei,  und  aus  der  TeilunR  in  zehn  die  in  fünf  ph'irhe  Teile. 
Durcli  n.ill)irr(  ii  rinrs  TrIIrs  orijiht  sicli  aus  der  Teihing  in  vier  ghMch«-  Tfile 
die  in  acht,  dann  aus  dieser  dir  in  sn  li/chn  fjleirhf  Teile  u.  s.  w.  In  pleiclx-r 
Weise  gelangt  man  von  //  —  G  aul  «  =  12,  24  u.  s.  w.,  von  n  =  10  auf  //  —  20, 
40  u.  8.  w.  und  von  «  s  15  auf  n  =  30,  60  u.  8.  w.  Allgemein  ist  man  also  mit 
Hilfe  der  u[*i\^en  Teilungen  imstande,  einen  Kreis  in  2  •  2*t  3  •  2*,  5  •  2*  und 
15  •  2"  gleiche  T«'ile  zu  teilen. 

Auf  diese  Teilungen  des  Kreises  besciiranlvle  sicli  liie  (jeomelrie  der  Alten. 
C.  F.  Galüs  zeigte  in  seinen  Jisquisitioius  aiithmetiau  17üü,  dalJ  auj^erdem  die 
Teilung  in  eine  Zahl  von  Teilen  durch  elementare  Konstruktion  möglich  sei,  wenn 
diese  eine  Primzahl  von  der  Form  2" 1  ist,  also  für  17,  237  U.  8.  V.  Er  er- 
weiterte also  die  obigen  vier  Reihen  \on  Teilungen  um  eine  unendlich  große 
.\nzahl  solcher  Reihen.  ^Vlle  sonst  noch  übrigen  Teilungen  des  Kreises,  aL>o 
beispielsweise  schon  die  in  sieben  gleiche  Teile,  sind  durch  elementare  Kon- 
straktion  nicht  möglich. 

Ks  ist  hiernach  möglich,  auüer  Winkeln  von  00",  Gtt",  4')",  30"  solche  von 
:{(>",  ISO,  ]-,..^  jvo       1,-1.      30  un,)  übrigen  Melfarhen  von  ."{'>  (Inn  Ii 

Konstruktion  zu  erhalten,  dagegen  ist  eine  solche  Konstnikiion  nicht  für  jeden 
beliebigen  Winkel  möglich.  Auch  die  Teilung  der  Winkelmeßinstrumente  in  einzelne 
(Jrade  und  deren  Unterabteilungen  kann  nicht  mittels  geometrischer  Konstruktion 
durchgeführt  werrlen:  sie  rrfolijt  in  der  Praxis  auf  mechanischem  Wci^i  'ttr  '1 
♦•ine  Teilniaschin«'.  Au(  Ii  luii  dem  Zirkel  kann  man  durch  Probieren  einen  Krt.  :s 
in  eine  beliebige  .\nzahl  gleicher  IVile  mit  annähernder  Genauigkeit  teilen,  und 
insofern  diese  Genauigkeit  nicht  igeringer  ist,  als  die,  welche  auch  bei  genauer 
Knnstruktion  in  der  praktischen  Ausführung  wegen  der  unvermeidlichen  Fehler 
der  Instrumf'nt»'.  d«T  Dicke  d(!r  die  Linien  darstellend«Mi  Stti«  he  u.  d^l.  m.  mir 
erreichen  ist,  kann  dieses  mechanische  Verfahren  die  raathen^atische  Konstruktion 
in  der  Praxis  eisetzen.   £s  gibt  auch  eine  große  Zahl  von  Käherungskonstntktionen. 


iUJ.     R«'gelmaliigr  \'ielecke. 


1,  Die  Teilung  der  Pi-ripherie  in  //  gleiche  'I'eile  luijrl  zunächst  auf  die 
Konstruktion  regelmäÜiger  Sehnen-  und  Taugcntenvielecke  eines 
Kreises.    Ist  nämlich  die  Peripherie  in  n  gleiche  Teile  geteilt  und  verbindet 

man  je  zwei  benachbarte  Ti'ilpunkte  miteinander,  SO 
enfstrlit  t  ili  Sehnenvir-lei  k ,  dessen  Si  iten  als  Sehnen 
gleicher  Bogen  einander  gleich  sind.  Da  auÜerdem 
die  Winkel  dieses  Polygons  Peripheriewinkel  auf  gleichen 
Bofien,  nämlich  auf  je  einem  aus  »  —  2  jener  gleichen 
Ti  il'-  i>!  >ieiiriiili  II,  -ind,  so  ist  das  \'ieleck  auch  gleicli- 
uinkiii:,  iN"  rrL,t  liTiäL'ig.  Ks  sei  ferner  durch  j<'(leii 
von  n  solchen  I  edpnnkten  die  Tangente  an  den  Kreis 
gelegt  und  so  ein  langetuten-zr-Eck  konstruiert.  Ai» 
der  Gleichheit  der  Bogen  ABy  BC  u.  9.  w.  (Fig.  130) 
fr)l.^n  dann  die  Gleichlvh  der  t'entri«  inkel  AMß, 
y>.l/C'  lt.  s.  w.  Da  nun  jedes  der  \  ierecke  AJ'/iM,  h\)C.l/  .  .  .  durch  die  Dia- 
gonalen .1//',  J/Q  ...  in  zwei  kongruente  Dreiec  ke  zerlegt  wird,  so  sintl  auch  <lie 


Digitized  by  Google 


§  38 


Kegelmäliige  Vielecke. 


321 


Fig.  ISl. 


Sämtlichen  Winkel  AMP^  PMB^  BMQ  u.  s.  w.  als  Hälften  gleicher  Winkel  von 

j;leicher  Größe.  Nun  ergibt  sich  auch  die  Kongruenz  je  xAveier  mit  einer  Kafh<*te 
aneinanderlif'^jrndr'r  Orricrke,  wie  PMB  und  H.\fQ.  tirul  riamit  schlieÜli<  h.  dali 
alle  Seiten  des  Polygons  PQ  .  .  .  und  ebenso  alle  Winkel  aus  je  zwei  gleichen 
Stärken  bestehen. 

IlterDacb  ist  man  in  d«'n  Stand  goselzl,  sowohl  in  als  um  jeden  gegebenen 
Kreis  ein  regelmäliiges  Vieleck  zu  hcsrhrcibrn ,  dessen  Sf'itfii/.,ilil  in  einer  der 
Formen  2  •  2",  3  •  2",  5  •  2",  lö  •  2"  enthalten  ist,  oder  die  Seite  eines  solchen 
regelmäüigen  Vielecks  zu  konstruieren,  wenn  der  Radius  des  Um-  oder  Inkreises 
gegeben  ist 

Soll  dagegen  ein  regelmäßiges  Vieleck  über  einer  gegebenen  Seite  konstruiert, 
oder  soll  zu  der  M(M...t,,Mieu  Si-ite  der  Radius  d(-s  Um-  oder  Inkreises  gefunden 
werden,  so  kann  mau  üunäclist  in  oder  um  cmen 
Kien  mit  beKebigem  Radios  em  entsprechendes  Vieleck 
und  dann  sn  diesem  über  der  gegebenen  Seite  ein 
ähnliches  konstruieren.  Dieses  Verfahren  gestattet  die 
wesentliche  Vereinfachtinu,  daß  man  für  einen  be- 
liebigen Kreis  das  Bestimnmngsdreieck  des  regelmäßigen 
Vielecks  von  der  gegebenen  Seitensahl  und  dazu  äber 
der  gegebenen  Seite  als  Basis  ein  ähnliches  Drei(>ck 
konstruiert.  Dieses  ist  das  nestimmtnip^sdreieck  des 
gesuchten  Vielecks.  In  einzelnen  tallen  gibt  es  be- 
sondere Konstruktionen  der  Aufgabe.  So  sind  ohne 
weiteres  die  Aufgaben  su  lösen,  Ober  einer  gegebenen 
Seite  ein  regelmäßig»'s  Drei-  oder  Viereck  (Quadrat)  zu  konstniieren.  Das  regel- 
mäßige Sechseck  über  Lje^ebmer  Seite  erhält  man.  indem  man  das  gleichseitige 
Bestimmungsdreieck  ABM  über  der  Seite  AB  (Fig.  131)  konstruiert.  Verlängert 
man  AM  und  BM  über  Mt  sieht  darch  M  die  Parallele  nach  beiden  Seiten  und 
trägt  auf  jeder  der  vier  Geraden  AB  auf,  so  geben  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
mit  A  und  B  die  sechs  Kckpunkte. 

Ferner  lassen  sich  folcendr  Aufgaben  ohne  weiteres  lösen: 

Zu  einem  regelmäüigeji  Sehnen-//-Kck  das  regelmäßige  Sehnen-2  «- K<'k  zu 
konstruieren.  Man  halbiert  jeden  Bogen  des  Kreises*  der  zwischen  aufeinander 
folgenden  Eckpunkten  des  //-F.cks  liegen  und  verbindet 
jeden  llall)ieruni;s()nnkt  mit  den  beiden  benachbarten 
Eckpunkten  des  //-l.cks. 

UmgekeiirL  kann  man  durch  Verbindung  der  ab- 
wechaelnden  Eckpunkte  eines  regelmäßigen  Sehnen- 
2 «-Ecks  ein  regelmäßiges  Sehnen-n-Kck  konstruieren« 

Zu  einem  regelmäßigen  Sehnen-//-Kck  erhält  man 
iemer  ein  regelmäßige^}  Taugenten-/j-Eck,  wenn  man 
durch  die  Eckpunkte  des  ersten  die  Tangenten  an  den 
Kreis  sieht  Oder:  Man  legt  durch  den  Halbierungs- 
punkt jedes  zu  einer  Seite  des  Sehnen-//-F.cks  gehörigen 
Bogen  die  Tangente  (Fig.  132*.  Da  die  Hälften  der 
W'inkel  an  der  Spitze  der  Bestimmungsdreiecke,  z.  B.  A^^H  und  AAIB'  gleich 
sein  müssen,  so  fallen  AM  und  AM  in  eine  Gerade.  Das  Tangentenvieleck  liegt 
also  perspektiv  zu  dem  Sehnen\ ielerk, 

2.  Da  durch  den  Radius  deb  Kreises  die  Seite  d«-s  regelmätJii^rn  Sehnen- 
«-Ecks  bestimmt  ist,  so  muß  sich  in  den  Fällen,  wo  die  Seit«'  aus  dem  Radius 
durch  elementare  Konstruktion  erhalten  wt-rden  kann,  diese  -Seite  j„  auch  aus 
dem  Radios  r  des  Kreises  berechnen  lassen. 

Die  Seite  des  einijesehriebenen  (Quadrats  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  dessen  Katheten  beide  :;;leich  dem  Radius  sind.    Durch  den 
ScsLOsaiLCHS  HiuicR>ucl)  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  I.  21 


Fig.  182. 
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§  33 


pythagoreischen  Lehrsatz  eigibt  sich  demnach 

Die  Seite  des  eingeschriebenen  regelmäßigen  Sechscckü  ist  dem  Radius 
gleich,  also: 

Die  Seite  des  regelmäßigen  Sehnenzehnecks  bestimmt  sich  entsprechend  der 
Teilnng  des  Radios  nach  dem  goldenen  Schnitt,  durch  die  Gleichung: 

r  :  *  =•  jp :  (r  —  x) 

oder 

+  r  jc  =  r'  . 
Die  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 


'10  =  — i    +  n     +  r»  =  i   (^5  —  i)  . 

Ist  in  dem  Kreise  um  Af  (Fig.  133)  mit  dem 
Radius  r,  AB  =  die  Seite  des  regf'lmäßip;pii  Sphnpn- 
sechsecks,  AC  =■  die  des  regelmäi^igeu  Sehnen- 
zehnecks, so  ist  CB—Sin  nach  §  32  Nr.  2  die  des 
rcgehnäftigen  Sehncnfünfzehnccks.  Zieht  man  den 
T)iirrliinr<;srr  ,  //)  iiiul  verbindet  Z?  mit  ß  und  C, 
SO  ist  ACBD  ein  Schncnvicreck.    Der  ptolemaeische  I^hrsatz  gibt  für  dieses 

AD*BC-^AC*BD^AB'CD  , 

Nun  ist 


Folglich  ist 


woraus  sich  ergibt: 


i /•  II  10  +  2y5  —  J  15  4-  ja)  . 


S.   Halbiert  man  den  zur  Sehne  s„  gehörigen  Bogen,  so  gehört  zur  Hälfte 
des  Bogens  die  Sehne  ^r^nf  d.  i.  dif  Sritf  di-s  recelraäßigen  Sehnenvielecks  von 

doppelter  Seitenzahl.     Ist  AB  (Fig.  134)  der 
Durchmesser  des  Kreises  um  Äff  der  CD  — 
in  £  normal  liiilhiprt,  so  ist  die  Sehne  AC  ^  Jj««- 
Nun  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACBi 


An  —2r'AE 


wobei 


Fig.  184. 


AE       —  Af£  =  r  —  fr  —  ^sl 

isL    Also  ergibt  sich: 


So  erhalt  man  aus  der  Seite  des  eingeschriebenen  Quadrats  die  Seile  des 
eingeschriebenen  regelmäüigen  Achtecks 

=  I  2  r^  —  2r  fr"  —  ^r^  =  |  2     _  r=f  ^4  —  2  =  /•  \  2  —  p  , 


Digrtized  by  Google 


§  3ä  RcKelmäStge  Vieleck«.  32S 

ans  dieser  wieder  die  Seite  des  eingeRchriebenen  regelmäßigen  Sechsehnecks 


=  V 2 r»  —  2 r  j/^r»  —  | r« (2  —  >'2 )  « r\ 2  —  ff+^i  . 

n.  8.  w. 

Aus  der  Seite  des  Sechsecks  ergibt  sich  die  des  Zwölfecks 


aas  dieser  die  Seite  des  Viemndswanzigecks 


*„-r)  2^1  2  +  ^3  , 

Diese  Formel  könnte  aurh  dazu  dienen,  umgekehrt  s„  aus  jjj„  zu  berechnen. 
Beqitfmer  ist  es,  den  doppelten  Inhalt  «h  s  rcrhtwinkligen  Dreiecks  j4Ci?  (Fig.  1S4) 
zweimal  auszudrücken»  wodurch  man  die  Gleichung 

2  r  .  4^*»  —  stm  •  y4  — 

und  daraus 
erhält. 

Dadurch  ergibt  sich  aus  s^: 
ans      erhält  man: 


'5  -  |(y5  _  1)1  4rt  —  i  r2  (ü  —  215)  =  l  r|  (3  -  )ö  )  (lO  +  2  J5) 

=  |r|lO  — 2J5  . 
Aus  den  Werten  für  Xj  und       ergibt  sich  die  Beziehung: 

X«  ist  also  die  Hypotenuse  eines  rechtirmkligen  Dreiecks«  dessen  Katheten  Xj« 

und  r  sind. 

4.  In  Nr.  2  und  3  sind  die  Seiten  eini'^fr  recjelmäÜiper  Sehnen-«-Erke  durch 
den  Radius  des  Umkreises  ausgedruckt.  Ist  also  j„  bekannt,  so  kann  man  andre 
Gr56en  daraus  berechnen.  Zunächst  ist  die  Höhe  eines  Bestimmungsdreiecks  der 
Radios  Q  des  Inkreises  und  es  ergibt  sich  daher 

In  Fig.  132  ist  A/i  =^  \s^,  B'M  -  AM  -  i ,  Äl/«-^  und  AB'^t^  die  Seite 
des  regelmäßigen  Tangenten^-Ecks.  Aus  den  ähnlichen  Dreiecken i^jlfö  vmi^MB^ 
erhält  man 

U      r  r 
also  durch  Einsetzen  des  Wertes  für  q: 

Daraus  ergibt  sich  für: 

1,-10,   Q  =  \r\'U)-\-2i5,  /,o«2rrr-fy5  ; 

21* 
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n  = 

e  = 

= 

2ry3  , 

n 

Ö  f 

2/1  2|ä 

n  = 

ö. 

e  = 

- 

2r(y2-l) 

10, 

i/i  2  +  1  :.^  +  |-'. 

2;  (|  4  +  2|2 

12. 

e  = 

2r(2-v'3) 

§  34 


Ebenso  kann  man,  wenn  die  Seite  a  eines  regelmafiigen  Vielecks  gegeben  ist» 

den  Radius  r  des  Umkreises  und  den  Radius  q  des  Inkreises  finden,  wenn  man 
s„  —  (i  durch  /-  niisdrüt  kcn  kann.  Man  erhält  dann  die  Unbekannte  r  und  daraus^. 
Der  Umfang  des  \  ielecks  ist 

und  der  Inhalt  nach  §  24  Nr.  5: 

So  ergibt  sich  für  das 
Quadrat: 

Sechseck:  . 
Dreieck : 

Zehneck: 


Fünfeck: 


Achteck : 

r=  Jcil4-i-2^2,    e  =  l«(j'2  + 1),         2«U»:i  +  1)  • 


t;  31.     H>' ri'(  hiiuuj:;  des  Kreises. 

1.  l)lr  Hrnchinui^  der  regelmäßigen  Virlci  kr  „Ml»t  einen  Weg  zur  Re- 
recUiiung  des  Umlangs  (Rektifikation)  und  des  l  lacheuiuhalts  (Quadra- 
tur) des  Kreises* 

Da  jeder  Bogen  eines  Kreises  gr56er  ist  als  die  zugehörige  Sehne,  so  mu8 
auch  die  Summe  aller  zu  den  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vielecks  gehörigen 
Bogen  f;röÜ<'r  nis  der  Umfang  dieser  Fi^ur  sein,  d.  h. 

der  Unit. mg  eiues  in  einen  Kreis  b  esc  Ii  riebe  neu  \  ielecks  ist 
kleiner  als  die  Peripherie  dieses  Kreises. 

Verbindet  man  ferner  die  Berührungspunkte  mreier  aneinander  stoÜenden 
Seiten  l  iius  iimschriebiMHMi  Vieleck««  mit "innridcr,  so  <'ntstclii  rin  I^reieck,  und 
es  muli  dt*r  innerhalb  dieses  Dreiecks  lie^'ende  Bogen  zwiMlifii  den  Berührungs- 
punkten kleiner  sein  als  die  Summe  der  ihn  einschlielienden  zwei  Dreiecksseilen. 
Addiert  man  einerseits  alle  Bogen,  andreiseits  alle  Dreiecksseiten,  so  eigibt  sich: 

Der  Umfant;  eines  nm  einen  Kreis  beschriebenen  Vielecks  ist 
größer  als  die  Peripherie  di4*sr$  Kreises. 
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Man  hat  also  in  den  Umfangen  eines  umschrichenon  und  eines  eingeschriebenen 
Vielecks  zwei  Grenzen,  zwischen  dcm  n  die  Peripherie  enthalten  sein  muß. 

Konstnii»*rt  man  ferner  zu  ciiKMii  rr^i'lmäL'iim'ti  Sr[iiirri-//-F.rk  ein  rocjclinäüiiies 
Sehuen-Ii  //-Eck  durch  lialbierung  der  Bogen,  su  bilden  je  zwei  Seileu  des  2  //-Keks 
mit  einer  Seite  des  «'Ecks  ein  Dreieck«  ond  da  die  Summe  zweier  Seiten  eines 
Dreiecks  größer  ist  als  die  dritte  Seite,  so  folgt,  daß  der  Umfang  eines  regel- 
mrißi^^cn  Sehn en-2 //-Ecks  größer  ist  als  der  Umfang'  des  r('t,M  linäßigen 
Sehnen -//-Eck s.  F.benso  kann  man  zu  einem  regelmäßigen  i"angenten-//-Kck 
ein  regelmäßiges  r<iiigenten-2  //-Eck  konstruiereUj  indem  man  jeden  zwischen  zwei 
benachbarten  Berührnngspunkten  des  eisten  liegenden  Bogen  halbiert  tmd  durch 
jeden  Ilalbierungspunkt  eine  Tangente  an  den  Kreis  legt  Da  jede  dicsi  r  Tan- 
genten von  dem  //-Krk  ein  Dreieck  abschneidet,  der  Umfang  des  2 //-Ecks  also 
aus  dem  des  /}-Ecks  erhalten  wird,  indem  man  n  mal  die  Summe  zweier  Seiten 
eines  Dreiecks  dnrch  die  dritte  Seite  ersetit,  so  folgt,  daß  der  Umfai^g  eines 
regelmäßigen  Tangenten>2 /f-Ecks  kleiner  ist»  als  der  Umfang  des 
regel  m  ä  Üigen  Tange nten-//- Ecks. 

2.  Berechnet  man  nun  aus  di-in  Radius  eines  Kreises  nacheinander  die 
Seiten  einer  Reihe  eingeschriebener  regelmäßiger  Vielecke,  so  daß  die  Anzahl 
der  Seiten  eines  jeden  fönenden  doppelt  so  grofi  ist  als  die  des  vorhergehenden, 
und  multipliziert  jede  so  erhaltene  Seite  mit  der  Ansahl  der  Seiten,  so  erhält 
man  eine  Rcilu-  von  Lnnpen,  von  denen  jede  kleiner  ist  als  die  Peripherie  des 
Kreises,  jede  folgende  aber  ihr  näher  kommt  als  dii-  vorhergehende.  Wie  weit 
diese  Annäherung  geht,  läßt  sich  jedoch  aus  diesen  Zahlen  noch  uiciii  erkennen. 
Berechnet  man  dann  zu  jeder  der  eben  gefundenen  Seiten  eingeschriebener  Viel- 
ecke die  Seite  des  umschriebenen  regelmäfiigen  Vielecks  von  gleicher  Seitenzahl 
und  aus  dieser  durch  Multiplikation  mit  der  Seitenzahl  den  Umfang,  so  erhält 
man  eine  zweite  Reihe  von  Längen,  die  sämtlich  größer  sind  als  die  Peripherie 
des  Kreises  und  von  denen  wieder  jede  folgende  ihr  näher  kommt  als  die  vorher- 
gehende. Dnrch  die  beiden  nun  berechneten  Gr68en  wird  also  die  Peripherie 
des  Kreises  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  die  mit  jedem  folgenden  Viel- 
eck ('tVTcr  aneinander  nicken  und  also  aiicli  der  Peripherie  immer  näher  kommen. 
Ergibt  sich  bei  dieser  Rechnung,  daß  die  Umfange  zweier  zusammengehöriger 
Vielecke  voneinander  um  die  Differens  t  verschieden  sind,  so  beträgt  der  Unter- 
schied der  Peripherie  von  jedem  dieser  Umfänge  weniger  als  <),  und  ist  b  kleiner 
al>s  der  für  praktische  ,\n\vondiincr  pestattetr,  oder  unvermeidliche  FeUer,  SO  dürfen 
die  Umfange  der  \'ielrcke  statt  der  Peripherie  gesetzt  werden. 

So  erhält  man,  indem  man  von  der  Seite  des  eingeschricbeueti  regelmäßigen 
Sechsecks  ausgeht,  fär  den  Radius  r »  0,5  die  in  der  nachstehenden  Tabelle 
durch  u  und  U  bezeichneten  Werte  der  Umfänge  der  Vielecke  für  die  angegebenen 
Seitenaahlen  n\ 


n    ^  u 

U 

6 

8,00(1000 

3,4(j4l02 

12 

a,ior)S2ts 

3,21.'>8JM) 

24 

8,l.i!J()6(» 

48 

IMil'Ji.;!.» 

H,14G0-!(j 

90 

3,141  (»81 

8,1  1271") 

1U2 

8,1ili.-)2 

8,141  S78 

384 

.*l,141.-..-.(j 

8,141(H)2 

8,141.-.s;{ 

3,141(J1(» 

3,1 415110 

3,141097 
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Man  sieht  aus  der  TnlM'lIf,  dnl?  dio  l^mfäntri»  der  beiden  {Ml-Kckr  .uit  zwei, 
die  der  Iü2-Ecke  auf  drei  und  die  der  läHii-Kcite  aul  iüuf  Dezimalstellen  überein- 
stimmen  und  kann  hieraus  folgern,  daO  die  Peripherie  des  Kreises  gleich  8,14159 
gesetzt  werden  darf,  wobei  die  auf  die  fünfte  Df/.iin;ilt'  foljjenden  Stellen  un» 
brstiinnit  lili-ibi-ii.  Da  nun  fiir  die  meisten  praktisciirn  Ki'rlitniiim'u  eine  Genauig- 
keit von  lünl  Dezimalen  genüi^t,  so  kann  man  die  Peripiierie  jenes  Kreises  für 
solche  Rechnungen  als  gefunden  ansehen.  Bei  noch  weiter  fortgesetzler  Be- 
rechnung der  Vielecksamfänge  wird  ihre  Annäherung  aneinander  und  an  die 
Peripherie  noch  größer  und  sie  kann  bis  zu  ji-dcm  beliebigen  verlangten  Grad 
der  Genauigkeit  hinaus  erreicht  werden,  wie  foltjcndc  I^ntersuchung  beweist. 

Das  Verhältnis  des  Urafangs  eines  eingeschriebenen  regelmäßigen  «-Ecks 
zum  Umfang  des  umschriebenen  regelmäßigen  Vielecks  von  ^eichviel  Seiten 
ist  gleich  dem  Verhältnis  der  Seiten  s»i  /«;  dieses  ist  wie  in  §33  Nr.  4  entwickelt, 

fn^  r 

Nimmt  nun  die  Seitenzahl  n  unbegrenzt  zu,  so  wird  die  Länge  cin<*r  Seite 
unendlich  klein,  d.  h.  der  Wert  von  nähert  sich  der  Grenze  Null  und  daher 
das  obige  Verhältnis  ebenso  dem  Verbältnine  1  :  1.  Hiernach  kann  man  sagen, 
daß  die  Umfange  der  beiden  zusammengehörigen  Vielecke  bei  unbegrenstero 

Wachstum  der  SeitPiizahl  w  sieh  einander  immer  nähern,  imd  daÜ  sie,  wenn  n 
uueudlich  groß  gedacht  wird,  einander  und  somit  auch  der  Peripherie  des 
Kreises  gleich  werden. 

Hieniach  erscheint  der  Kreis  als  die  Grenze,  der  sich  der  Umfang  eines 

ihm  ein-  oder  umschriebenen  regelmäßigen  Vielecks  Uc]  wachsender  Seitenzahl 
ohne  Ende  nähert.  Man  drückt  dies  häufig  so  aus:  Der  Kreis  kann  als 
regelmäßiges  Vieleck  von  unendlich  vielen  Seiten  betrachtet  werden. 

Hieraus  folgt  zugleich,  daß  alle  Sätze,  die  für  regelmäßige  Vielecke  ohne 
Rücksicht  auf  ihre  Seitenzahl  gelten,  auch  für  den  Kreis  gelten  müssen. 

Drmrinch  kann  man  Kreise  als  ähidirli  betrachten,  und  dif  Umfanu'e  zweier 
Kreise  \  erhalten  sicli  zueinander  wie  dii'  Radien  nder  wie  die  Durchmesser.  Be- 
zeichnen die  Umlänge,  </j ,  t/„  die  Durcluiiesiier,  so  ist  also 

/i  ^  '^1       P\  ^  Pi 
Pt  '^i 

d.h.  das  Verh.iltnis  der  I'eripherie  eines  Kreises  zum  Durchmesser 
hat  für  alle  Kreise  denselben  Wert. 

Den  Wert  dieses  konstanten  Verhältnisses  bezeichnet  man  mit  n  und  diese 
Zahl  beträgt  bis  auf  fünf  Dezimalen  genau  3,14159.  Man  erhält  also  die  Peripherie  f 

des  Kreises,  wenn  man  den  Durchmesser  mit  .7  oder  d«'n  Radius  r  mit  2^1 
multipliziert.    Daher  ergibt  sich  die  Urundformel  der  Kreisberechnung: 

/  =  2»r  . 

Femer  kann  der  Flächeninhalt  F  des  Kreises  nach  %  24  Nr.  5  berechnet  werden 
durch  die  Formel 

die  bedeutet,  daß  der  Inhalt  eines  Kreises  gleich  ist  dem  eines  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  dir  P>  ripherie  und  dessen  Höhe  der  Radius  ist.  Mit  dem  Werte 
von  p  erhält  man  nun: 

/'  ---  n  r  '  . 

Hieraus  folgt  noch:  Die  Peripherien  \ erschiedetier  Kreise  verhalten  Steh  wie 
ihre  Radien,  die  Flächeninhalte  wie  die  Quadrate  der  Radien. 
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Femer  ergeben  sich  aus  den  Ginndfonneln  die  weitern: 

2»      f  it 

in 

P  =  2  y7T~F  . 

3.  Die  Berechnung  des  Umfantis  uiui  des  Fläc-heninhaUs  eines  Kreises  ist 
nach  dem  vorstehenden  in  der  praktischen  Anslührung,  solange  der  genaue  Wert 
der  Zahl  71  nicht  bekannt  ist,  nur  näherungsweise  möglich,  und  die  größere  oder 
geringere  Genauigkeit  der  Resultate  ist  bedingt  durch  den  Grad  der  AnnSherung 
der  fär  it  benutzten  Zahl  an  ihren  genauen  Wert.  Die  erste  Berechnung  eines 
angenährrtcn  Wertes  von  71  rührt  von  Ar<  hi\!F.i>ks  aus  Syrakus  f287 — 212  v.  Chr.) 
her.  Kr  berechnete  die  Umfange  der  9ti-Ecke  und  fand  —  in  der  Schreibweise 
der  heutigen  Mathematik  ausgedruckt  —  da0  der  Umfang  des  Kreises  wenigei 
als  und  mehr  als  3  ff  des  Duchmessers  beträgt  Da  der  Wert  Sf  <»  3,1428 ... 
von  dem  genauen  Werte  von  7t  erst  in  der  dritten  Dezimale  und  in  dieser  nur  um 
eine  Einheit  dieser  Dezimale  verschieden  ist,  so  penücrt  er  für  viele  Rechnungen 
des  bürgerhchen  Lebens.  Unter  den  zahlreichen  spätem  Berechnern  ist  namentlich 
LuDOUPH  VAN  Ceulen  (geb.  in  Hädesheim  1539,  gest.  in  Leyden  1610)  bekannt 
geworden,  nach  dem  ,t  auch  die  LuDOLPHsche  Zahl  genannt  wird.  Er  berechnete 
diese  Zahl  zuerst  bis  auf  20,  später  bis  auf  3"  Stellen.  Die  erste  Rechnung 
gründete  sich  auf  die  Bestimmung  der  Umfantje  des  eingesc  hriebenen  und  des 
umschriebenen  regehnküigen  V  ielecks  von  2  254720  Seiten  und  ergab 

n  =  a.u  1  .')!•  2(i:.;i.j  so7!»:j  2:<s-k;  . 

Die  so  emelte  Genauigkeit  i^t  bereits  so  groü,  daü  für  einen  Kreis  von 
20  MQliotten  Meilen  Radios  (der  ungefähren  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne) 
der  Fehler  des  mit  Hilfe  dieses  Wertes  berechneten  Umfangs  kleiner  als  ein 

Milliontel  eines  Millimeters  sein  würde,  falls  es  in  der  Praxis  überhaupt  möglich 
wäre,  schon  den  Rnriin«?  eines  Kreises  mit  solrher  Genauigkeit  zu  messen.  Die 
überaus  mühsame  Methode,  deren  sichLuDULPH  bediente,  wurde  später  von  llLvotNS 
und  GiticoRr  durch  Anfstellnng  weiterer  Lehnatxe  über  die  Umfange  ein-  und 
umgeschriebener  regc^lmäßiger  Vielecke  erheblich  vereinfacht.  Es  ist  überflüssig, 
diese  Lrhr«.ät7:e  unt?  verbesserten  Methoden  hier  anzuführen,  da  an  dieser  Stelle 
überhaupt  nur  die  Möglichkeit  einer  elementaren  iiestimmunti  von  jt  bis  zu  jedem 
verlangten  Grade  der  Annäherung  gezeigt  werdeu  soll.  Die  höhere  Mathematik 
hat  sehr  bedeutend  bequemere  Mittel  zur  Berechnung  von  71  gefunden,  so  daß 
niemand  zu  diesem  Zwecke  sich  der  elementaren  Methode  bedienen  würde.  Mit 
Hilf«'  dieser  Mittel  ist  die  Berechnung  von  tz  von  verschiedenen  Mathematikern 
weiter  tortgesetzt  worden.  Die  neueste  und  weitgehendste,  von  Rjchtkr  in  Klbing, 
gibt  den  Wert  von  7t  auf  500  Dezimalstellen. 

Derartige  Berechnungen  haben  weniger  praktisches  als  theoretisches  Interesse. 
Für  die  Praxis  genügt  fast  in  allen  Fällen  der  Gebranch  von  sieben,  meist  sogar 
der  von  fünf  oder  weniger  Dezimalstellen,  so  daß  man 

.T  =  .3,1115027 

als  den  Wf-rt  des  \'(  rh;iltnisses  der  Peripherie  zum  Durchmesser  annehmen  darf. 
Dagegen  bieii  n  praktisches  Interesse  solche  Näherungswerte  in  Form  von  gemeinen 
Brüchen,  die  innerhalb  der  Grenzen  der  im  einzelneu  Fall  verlangten  Genauigkeit 
für  n  gesetzt  werden  dürfen«  und  die  man  mittels  der  Verwandlung  des  Dezimal« 
bmchs  in  einen  Kettenbriu  Ii  finden  kann.  Der  einfachste  ist  der  bereits  an- 
gegebene archimedische  V,  der  von  dem  wahren  Werte  um  weniger  als  0,0013 
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abwoicht.  AuBit  ihm  i>t  Ix-sondi  rs  bcmorkrnsworL,  der  /iirrst  \on  Mmf^,  firiem 
Zt'ilgcnossen  Llihjij'H  vax  t'i.tiJ-JSS,  angegebene  tl*-'''  sich  mittols  des  Schemas 
113  355»  leicht  merken  läßt.  Dttrch  Verwandlung  des  gemeinen  in  einen  Dezimal- 
bruch kann  man  sich  überzeugen»  daß  er  von  dem  genauen  Werte  erst  in  der 
siebonton  Dc/imalc  abweicht. 

Finc  ahsnltit  genaue  nestitnmiui«^  (!(«s  Wrrtps  \ou  ji  ist  auch  mit  Hill«'  Her 
höherii  Mathematik  nicht  raögUch;  man  erhalt  immer  nur  einen  an  irgend  einer 
Stelle  abgebrochenen  Dezimalbrach  und  es  liegt  also  die  Vermutung  nahe,  daß 
n  eine  Irrationaltahl  <-v\.  Daß  dies  wirklich  der  Fall  ist,  kann  aber  aus  elemen- 
farcn  Krörtf^nini:»'!!  iiii  hi  L;«'l<>l^ert  werden.  Hätten  (he  bis  jetzt  atistjeführten 
Berechnungen  in  den  L)ezimalstellen  eine  Periode  erkennen  lassen,  so  lieüe  sidi 
der  unendliche  Dezimalbruch  in  einen  gemeinen  Bruch  ven^andeln,  also  in 
rationaler  Form  darstellen;  dies  ist  aber  trotx  der  berechneten  500  Dezimalen 
nicht  der  Fall.  Aber  auch  in  einer  in  der  Elementarmathematik  vorkommenden 
irraf inn  ilrii  Form,  etwa  mi:ti*ls  Wurzeln  ans  ralional<*n  Zahlen,  hat  sich  der  Wert 
von  .7  nicht  darstellen  lassen.  Die  eigentliche  Natur  der  Zahl  n  ist  erst  in 
neuester  Zeit  nachgewiesen  worden.  Lindemann  (1882)  hat  streng  bewiesen,  was 
bis  dahin  nur  in  höchstem  Grade  wahrscheinlich  war,  daß  nicht  nur  die  Aufgabe, 
einen  Kreis  durch  Lineal  und  Zirkel  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln,  die  seit  dem 
AltiTtnm  unter  dem  Namen  der  Quadratur  des  Zirkels  eine  ^^n?.  besondere 
Berühmtheit  erlangt  hat,  unlösbar  ist,  sondern  daü  auch  die  Darstellung  von  ji 
durch  höhere  Wuizeln  ans  rationalen  Zahlen  unmöglich  ist  Die  höhere  Mathematik 
bezeichnet  n  als  eine  transcendente  Zahl. 

F.benso  unlösbar  wie  die  Aiifi^abi-  der  Ouatlratur  des  Kreises  ist  die,  den 
Kreis  zu  rektifizieren,  d.  h.  eine  Strecke  zu  koustruieren,  die  gleich  dem  Umfang 
des  Kreises  ist. 

4*  Für  die  Praxis  ist  die  Quadratur  des  Zirkels  ohne  Interesse.  Die  unver- 
meidlichen Ungenaui^keiten,  die  der  Ausführunj(  jeder  Konstruktion  anhaften, 
würden  in  jedem  Falle  das  (,)uadrat  fehlerhaft  machen.  Mit  Hilfe  der  auKCnäherten 
Werte  von  n  lassen  sich  aber  Konstruktionen  von  Quadraten  angeben,  die  dem 
gegebenen  Kreise  an  Inhalt  so  nahe  kommen,  daß  die  Abweichung  geringer  ist, 
als  der  in  der  Praxis  unvermeidliche  Fehler.  Solche  Näherungskonstrnktionen 
ersetzen  also,  wo  die  Venvandlunj;  eines  Kreises  in  eine  gleich  ^roße  geradlinige 
Fii:iir  oder  die  Darstellunj  d<  r  Fänc:e  seines  Umfanijs  durch  eine  Gerade  verlnnijt 
werden  sollte,  für  den  Praktiker  vollständig  die  unmögliche  genaue  Konstruktion. 

Ab  Beispiele  solcher  Näherungskonstrnktionen  wäh- 
len wir  aus  der  großen  Anzahl  der  bekannten  folgende 
ans  1111(1  beschranken  uns  dabei  auf  die  Darstellung^  der 
Peripherie  durch  eine  Gerade,  da  aus  dieser  auch  die 
Quadratur  hergeleitet  werden  kaim. 

Man  ziehe  im  gegebenen  Kreise      (Fig.  135)  mit 
drill  I\  i(lius  r  zwei  zueinander  senkrechte  Radien  .1/.'/, 
MJi,  teile  .)//>'  in  ai  lit  L;l<  ii  he  Teile,  verbintle  den  Teil- 
puukt  C,  der  zunächst  an  Ji  liegt,  mit  At  trage  auf  AC 
die  Strecke  AD  gleich  der  Hälfte  von  MB  ab,  fäHe 
von  D  die  Senkrechte  DE  auf  MA^  ziehe  CE  nnd 
darauf  Z?/*" parallel  zu  CE  bis  zum  Schnittpimkt  /•  mit  MA, 
endlich  zeichne  man  eine  Strecke  gleich  defn  Dreifachen  des  Durchmessers  des 
Kreises  plus  dem  Doppeken  von  Af,  so  ist  diese  Strecke  näherungsweise  der 
Peripherie  gleich.    £s  ist  nämlich 

Aß:AE=AD:AC»   AE:  AAf=  AD  iAC  . 

AE*AD  AD 
AF  ~.  ^^-^'ÄC 
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uud  also 


AD' 
AC^ 


1T3  ^  Il3 


16 

113' 


Hiernach  beträgt  der  theoretische  Fehler  dieser  KonstiulctioD  weniirer  aU 
OfOOOOOl  des  Darchmessers,  oder  würde  bei  einem  Durchmesser  von  100  Metern 
noch  nicht  MiUimeter  betragen,  wenn  die  Konstruktion  selbst  mit  diesem 
Grade  der  ( it'iiauiekeit  anssfjeföhrt  werden  könnte. 

Kürzer,  aber  weniger  genau  ist  folgende  Konstrnkiion:  Man  ziehe  zwei  zu- 
einander senkrechte  Radien,  verbinde  ihre  Endpunkte,  teile  die  Verbindungslinie 
im  V(  rliäUni^  1  4  und  verlängere  den  erhaltenen  fünften  Teil  tun  das  Sechsfache 
des  Radius.    Die  so  gewonnene  Linie  ist  gleich 

|ry2  +  6r=  2r.(3  +  TV/2)  =  2r.  3.14142,.,  , 

der  Fehler  beträft  also  noch  nicht  swei  Zehntansendstel  des  Durchmessers.  Oder 
man  konstruiere  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  eine  Kathete  gleich  f  des 
Durchmessers  und  dessen  andre  Kathete 
doppelt  so  groU  als  die  erste  ist:  der 
Umfang  dieses  Dreiecks  ist  nahem  gleich 
der  Peripherie  des  Kreises,  denn  er 
ergibt  sich  gleich 

2  *•  •  (f  +  f  +  iV^ö)     2  r .  3,14164  . . . 

Legt  man  an   die  Endpunkte  A 

und  /i  des  Durchmessers  eines  Kreises 
(I'ic.  KU'.)  mit  (lern  Mittelpunkt  Af  und 
dem  Radius  r  rangenten;  trägt  in  Af 
an  A/A  einen  Winkel  von  30"  an,  dessen 
freier  Schenkel  die  Tangente  an  A  in  C 
schneidet  und  macht  die  in  /i  angelegte 
Tangente  BP  '■\t\  so  Ist  CD  nnhpzu  -^Icirh  dem  Halbkreis.  Es  ist  nämlich 
MAC  die  Hallte  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  also  AIC=2AC',  mithin  ergibt 
der  pythagoreische  Lehrsatz: 

4  AC^-  —  AC^  -  /  ,    AC  -  r  \  \  ■ 

Zieht  man  noch  C£  senkrecht  zu  JiD,  so  erhalt  mau  aus  dem  rechtwinkligen 

Dreieck  C£I>  ^   

C/>  =  VTr^  +  (3r  —  rfO*  =  '"V^3|  — 2/3  . 

Der  iünisieilii^e  Logarithmus  der  Quadratwurzel  erjiibt  sich  zu  0,4i>  714,  wahrend 
log  ff  »  log  3,14  759  —  0,4!)  7 15  ist.  Der  siebenstellige  Logarithmus  ist  0.497  14L7, 
die  zugehörige  Zahl  3,14  1533.  Die  Genauigkeit  dieser  Konstruktion  ist  also  eine 
sehr  beträchtliche. 

DiH  noch  immer  von  Zeit  zu  Zi'it  auftan»  luMidf-n  an'j:''hlichen  Lösiuiiji'a  der 
Quadratur  des  Zirkels  sind,  wenn  nicht  überhaupt  grob  lehlerhatt,  im  gunstigsten 
Falle  derartige  Näherungskonstruktionen,  bei  denen  der  Fehler  der  theoretischen 
Konstruktion  durch  die  praktische  Ungenanigkeit  der  Zeichnung  verdeckt  erscheint. 

5.  Beispiele: 

1.  Ein  Wagenrad  habe  einen  Durchmesser  ;nii  1 »1.  Wie  schwer  ist  der 
eiserne  Jiadreilen.  wenn  ein  1  m  langes  Stück  lu  X'c  wiegt?  Auilösung: 

n  •  1,25  .  10  ^  12,5  •  V  ^  ^^»'^  ^  • 


l  ig.  ISÄ 
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2.  Ans  der  iVriphrrit*  eines  Kreises  p  =  35,5  den  Radius  r  und  den  Flächen- 
inhalt i'  zu  berechnen;    Es  ist: 

35f»j  » 
r  =  ö,Cö  ;  100.4  . 

'In 

3.  Jeder  Grad  des  Erdäquaturs  hat  eine  Länge  von  15  geogr.  Meilen.  Mau 
berechne  daraus  den  Duichmesaer  d  des  Äquators.    Man  hat: 

15  •  360 

»4/  =  15  .  360  ,  —  1718,8  Meilen  . 

n 

4.  Wie  groß  ist  der  Durchmesser  d  der  als  Kugel  betrachteten  Erde,  wenn 
der  Bogen  eines  Meridians  vom  Pol  bis  zum  Äquator  au  10  Millionen  Meter  ge- 
rechnet wird?  Man  erhält: 

»^«40000000,  i/»  12732  iM. 

5.  Den  FULcheninbalt  F  eines  von  zwei  konzentrischen  Kreisen  begrenzten 
Ringes  aus  den  beiden  Radien  >  zn  berechnen,  —  0,8 ;  —  0,1.  Es 
ei^bt  sich: 

{r\  —  t\)  ^  n  {t\  +  r,)  (r,  —  r^)  =  0,9  •  0,7  n      1 .979  . 

(j.  Den  Flärhcninhalt  P  cinr«  von  /ut  i  konzentrischen  Kreisen  be^rfni^ti  ri 
Ringes  aus  den  durch  eini-ii  l'iinkt  des  kleinem  Kreises  gebildeten  Abschnitten  </,  b 
eines  Durchmessers  des  gröüem  zu  berechnen.    Das  Resultat  ist: 

F  ■    Tt  a  h 

7.  Den  ilät  heninhah  /•  einem  Kfchtcck  umschriebenen  Kreises  ans  den 
Seiten  a,  b  des  Rechtecks  zu  berechnen.    Ei  tiudet  sich: 

8.  Wie  verhalten  sich  die  Umfange  und  die  Flächeninhalie  zweier  Kreise 
zueinander,  von  denen  der  eine  einem  Quadrat  timsrhrioben,  der  andere  dem- 
selben Quadrat  eingeschrieben  ist?    Haben  die  Kreise  die  Radien  r  und  ß,  so 

ist  r     g  y  2 ,  also : 

Izir  -.Izii)-  r  :  Q  -  \  1  .  \  , 

9*  Ebenso  tür  ein  regelmäßiges  Sechseck.    Hier  ist: 

r  :  e  =  2  :  /3  ,   r»  :  ^«  =  4  :  3  . 

10.  Der  Inhalt  eines  Ringsektors,  des  aus  einem  Kreisring  dnnrh  zwei  Radien 

herausgeschnittenen  FlächeoStÜcks,  ist  gleich  einem  Trapez,  dessen  parallele  Seiten 

dir  l)i'i,'ri'rizriidi'[i  Kn-ishot^cn  tind  desst-n  Höhe  die  Breite  dr>  Riir^cs.  d.  i.  (][■• 
JJitferenz  der  Radien  der  konzentrischen  Kreise  isL  Der  Satx  gilt  auch  lür  dcu 
ganzen  Kreisring  ^vgL  Beispiel  5). 


§  35.  Berechnung  von  Bogen,  Sektoren  und  Segmenten  des  Kreises. 

1.  Die  Berechnung  von  Teilen  von  Kreislinien  und  Kreisflächen  läßt  sich 
ebenfalls  mit  Hilfe  der  Zahl  jt  ausführen.  Als  Einheit  eines  Kreisbogens  soll 
jetzt  nicht,  wie  früher  geschehen,  «"in  andrer  Bogen  desselben  Kreises,  sondern 
die  zum  Messen  von  Sl recken  benutzte  Lariijeneinheit  dienen:  «-s  soll  also  nicht 
das  Verhältnis  der  Lauge  des  Bogent»  zu  eiuem  andern  Bogen,  i>underu  die  Zahl 
der  Längeneinheiten  des  Bogens  bestimmt  werden.  Das  Messen  der  Länge  einer 
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krummen  Linie  unterliegt  einer  großem  Sdnrieiigfkeit,  als  das  von  Strecken,  da 
(las  unmittflhnrt*  Abtragen  der  Kinheit  auf  Her  tu  messenden  Linie  nicht  möglich 
iüt.  Es  muü  also  auch  hier,  wie  schon  bei  dem  ganzen  Kreise  geschehen,  die 
fierechnong  an  die  Stelle  det  Measimg  treten.  Dum  dient  bei  Kreisbogen  der 
Satz,  daA  zwei  Bogen  desselben  Kreises  sich  zueinander  verhalten»  wie  die 
lugehörigen  Centriwinkel,  daß  also  auch  jeder  Bogen  sich  zur  ganzen  Peripherie 
verhalten  intiü,  wie  der  zu  ihm  gehörige  Centriwinkel  zu  3G0  Clrad.  Ist  der  in 
Gradmaü  ausgedrückte  Centriwinkel  a**,  so  ist  der  zugehörige  Bogen: 

1)  *=2«r-  =Är 


Der  Kreisbogen  ist  also  der  ebensovielte  Teil  der  ganzen  Peripherie  wie 
sein  Centriwinkel  von  360®.  So  ist  t.  B.  der  Bogen  über  der  Seite  des  ein- 
geschriebenen  Quadrats  gleich  dem  vierten  Teile  der  Peripherie  oder  gleich  ^ar, 
der  Bogen  über  der  Seite  des  eingeschriebenen  regelmäfiigen  Sechse^  gleich 
i  .  2  <T  r. 

ist  umgekelut  die  Länge  ö  eines  Kreisbogens  nebst  dem  Radius  r  des 
Kreises  gegeben,  so  findet  man  den  Centriwinkel 

2)  a9  —  180»  .  —  . 

jr  r 

Aus  Formel  1)  ergibt  sich,  dafi  zu  demselben  Centriwinkel  a9  in  Kreisen 
von  verschiedenem  Radius  Bogen  gehören,  die  sich  veriialten  wie  die  Radien. 
Schreibt  man  1)  in  der  Form 

—  n 


r         180»  180^ 
n 

so  ist  ^  der  Bogen,  der  zu  dem  Centriwinkel  a*^  Im  Kreise  vom  Radios  1  gehört. 

Diesen  Bogen  bezeichnet  man  als  den  Arcus  von  (arca")  und  er  dient  um- 
gekehrt dazu,  den  Winkel  zu  messen.    Man  nennt  ihn  daher  anch  den  Winkel 

in  Rou'rnmaß.  Dann  ist  (ii<-  Winkeleinhcit  der  Winkel,  dessen  Rcm^cii  [gleich 
dt>m  Radius  ist.  Bezeichnet  man  den  in  dieser  Einheit  gemessenen  Winkel  mit  a, 
so  ist 

a  ==»  arca^  — 


180»  ' 
n 

wobei  der  Winkel 

1  «  arc  —  =  arc  57»  17'  45*'     arc  206  26.")" 

71 

ist.  Der  Winkel  in  Bogeuraab  ist  also  eine  Zahl,  die  man  findet,  wenn  man 
die  Zahl  der  Sekunden  des  Winkels  durch  2UG2Ü5  dividiert  Den  gebräuchlichen 
Logarithmentafeln  sind  Hil&tafeln  beigefügt,  durch  die  diese  Umrechnnng  von 
Winkeln,  die  in  Gradmaß  gegeben  sind,  in  Bogenmaß  und  umgekehrt,  erleichtert 
wird.    Man  hat  Ifir  einige  Winkel  zum  Vergleiche: 


G  r  a  d  m  a  ß 

Bogenmaß 

2« 

90» 

45» 

tU»"  0,01745 

17'  4r/' 

1 
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nnirkt  mnn  firu-n  izc^cbencn  Winkel  in  Bogenmaß  als  Winkel  a  aus, 
so  gestaltet  sich  Formet  1 )  einfacher 

3)  b  =  ra  y 

d.  h.  man  findet  die  Bogenlänge,  indem  man  den  Radius  mit  dem 
Cent  ri\vinkel  multipliziert.  Daß  di  r  Wink«  !  hierbei  in  Ho^enmaß  und  nicht 
in  GradinaU  gegeben  ««rin  muU,  ist  klar,  da  der  Bogea  uud  der  Radius  Langen 
sind,  also  ihr  Verhältnis  eine  Zahl  sein  muU. 

2.  Um  den  Flächeninhalt  eines  Sektors  so  berechnen,  bestimmt  man, 
wie  bei  der  Berechnung  der  Länge  eines  Rogens  aus  der  ganzen  Peripherie, 
sein  Verhältnis  zur  ganzen  Kreisfläche.  Bei  di-m  Bi-wcisi-  des  Sritzi->,  d.iO  zu 
gleichen  Z  entriwinkeln  desselben  Kreises  oder  gleit  Iht  Kreise  gleiche  Bogen 
gehören,  gelangten  mit  den  Centrivinkelu  und  den  Hugcn  auch  die  zugehörigen 
Sektoren  zur  Deckung,  und  es  gilt  also  auch  der  Sats: 

Zu  gleichen  Centriwinkeln  und  zu  gleichen  Bogen  desselben  Kreises  oder 
gleicher  Kreise  gehören  '^iri(  tu-  Sekton'ti. 

Durch  Teilung  zweier  t'entriwinkel  oder  Bogen  mittels  eines  hinreichend 
kleinen  Centriwinkels  oder  Bogens  erhält  man  dann  wie  bei  den  Bogen  den  Satx: 

Sektoren  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise  verhalten  sich 
zueinander  wie  die  sugebörigen  Centriwinkel  und  wie  die  zugehörigen 
Bogen. 

Daher  verhält  sich  auch  ein  Sektor  zum  ganzen  Kreise,  wie  sein  t'entri- 
«rinkel  zu  360  Grad  und  wie  sein  Bogen  zur  ganzen  Peripherie.  Bezeichnet  also 
S  den  Flächeninhalt  eines  Sektors  des  Kreises  mit  dem  Radius  r,  und  ist  der 
zugehörige  Centriwinkel      der  Bogen  ^,  so  ist 

und  ebenso 

Die  letzte  Formel  zeigt,  daß  ein  Sektor  gleich  einem  Dreieck  ist,  das  den 

Bogen  des  Sektors  als  Grundlinie  und  den  Radius  als  Höhe  hat;  entsprechend 

dem  Satz«'  übf*r  den  Inhalt  des  Kreises  in  i;  !U  Nr.  'i. 

Drückt  man  b  nach  i  ormel  3)  durch  den  Wuikel  in  BogenmaU  aus,  so 
erhält  man  noch 

6)  S^^r^a  , 

Diese  Formel  gibt  wieder  tlen  Inhalt  der  ganzen  Kreisfläche  als  besoiidern 
Fall,  wenn  man  a     2  ;r  setzt 

3.  T^'ii  Flächeninhalt  eines  Segments  erhält  man,  falls  es  kleiner 
als  ein  llallikrcis  ist.  .iIs  Difft'renz  einf>  Srktnrs  nnd  <MTir»?  'j!ci<lis(liriikll.:<ri 
Dreiecks,  die  beide  durch  die  nach  den  Fndpuiikü  u  des  zugehörigen  üogeiis 
gezogenen  Radien,  diesen  Bugen  und  die  zugehörige  Sehne  bestimmt  werden. 
Ist  das  Segment  größer  als  ein  Halbkreis,  so  ist  es  die  Summe  eines  Sektors 
und  eitu's  gieichschr-nkligon  Dreiecks. 

T>i-  Ausführung  der  Berechnung  aus  dem  Radius  /•  di-s  Kr«>isfs  und  dcai 
<.  euiriwinkel  a  des  Bogens,  der  das  Segment  brgreuzt,  isi  im  allgemeinen  mit 
den  Hilfsmitteln  der  Planimetrie  nicht  möglich.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
gehört  vielmehr  in  die  Trigonometrie.  Nur  in  den  besondem  Fällen  gehört  sie 
in  die  l'laiiitnrtrie,  daü  drr  t iitriwitikel  /u  denrn  gehört,  dir  durcli  rlenientare 
Konstruktion  iirrgeslellt  werdi-n  köutifn  oder  w.is  dassrll)!-  ist,  wenn  die  Sehn«' 
des  Si-gments  eine  .Seile  «Irrjenigen   regt-luiaüigen  .Sehj»en\ ielecke  i^l,  deren  Be- 
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§  3Ü  Bvrcchaung  vun  Bugen,  Sektoren  und  Segmenten  des  Kreises.  Sd'S 

rechnuiiß  in  §  33  als  möglich  gezeigt  warde*    Ist  ein  ftolcber  Centriwinkel 

360^ 

«1=  ,  dessen  Sehne      ist,  gegeben»  so  ist  der  Inhalt  des  Sektors 

$t 

n 

und  der  des  gleichschenkligeu  Dreiecks  als  Bestimmungsdreieck  eines  regelmäßigen 
Sehnen-Ä-Kcks    , 

mithin  ist  der  Flächeninhalt  des  Segments 

F=  S  —  D 

bestimmt,  wenn  durch  r  ausgedrückt  werden  kjinn.  So  hat  man  z.  B.  für 
das  durch  die  Quadrantensehne  abgeschnittene  Segment: 

Ijrr«— i      -  I  (.-r— 2)r-'  ; 
lür  das  zur  Sexlantensehne  (Sehne  zum  Centriwinkel  von  00")  gehörige: 

für  das  Segment,  das  snr  Seite  des  regelmäßigen  Zehnecks  gehört: 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (ür  Sektor  uiui  Si'i;niriit  kann  man  auch  andre 
Flachenstücke  berechnen,  zu  deren  Begrenzung  Kreisbogen  gehören. 

Errichtet  man  z.  B.  fiber  der  Quadrantensehne  eines  Kreises  vom  Radius  r 
einen  Halbkreis,  so  begrenzt  dieser  mit  dem  Quadranten- 

bogen  eine  mondförmigp  Flärhe  (die  lumla  des  Hifpokratks, 
Fip.  Der  Inhalt  /•  dii  ser  Fläche  ist  die  Differenz  des 

Halbkreises  mit  dem  Radius  \r\  'l  imd  des  Segments:  also 
hat  man 

=  f  »  r*  —  (I »  r*  —  I  r*)  «  I  r«  . 

Die  Lunula  ist  also  dem  Dreieck  gleich.    Es  hegt 
miülin  hier  ein  Fall  v<Hr,  in  dem  sich  eine  von  krummen 
Linien  begrenzte  Figur  durch  elementare  Konstruktion  in  Fif.n0. 
eine  geradlinige  vetwandeln  läßt,  also  die  Aufgabe  der  Quadratur  im  eigentlichen 
Sinne  lösbar  ist. 

4.  Beispiele: 

1.  l)ir  Länt^en  df*r  Hoi,M»n  eini-s  Kreises  mit  dem  Radius  1  zu  berechnen, 
die  zu  folgenden  Centriwmkelu  gehören:  a)  ÜU",  b)  ISO",  c)  CO",  d)  30",  e)  120^ 
Resultate:  a)  \n  «  1,57080;  b)  =  3,14159;  KL)\n^  1,04720;  d)  ^  .-i  =-  0,62832: 
c)  I  ff  =  2,09440. 

2.  F.ben^o  für  folgende  Centriwinkel:  a1  20«  12':  b)  117"  13,.'»':  c)  32" 
1S'30";  d)  U''n'in":  v)  0"O'33,2":  I)  l>"<>,12'.  Resultate:  a)  0,3r>2r.(i: 
b)  2,04r)05:  c)  U.rMiHiMj;  d)  U,»U321S2:  e)  U,uuu  1G09G:  1)  0,OüüU  34907. 

3.  Folgende  Winkel  in  Bogenmaß,  umzurechnen  tn  Giadmaß:  a)  0,324; 
b)  3,417:  r)0,7:.o40:  d)r,.l2212:  e)  (»,()! r»r,«j.  Resultat:  a)  18*  33' 50";  b)  10.">" 
40'48":  r)  43":  <1)  J!Ki"  Js' ü:,":  ,  )  (>*':,3'2Ü". 

4.  Ans  der  Lang«*  /'  «'inrs  Boyens  und  dem  zuychorii^en  Ct-ntnu  inkel  n.  den 
Radius  des  Kreises  zu  berechnen.  Beispiel:  ^  =  t»,14ss,  a  -  2.» '  42,0'.  Auf- 
lösung: 

o 
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5.  Dca  Flächeninhalt  eines  Sektors  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  zu 
berechnen,  dessen  Centriwinkel  gleich  a)  60^  b)  45^  c)  36**  ist  Auftösnng: 

a)  i»J       b)  i»;       c)  -j'^Ä  . 

G.  Den  Fl;u  in  iiinhalt  /'  eines  Sektors  in  einem  Kreise  mit  dem  Rndtus 
/■  =  1,13  zu  berechnen,  weiui  der  zugehörige  Centriwinkel  a  =  5"'1,2'  gegeben 
ist   Es  ist 

/r'=|r*a  =  0.0503  . 

7.  Der  Flärheninhalt  eines  Sektors  im  Kreise  mit  dem  Radius  r  =  0,123, 
ilcbseu  Bogen  die  Lange  i>  =  1,234  hat,  ist 

jr^^br^  0,617  •  0,123  =  0.0758  . 

Ji.  Aus  dem  riächciiiniiall  F  eines  Sektors  und  dem  Radius  /  des  Kreises 
den  zugehörigen  Bogen  h  und  den  Centriwinkel  a  zu  berechnen.    £s  ist: 

2F  2  F  2  F 

^-151.    a=  ^  ,    a«=  '\ .  180»  . 
r  r-  n  /  - 

9.  Aus  dem  Flächeninhalt  F  eines  Sektors  und  dem  zugehörigen  Centriwinkel 
o  den  Radius  r  des  Kreises  und  den  Bogen  b  zu  berechnen. 

10.  Kin  Kreis  brnilirt  die  beiden  Radien  und  den  Bogen  eines  (Quadranten. 
Man  berechne  nm  dem  Radius  r  des  Quadranten  dir  Inhalte  der  zwischen  dem 
eingeschriebenen  Kreis  und  dem  Umfang  des  Quadranten  liegenden  Flächen. 
Auflösung:  Der  den  Quadranten  halbierende  Radius  besteht  aus  dem  Radius  q 
des  eingeschriebenen  Kreises  und  der  Diagonale  eines  Qnadrats,  dessen  Seite 
gleich  dem  Radius  q  ist.    Daher  ist 

Der  eine  der  gesuchten  leile  ist  die  Ditiercnz  des  genannten  Quadrats  und  eines 
Quadranten  des  eingeschriebenen  Kreises,  also  gleich 

e«—  l«e«  =  l3  — 2^2.)(1  — . 

Subtrahiert  man  den  Inhalt  dieses  Teiles  und  den  des  eingeschriebenen  Kreises 
von  dem  Inhalt  des  Quadranten,  so  erhält  man  die  Summe  der  Inhalte  der 
beiden  übrigen  Teile,  die  einander  uli  irlt  sind. 

11.  Den  Inhalt  der  von  zwei  Seiu-n  eines  trlrichseitigen  Dreifcks  und  dem 
dazwischen  liegenden  kleinern  Bogen  des  Inkreises  emgeschlossenen  Fläche  aus 
der  Seite  a  des  Dreiecks  zn  berechnen.  Auflösung:  Da  drei  Flächen  von  gleicher 
Größe  übrig  bleiben,  weim  man  den  Kreis  von  dem  Dreieck  wegnimmt,  so  ist 
der  ßesnrhfe  Iiih.tif  >  der  Diflfereoz  der  Inhalte  des  Dreiecks  und  des  Kreises. 
Der  Radius  des  lukreises  ist 

e  ^  i  «  J  3  . 

Mithin  erhält  man 

/-iUa^>3--,i,;ia^'j-3i,(3|3— ir)««  . 
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§  36.    Die  Ähnlichkeit  der  Kreise. 

I.  Daü  Krrise  ähnliche  Fijjuren  sind,  ist  in  §  34  Nr.  2  gozoipt  worden. 
Zwri  Kreise  derselben  Ebene  sind  uhi-r  ain  li  srcts  In  p(»rspi-kti\  er  Lagr  zuoinandpr. 
Zieht  man  namlich  in  zwei  Kreisen  zwei  beUebige,  einander  parallele  und  gleich 
gerichtete  Radien  ^4ß,  Äff 
(Fig.  188)  und  verbindet 
deren  Endpunkte  B,  so 
schneidet  die  Verlängerung 
der  Verbindungslinie  die 
Verlängerang  der  Centrale 
AA  in  einem  Punkte  5i 
so  daß 

ÄS  xSA  ^  AB  .Aff  , 

d.h.  der  Punkt  teilt  AA 
anßen  im  Verhältnis  drr  Radien.  Da  dies  für  jedi^s  I'aar  paralleler  und  gleich 
gerichteter  Radien  gehen  muli,  so  ist  der  Punkt  S  tur  alle  solche  Paare  derselbe, 
also  äußerer  Ahnlichkeitspankt  der  Kreise  A  «id  A*  Er  liegt  bei  angleichen 
Kreisen  aul  der  Verlängerung  der  l'entrale  fiber  den  AQttelpnnkt  des  kleinem 
Kreises,  hei  ijleirhen  Krei<;rn  iinrndlich  fern. 

Zieht  man  lenier  in  zwei  Kreisen  zwei  parallele  und  entgegengesetzt  ge- 
richtete Radien  AC,  AC'  (Fig.  139)  und  verbindet  deren  auf  der  Peripherie  liegende 
Endpunkte  d  C  miteinander,  so  schneidet 
die  Verbindungslinie  die  Centrale  AA  selbst 
in  einem  Punkte  /,  und  die  Dreiecke  ACIr 
A'C'J  sind  ähnlich.    Daher  ist 

A/: /A  -  At  :  A'C*  , 

d.  h.  der  Punkt  /  teilt  die  Centrale  innen 
im  Verhältnis  der  Radien.  Für  alle  Paare 
paralleler  und  entgegengesetit  gerichteter 
Radien  sweier  Kreise  muß  dieser  Punkt  /  der- 
selbe sein.  Er  ist  also  innerer  Ahnlichkeiispunkt  dieser  Kreise.  ¥a  liegt  auf  der 
Centrale  selbst,  hei  ungleirhen  Kreisen  dem  Miftelpiuikt  des  kleinem  näher  als 
dem  des  gröUern,  bei  gleichen  Kreisen  im  Halbierungspunkt  der  Centrale. 

Zwei  Kreise  haben  daher  in  jeder  Lage  sowohl  einen  innem  ab  einen 
äußern  Ähnlichkeitspunkt,  und  dies(>  beiden  Ähnlichkeitspunkte  teilen  die  Centrate 
im  Verhältnis  der  Radien  Iiarmonisch. 

Sind  /  j  >  rj  die  Radien  der  beiden  Kreise  und  c  die  Centrale,  so  sind  die 
Entfernungen  des  äußern  JVlinlichkeitspuuktes  von  den  Mittelpunkten  der  beiden 
Kreiae,  absolut  genommen: 


AS^c 


SA  =  c  — ?  ~ 


ri  — 

und  die  Entfernungen  des  innem  Ähnltchkeitspunktes: 


AJ=^ 


lA  ^ 


*'\  +  ft 


Die  Entfernung  der  beiden  Ähnlichkeitspunkte  voneinander  ist 


2i 


''1''* 


'I  —  1 

2.  Die  in  S;  31  entwickelten  Sätze  über  Ähiilichkeitsstrahlen  und  entsprechende 
Punkte  äfmlii  lier  \'ieli  (  ke  lassen  sieh  nnnmi'hr  auf  zwei  Kreise  üheitia;^en.  Das 
herrschende  Verhältnis  der  beiden  Kreise  ist  das  Verhältnis  ihrer  Radien.  Daher 
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müssfii  sirh  dio  rt'riplicririi  znriii.uuh  r  wie  dii^  Radien,  dio  Flächi'iiinhalte  wi«' 
di*'  (.>iia(!rati«  drr  Radien  vrrlialtcii,  wie  schon  in  84  Nr.  2  aus  don  rvklnm<»trisrhen 
lornielii  geiolgeri  wurde.  Enisprecheude  Punkte  der  Kreise  siiui  die  Kndpnnktc 
paralleler  Radien,  die  entweder  in  gMchem  (beim  äußern)  oder  in  entgei^cn- 
gesetztem  Sinne  (beim  innern  .Mudichkeitspunkt)  gezoui'ii  sind.  St*hHeii|  die  durch 
die  Endpunkte  dieser  Radien  bestimmt  sind,  entq>recben  einander  und  sind  daher 
parallel 

Entsprechende  Punkte  müssen  auch  die  Berührungspunkte  gemeinschaftlicher 
Tangenten  beider  Kreise,  falls  solche  vorhanden  sind,  sein.  Die  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  sind  also  -\hnlichkeitsstrahlen,  weil  sie  die  Kndpunkte  paralleler 
Kaflirri.  die  nämlich  beide  auf  den  Taii'^i-ntcn  senkrecht  stehen,  verbinden.  Diese 
gemeinschaftlichen  Tangenten  müssen  symmetrisch  zur  Centrale  liegen.  Die  xVuf- 
gabe,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  zwei  gegebene  Kreise  zu 
legen,  kann  also  dadurch  gelöst  werden«  daU  man  einen  Ähnlichkeitspunkt  dieser 
Krei«;*  kmistnitcrt  und  von  ihm  aus  an  einen  Kreis  eine  Tangente  legL  Diese 
muß  auch  den  andern  Kreis  berühren. 

Die  Untersuchung  der  bei  dieser  Aufgabe  mOglichen  Fälh«  ergibt  folgendes: 
Schließen  die  Kreise  einander  aus,  so  liegen  beide  Ahnlichkeitspnnkte  außerhalb 
beider  Kreise.  Da  man  von  jedem  swet  Tangenten  ziehen  kann,  so  erhält  man 
in  diesem  FalK-  zwei  äutjer<-  und  zwei  innere  gemeinschaftliche  Tangenten. 
Berühren  die  Kreise  einander  von  auUcn,  so  fällt  der  innere  Ähnlichkeitspunkt 
mit  dem  Berührungspunkt,  und  die  beiden  durch  diesen  Ähnliclikeitspunkt  gelegten 
Tangenten  fallen  in  eine  zusammen.  In  diesem  Falle  gibt  es  zwei  äußere  und 
eine  innere  gemeinschaftliche  Tangente.  —  Schneiden  die  Kreise  einander,  so 
fällt  der  innere  Ähnlichkeitspunkt  innerhalb  beider.  Man  kann  also  von  ihm  keine 
Tangente  an  die  Kreise  »iehen,  und  diese  haben  nur  noch  zwei  äulSere  gemein- 
schaftliche Tangenten.  —  Berührt  der  kleinere 
Kreis  den  grüüem  von  innen»  so  fällt  der 
innere  Ähiillc  hkeifspunkt  innerhalb  beider;  der 
auüere  Ahnlichkeitsp-inkt  fallt  mit  dem  Be- 
rührungspunkte zusuiimui),  und  die  Kreise 
haben  nur  eine  äußere  gemeinschaftliche  Tan- 
gente.  -  L.i«'gt  endlich  der  kleinere  Kreis 
ganz  innerhalb  des  t'rriLiern,  so  fallen  beide 
ÄhnlichkeiLspunkte  innerhalb  beider  Kreise 
und  diese  haben  beide  keine  gemeinschaft- 
liche Tangente. 

Sind  z«-ei  Kreise  konzentrisch,  so  fallen 
beide  Ahnlichkeitspunkte  mit  dem  Mittelpunkte 
zusammeti. 

IUI  8.  Verbindet  man  die  Punkte     B,  C^*,» 

eines  gegebenen  Kreises  (Fig.  140)  mit  einem 
beliebigen  Punkt  .V  und  leili  die  \'erl)indungslinie  durch  die  Punkte  C*,  . .  . 

in  demselben  Verhältnis  innen  oder  auüen,  so  daß 

.'/./'     ////  CC 

ist,  so  liegen  A,  1^,  C",  .  .  .  auf  einem  /weiten  Kreise  und  S  i-i  i!>  r  äiUii-re  ii(!er 
innere  Ahniiclikcitjfpunkt  der  beiden  Kreise.  Das  Verhältnis  ihrer  Radien  ist  der 
absolute  Wert  des  Verhältnis»«*»: 

AS      BS  CS 

SA    S/r  sc"'" 

Sinti  z-  Ii.  A,  /»",  C",  .  .  .  tlie  Halbierungspunkte  von  .^.V,  JiS,  CS,  .  .      so  teilt 
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S  die  Verbinduii'fjslinicii  ./,  /',  /jVV,  CC  ",  .  .  .  autii  si  Im  \'erhältnis  2:1:  <I*'r  Radius 
dfs  7.wr'itPTi  Krriso  ist  ;i]>(»  h.ilh  <n  '^rnl\  n]<  di-r  (Ii  s  i,'<'^»*b('neu.  V.'i  ist  also  möglich, 
zu  eitKnti  ^«'^cbiMifir  Kifis«-  lM'hfl»i)4  vi<'lc  Punkte  »'ines  zwi  inii  Kreises  mit  ije- 
^cbcnem  Radius  zu  konstruieren.  Dieser  zweite  Kreis  ist  «l«  r  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  welche  die  Verbindungslinien  der  Funkte  des  ersten  Kreises  mit 
einem  festen  Punkte  in  demselben  Verhältnis  teilen. 

Kennt  m.in  fli-n  Mittelpunkt  Af  des  genebenen  Kreises  und  zieht  einen 
belicbigt-n  Kadius  J/A,  so  schneidet  die  Parallele  durch  ^4'  zu  /l///  die  Verbindungs- 
linie MS  in  Af't  dem  Mittelpunkt  des  mreiten  Kreises.  Da  JiT  die  Strecke  MS 
in  demselben  Verhältnis  teilt»  so  ist  durch  dieses  Af*  direkt  bestimmt. 


Sechster  Abschnitt 
Die  planimetrischeii  KonatruktionBaufgäben. 
§  37.  Vorbegriffe. 

Die  Aufgaben  der  Geometrie  fordern  die  Konstruktion  von  Figfuren  mit 

verlanj;ten  Kijjens«  iKifit-n,  und  zwar  an(  Grund  georo<'trischer  Lehrsätze,  so  daO 
die   Kichtii^ki-it    des  Xfrlahrrns   streri'^  bewiesen   werden   knnn.     ITierhei   ist  von 
der  vorgestellten  Konstruktion  der  Figur  (iie  wirkluhe  praktische  Auslühning  der 
Zeichnung  zu  unterscheiden.    Die  Aufgabe  im  engern  Sinn  verlangt  nur  die 
erste«  d.  h.  die  Angabe  des  xur  Herstellung  der  verlangten  Figur  ffibrenden 
theor«'tischen  Verfahrens:   sie  sieht  mithin  von  der  praktischen  Unmöglichkeit, 
wirklirlic  Linien  ohne  Dicke  zu  zeichnen  und  von  andern  Fehlercjuellen  ln'i  <!er 
Ausführung  d<*r  Zeiclinung  ab  und  kann  daher  auch  eine  theoretisch  vullkommne 
Genauigkeit  verlangen.    Die  Konstruktionen  der  Elementar-Geometrie  bedienen 
sich  keiner  andern  Hilfsmittel  als  der  Geraden  und  des  Kreises,  da  diese 
Linien  die  einzigen  sind,  die  in  den  Elementen  behand<'lt  werden.    Ks  nirt!  also 
die  Mfjglichkeit  vorausgesetzt,  eine  Gerade  und  einen  Kr^^h  zeichnen  /.n  können. 
Das  geometrische  Zeichneu,  d.  i.  die  praktische  .\usluhrung   jener  theo- 
retischen Konstruktionen »  bedient  sich  aber  bei  den  elementaren  Aufgaben  nur 
des  Lineals  und  des  Zirkels  als  Instrumente  und  hat  mittels  dies<'r  die  beiden 
fundamentalen  Furdernncen   mit  imV^liclister  Annäfienin<:   an   die   in  der  Theorie 
angenommene  (lenauigkeit  auszuiuliren.    Weil  aber  diese  (ienauigkeit  nie  voll- 
kommen erreicht  werden  kann,  so  darf  der  praktische  Zeichner  für  seine  Zwecke 
aoSer  Lineal  und  Zirkel  noch  andre  Instrumente  verwenden,  wie  das  recht» 
winklige  Lineal,  di<>  KeiUschiene,  die  Maßstäbe  und  ixtta  Anlegen  von  Winkeln 
den  TraiinjinrieTir.    T^eraiii,  ■  I lilf'-mittel  dienen  <lnrn.  gewisse  häufig'  \orkomntende 
Konstruktionen  mit  größerer  liequemliclikeit  mechanisch  auszutuhren.  und  sind 
insofreit  gestattet,  als  die  dadurch  bedingte  Genauigkeit  der  Zeichnung  größer 
ist,  als  bei  der  Ausfuhrung  der  betrefTenden  Konstruktion  mit  Lineal  und  Zirkel 

der  Fall  sein  würde. 

Man  kann  hiernacli  di«-  Lehre  von  den  geometrischen  Kfuistruklionen  als 
die  wissenschaftliche  (iriindlage  des  geometrisciieii  Zeichnens  erklaren.  Die  hierher 
gehörigen  Aufgaben,  die  als  die  einfachsten  am  häufigsten  Anwendung  findf^n, 
wie  z.  B.  das  Errichten  und  I"ällen  von  Senkrt-ciuen,  das  Ziehen  von  Parallelen, 
die  Halbierung  \ün  Str«'ckeii  oder  Winkeln  n.  dgl.  m.,  wnrcfen  sehnn  früher  be- 
handelt. Sie  sind  als  die  1"  it  ii  d  a  m  e  ii  l  ala  ii  ( a  b  e  n  (i;  JU)  bezeichnet  worden,  und 
ihre  Kenntnis  wird  im  fulgeiiden  voraiLsgeseizt.  .Vuüerden»  sind  schon  im  .^nschlaU 
von  Lehrsätzen  wichtige  Aufgaben  gelöst  worden,  80  in  ^  ^2,  23,  2ü,  30. 

Die  vollständig:«'  .\uflösung  einer  Aufgabe  zerfällt  in  vier  Teile:  Die  Aiialysis 
entwickelt  den  Geilaiik»  iigaiig ,  durch  den  das  zu  der  verlangten  i-igur  führende 
ticaLOEMiLOiu  Handbuch  der  M«th«miitili,  2.  Aull,  B^i.  1.  22 
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Vrtfahren  gefunden  vird^  indem  sie  die  Bezichtinieren  zwischen  dem  Gesuchten 

o(U'r  Unbi'kanntfn  und  dem Gegebenrn  oder  Bekannten  ermittelt;  die  Konstruktion 
lehrt  dann,  wir  die  Zeichnung  ausyelührt  wird:  der  H» wris  /a-'v^x  dir  Richtijikt'it 
dieses  Verfalirens  auf  Grund  bewiesener  Lehrsätze:  die  !>••  t  i  rmination  endlich 
hat  die  Bedingungen  der  iM»>glichkcil  der  Auflösuiig  der  Autgabe,  sowie  die  An- 
sah! der  Figuren  zu  ermitteln,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

In  welcher  Weise  durch  die  Analysi.s  •  Aufgabe  auf  schon  gelöste  Auf- 
gaben und  si  hlii'LUu  ii  auf  die  PostnI.iti-  d<  r  ['Iniiimetrie  rtiriii  kt;e|ührt  werden 
rouÜ,  darüber  kann  eine  lür  alle  Fälle  gültige  \  orschritt  nicht  gegeben  werden. 
Den  bequemsten  Weg  zur  Losung  einer  nicht  ganz  einfachen  Aufgabe  zu  finden, 
l'  hrt  meistens  eine  durch  vielfache  Beschäftigung  mit  Geometrie  gewonnene 
Übung.  Doch  sollen  im  folgenden  einige  Methoden  besprochen  werden,  die 
bei  gewissen  (jruppen  von  Aufgaben  in  geeigneter  Weise  angewendet,  /.um  Zieh- 
iühren  können.  Dabei  ist  nicht  aiiägeschlosticn,  daU  manche  Aufgabe  nach 
verschiedenen  Methoden  oder  teilweise  nach  einer,  teilweise  nach  der  andern 
Methode  gelöst  werden  könnte. 


1.  In  §  30  sind  die  Ftmdamentalaofgaben  behandelt  worden,  die  in  An- 
wendung der  Kongruenzsatze  die  Konstruktion  eines  Dreiecks  verlangen,  m'enn 

a)  drfi  Seilen,  oder 

b)  zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  «-ingeschlossene  Winkel,  oder 

c)  zwei  Seiten  und  der  einer  Seite  gegenüberliegenden  Winkel,  oder 

d)  eine  Seite  und  die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel,  oder 

e)  eine  Seite,  (]«t  gegenüberliegende  und  ein  anliegender  W^inkel  gegeben  sind. 

In  ilirscii  Auteaben  ist  jedes  der  zur  Bestimmung  des  Dreiecks  gegebenen 
Stücke  entweder  eine  Seite  oder  ein  Wmkel.  Au  Stelle  eines  oder  mehrerer 
dieser  Stücke,  die  als  unmittelbare  Bestimmungsstflcke  bezeichnet  werden, 
können  auch  andere  Stücke,  wie  z.  B.  die  Summe  oder  die  Differenz  zweier 
Seiten,  die  Hohen,  die  von  den  Höhen  auf  dm  Seiten  g«'bildete  Abschnitte,  der 
Radius  des  Umkreises,  die  Radien  der  iieruiiruiiuf'kreise  des  Dreiecks  u.  dgl. 
gesetzt  werden.  Man  erhalt  aiit  diese  Weise  ein«-  unerschöpfbare  Menge  von 
Aufgaben,  in  denen  die  Konstraktion  eines  Dreiecks  aus  drei  Stücken  verlangt 
wird,  die  zum  Teil  oder  sämtlich  nicht  unmittelbare  sind  und  im  Gegensatz  zu 
diesen  in  i  1 1  !■  1 1)  ;i  r  I-  B  r  s  i  i  m  m  u  ti     s  t  li  r  k  e  genannt  werden  können. 

jedoch  sind  nicht  alle  Xusammt-nsieilungen  dreier  Stücke  behuts  Bildung  von 
Aufgaben  gestattet:  es  fragt  sich  vielmehr  im  einzelnen  Falle,  ob  die  Aufgabe 
lösbar  ist,  d.  h.  ob  das  Dreieck  aus  diesen  Stücken  konstruiert  werden  kann,  und 
ob  rs  durch  sie  bestimmt  ist.  Sind  z.  B.  ein  Winkel,  eine  ihm  anlieg»Mide  Seite 
und  die  Höhe  auf  der  rindern  fnili«'«jenfifn  Seite  gege]>»>n .  ««o  sieht  man  leicht 
ein,  daÜ  diese  drei  Stücke  demselben  rechtwinkligen  Dreieck  angehören,  das  ein 
Teil  des  gesuchten  ist  Da  dieses  rechtwinklige  Dreieck  bereits  durch  die  ge- 
gebene Seite  und  den  gegebenen  Winkel  und  mit  ihm  durch  diese  Stücke 
auch  die  Höhe  h«'stinimt  ist,  so  ist  jene  Aufgabe  unstatthaft.  Hat  nämlich 
die  Höhe  nic!ir  Hie  Länge,  die  durch  die  beiden  andern  Stücke  Noryesclirieben 
ist,  so  entiialt  die  Aufgabe  einen  Widersprucl»  und  verlangt  also  Unmögliches. 
Hat  aber  die  Höhe,  vielleicht  infolge  ihrer  Messung  an  einem  in  der  Natur 
ixistierenden  Dreieck  o(l<'r  infolge  einer  Bi'rechnung.  die  richtige  Länge,  so  ist 
ilire  Angahe  üf)ernussig.  und  zur  Kon'-tmL 'iuu  di  <  I)rei<'cks  sind  in  Wirklii'hkeit 
iinr  zwei  Stücke  gegeben,  so  dali  das  erlurderliche  dritte  fehlt  und  die  Aufgabe 
uiibcstimnu  ist. 

In  ähnlicher  Weise  ist  z.  B.  durch  den  Radius  des  Umkreises  eines  Dreiecks 
und  einen  Winkel  bereits  die  diesem  gegenüberliegende  Seite,  oder  durch  den 
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Fig.  141. 
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Flärhrniiihalt  nm\  die  Höhe  zugleich  die  Grundlinie'  bestimmt  und  darf  demnach 
nicht  mit  den  beid«'n  er*;t(»ii  Stückoii  zti^It  ich  als  l{rsniiimiini,'sstnck  jjej;ebe!i 
werden.  Ks  ist  also,  allgemein  ausgedrückt,  ciio  Bedin^'ung  zti  ertülien,  da  Ii  die 
Bestimmiingsstücke  von  einaudcr  uuabhänjjiy  sein  müssen.  .\ber  auch 
wenn  diese  Bedingimg  erfäUt  ist,  muß  die  Detennination  der  Aufgabe  noch  ent- 
BCheiden,  ob  bei  jeder  Grnüe  dieser  Stücke  die  Aufgabe  lösbar  ist 

2.  Es  soll  nun  /utiäihst  ein  zur  Auflösung  derartiger  Aufgaben  geeignetes 
Verfahren  an  eiuij^en  ausgetührien  Heispielen  gezeigt  werden. 

1)  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ans  der 
Snmme  seiner  Katheten  und  einem  spitzen  Winkel  za  konstruieren. 

Ks  sei  eine  Strecke  j-  und  ein  spitzer  Winkel  a  gegeben:  man  soll  ein  recht- 
winklitreM  Dreieck  zeichnen,  in  dem  ein  Winkel  gleich  a  und  die  Summe  der 
Katheten  gleich  f  ist.  Denkt  man  sich 
vorläufig  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
(Fig.  141)  gezeichnet,  und  nimmt  man 
an,  diest^s  sfi  das  \erlanpte,  sn  müÜte, 
wenn  /iCB  <l<-r  n-clui-  Wiiiki-l  ist, 
AC  -\-  CB  —  s  und  etwa  BAC  —  a 
sein.  Da  nun  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe nicht  gelingen  kann,  ohne  da6  die 
gegebenen  Stücke  benutzt  werden,  so 
trage  man  zunächst  Sorge,  eine  der 
Strecke  s  gleiche  Strecke  in  geeigneter 
Weise  mit  dem  Dreieck  ABC  in  Verbindung  su  bringen.  Verlängert  man  zn 
diesem  Zwecke  AC  um  die  der  Seite  Cß  gleiche  Strecke  CD,  so  ergibt  die  Ver- 
bindung von  D  mit  ß  ein  Ililfsdrei  eck  AD/',  in  <l<'m  die  Seite  AD  =  s  und 
Z.  DAß  -  a  bekannt  sind.  Da  außerdem  das  Dreieck  hCD  gleichschenklig  recht- 
winklig ist,  so  ist  auch  ^ADB=  45^  bekannt  Man  kennt  also  in  dem  Hilfa- 
dreieck  ADB  eine  ^ite  und  die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel,  und  kann  es 
somit  aus  diesen  Stücken  nach  einer  Fundamentalaufgabe  konstruiert  werden.  Ist 
dies  geschehen,  so  erhält  man  die  zur  Konstruktion  des  gesuchten  Dreiecks  noch 
nötige  Katliete  ßC  mittels  der  von  ß  aui  AD  zu  lallenden  Senkrechten. 

Nach  dieser  Analyse  wird  die  Aufgabe  durch  folgende  Konstruktion  gelost: 
Auf  einer  Geraden  traue  man  eine  Strecke  AD  =  s  ab:  darauf  lege  man  an 
AD  in  A  den  Winkel  a  und  an  DA  in  D  einen  Wit\k(  l  von  4r>"  an.  Die  freien 
Schenkel  werden  sich  in  einem  Pimkte  ß  schneiden.  Endlich  fälle  man  von  B 
die  Senkrechte  ßC  auf  AD  und  AßC  ist  das  verlangte  Dreieck. 

Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  ergibt  sich  durch  folgenden  Beweis: 
Der  Winkel  ACß  ist  ein  rechter,  da  BC  nach  KonstruktisHi  senkrecht  auf  AC 
steht,  lind  der  Winkel  ßAC  ist  gleich  dem  gegebenen  a,  ebenlalls  nach  Konstruktion. 
Ferner  ist  die  Summe  der  Winkel  CßD  und  CDß  dem  Außenwinkel  ACß  des 
Dreiecks  BCD,  also  dnem  Rechten  gleich,  und  da  CDB  nach  Komrtmktion  gleich 
45"  ist,  so  muß  CBJ}  die  gleiche  Gröfie  haben.  Hieraus  folgt  wieder  die  Gteich- 
heit  der  diesen  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  Cß  und  CD  <les  Dreitu-ks  ßCD. 
Daher  ist  AC  '  Cß  -  AC  ^  CD  —  AD.  I/)  ah«  r  ist  n.irli  Konstruktion  gleich  j, 
mithin  ist  auch  die  Summe  slC  •  Cß  der  Katheten  des  reciuwinkligen  Drei- 
ecks ABC  der  gegebenen  Strecke  s  gleich.  Dieses  Dreieck  erfüllt  die  gestellten 
Ford«'rungen,  es  ist  also  das  verlangte. 

Man  i  rhält  endlich  die  Di'termination  der  Aufgabe,  wenn  man  die  einzelnen 
nacheinander  ausm-luhrten  Konstruktionen  inii  Rücksicht  darauf  ln-traciilel,  ob  sie 
sich  stcLs  oder  nur  unter  gewissen  Bedingungen  ausführen  lassen,  sowie  ob  sie 
eine  Auflösung  oder  mehrere  liefern.  Im  vorliegenden  Falle  ergibt  sich  leicht, 
daU,  s(!i«  ni  (i  ein  Hpitzer  Winkel  ist,  was  als  selbstverständlich  vorausgesetzt 
werden  darf,  die  .Auflösung  stets,  und  zwar  nur  auf  eine  Art  ausliihrbar  ist.  Die 
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Determination  ist  also  bei  diosiT  Auf^'alM-  dahin  zu  fassen,  datt  es  stets  ein  und 
nur  ein  m-htw  inkÜLir^  Dri  if-rk  ^iht.  das  dir  ^i*j;«'l)rn(Mi  Stürko  enthält. 

2|  Ks  sei  die  Aiil^ahe  pesteilt,  ein  Dreieck  aus  dem  Umfang  u  und 
zwei  Winkeln  a  und  ^  zu  koustruie ren. 

Analysis:  Angenommen,  das  Dreieck  ABC  (Fig.  142)  sei  das  verlangte, 
also  Z  BAC^  a,  Z  C/i/i  ■—  ßt  ond  die  Summe  der  drei  Seiten  HC  und  CA 
gleich  der  pepeheiien  Strecke  u,  so  verlängere  man  /?.-/  imi  .1/)  gleich  AC,  so- 
wie Aß  mu  BE  gleich  BC  und  ziehe  BD  und  CE»  IIi«  rdurch  entsteht  das 
Hilfsdreieck  CDE^  in  dem  DE  —  u  bekannt  ist.  Ferner  ist  Z  CEB  -■  Z  BCE, 
da  das  Dreieck  CBE  gleichschenklig  ist  Nun  ist  der  Außenwinkel  CBA  dieses 
Dreiecks  };leich  der  Summe  der  jienannten  Winkel,  tind  folglich  muß  jed<'r  gleich 
der  Hiilfte  von  CBA,  .und  mithin  tileirh  I,  fi  sein.  In  derselben  Weise  ergibt 
sich  miUels  des  gleichsehen kiijjen  Dreiecks  CAD,  daü  jeder  der  Winkel  ADC 
und  DCA  gleich  i  a  ist  Somit  sind  von  dem  Hilfsdreieck  CDE  eine  Seite  und 
die  beiden  anlirL:'  iidi n  Winkel  bekannt«  und  di«*ses  Dreieck  kann  konstruiert 
werden.  Durch  .\nlej;r  n  (|(  r  Ix  kannti'n  Winkel  DCA  =  i«  und  /^CE=^  ^fi 
ergeben  sich  die  noch  lehleudeu  Eckpunkte  A,  B  des  gesuchten  Dreiecks. 


Flg.  142. 


Konstruktion:  Mau  halbiere  die  j^ejjebenen  Winkel  a  und  fi,  zeicluie 
eine  beliebige  Gerade,  trage  auf  ihr  eine  Strecke  ED  =  u  ab,  lege  an  ED  in  E 
den  Winkel  |  ß  und  an  DE  in  D  auf  derseH>«'n  Seite  der  (jeraden  den  W  inkel  J.« 
an:  die  anL'''li'!:t''n  Si  h<  nkt'l  möi?en  einander  in  ('  srhrieiden.  Man  lepe  daranf 
an  CD  in  t  innerhalb  des  Dreiecks  ECD  den  Winkel  i  a  und  ebenso  an  CE 
in  C  den  fflnkel  \  ß  an:  die  angelegten  Schenkel  mögen  ED  in  A  und  B 
schneiden.    Dann  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Reweis:  Da  nach  Konstruktion  jeder  der  Winkel  CEB  und  BC/'.  '  Ii 
i  ß.  und  da  CBA  als  AitBr'nwinkel  des  Dreiecks  ßCE  gleich  der  Summ«*  bridfr 
Winkel  ist,  so  ist  Z  CBA  p.  Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich,  dali  Z  CAB 
»  o  ist  Da  femer  die  Winkel  BCE  und  CEB  beide  gleich  \  ß  sind,  so  mfissen 
auch  die  diesen  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  BC  und  EB  d«'s  Dreiecks  BCE 
einander  gleirh  > -iii.    Ebenso  ergibt  sich  für  das  Dreieck  CAD,  dali  CA  gleich 

ist.  Daher  luuÜ  BC -]  BA  ^  CA  EB  ^  BA -\  AD  -  ED  nndda 
ED  -  u  nach  Konstruktion  ist,  so  hat  das  Dreieck  ABC  auch  den  gegefienen 
Umfang.  Da  dieses  Dreieck  also  die  drei  gegebenen  Stücke  hat,  so  ist  (>s  das 
verlangte. 

Determination:   Aus   der  Konstruktion    ergil>t    sich.   daÜ    die  Hi-dingung 
"T <.  1  selbstversländlicli   vorausgesetzt,  stets  ein   und   nur  ein  der 

Aufgabe  genügendes  Dreieck  möglich  ist,  oder  daß  alle  Dreiecke,  die  sich  aus 
den  gegebenen  Stücken  konstruieren  lassen,  nur  der  Lage,  nicht  aber  der  Gestalt 
und  r.roLle  nach  voneinander  verschieden  nein  können,  daß  also  alle  diese  Drei- 
ecke kongruent  sind. 
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3)  Aufgabe:  Kin  Dreieck  aus  zwei  üeiten  a  und  und  der  Mittel- 
linie ffi  zur  dritten  Seiio  zu  konstniiorfn. 

Analysis:  Angenommen,  ABC  (Fig.  14. >>  sei  das  gesuchte  Dreieck,  und 
zwar  sei  ßC=a,  AC—d,  so  halbiere  man  AB  und  verbinde  den  Halbierungs- 
punkt D  mit  C.    Dann  muß  CD  gleich  der 

dritten  }:<'i;ebenen  Strecke  ///  sein.    Verlängert  _.  ^ 

man  C7)   um   D/^  —  C7>   und   verl)indet   TT  1^ 
mit  A,  so  sind  die  Dreiecke  BC'D  und  itZ^^-/  ^ 

kongruent,  da  sie  in  uret  Selten  und  dem   

eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen,  und 
CS  ist  dnher  AE  —  BC  —  a.  Ks  sind  also 
von  dem  ililfsdreieck  CEA  Hi*"  drei  Seiten 
CA  ^  ^,  AK  =  a  und  CE  2  m  bekannt^ 
und  dieses  kann  daher  konstruiert  venfen. 
Dann  ist  D  als  I  lalbierungspunkt  von  CE 
bekannt,  und  dun  h  AD  und  deren  Verlänge- 
rung DB     AD  ergibt  sich  der  Eckpunkt  B. 

Konstruktion:  Aul  einer  Geraden  trage 
man  nacheinander  die  Strecken  CD  und  DE^ 
beide  gleich  m  ab,  beschreibe  um  C  mit  b  \^ 
und  um  E  mit  o  Kn  isho-ren.  vcrl)iiide  einen  \J 
Schnittpunkt  A  dieser  Kreisbogen  mit  C  und 
mit  Z>,  verlängere  AD  um  DB^AD  und  Fr«.l«. 
aiebe  BC^  so  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Man  ziehe  AE.  Dann  ist,  weil  nach  Konstruktion  CD  =^  DE, 
AD  —  BD  ist,  und  weil  die  Winkel  BDC  und  ADE  als  Schei'relw  inkel  einander 
gleich  sind,  das  I>reieck  ADE  dem  Dreieck  BCD  kongruent,  also  ist  auch 
AE  ßC.  Da  nun  AE  nach  Konstruktion  gleich  a  ist,  so  mufi  auch  BC  =  a  sein. 
Ferner  ist  nach  Konstruktion  AC  =~  b  und  CD  m,  und  es  halbiert  CD  die 
Seite.///.  Weil  /)/>'  gemaiht  ist.    Mithin  ist  das  Dreieck  .-//?r  das  M-rlant^tr. 

Determination:  Das  Hiitsdreieck  ACE  ist  nur  dann  möglich,  u^-nn  die 
Summe  der  Seilen  AC  und  AE  gröücr  und  ihre  Differenz  kleiner  ist  als  die 
dritte  Seite  CE-,  Man  erhilt  also  die  Bedingungen  a-\-b>%m  und  a  —  3  < 2 m 
für  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe.  Sind  diese  erfüllt,  so  kann  das  Dreieck  ACE 
konstruiert  werden.  Da  dann  alle  foleenden  Konstrukticrnrn  stets  und  zwar  ein- 
deutig ausgeführt  werden  können,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  unter  den  genannten 
Bedingungen  stets,  und  nur  auf  eine  Art  lösbar. 

8.  Man  ^mmt,  wie  diese  Beiq>iele  aeigen,  aum  Zwecke  der  Analyse  zunächst 
eine  Figur  von  der  in  der  Aufgabe  verlangten  Art  als  schon  gefunden  an  und 
stellt  die  Redin'^nni,'efi  auf,  d»*nen  sie  genügen  müßte,  wenn  sie  die  verlnntrte  sfin 
sollte.  Iis  ist  dazu  notwendig,  dali  alle  gegebeneu  Bestimmungsslücke  in  <ier 
Figur  vorkommen,  da  sonst  die  Lösung  der  Aufgabe  auch  ohne  das  nicht  ge- 
brauchte Stuck  möglich  wäre.  Sofern  also  die  betreffenden  Strecken  oder  Winkel 
nirht  \on  stdbst  in  y-wx  vorläufigen  Figur  vorhanden  sind,  müssen  si«'  in  ^ci-itrneter 
Weise  hergestellt  und  mit  der  übrigen  Figur  m  /u^-atiunrnhang  gebracht  werden. 
So  geschah  dies  in  der  ersten  der  Aufgaben  mit  der  Summe  der  Katheten,  in 
der  zweiten  mit  der  Summe  der  drei  Seiten,  und  in  der  dritten  mit  der  Mittel- 
linie des  Dreiecks,  währt^nd  jedesmal  die  beiden  andern  gegebenen  Stücke  des 
angenommtMifn  Drrifi-ks  an  (lirsem  nnnnttrlljar  V')rlian(tin  warf-n.  In  ji-dr-r  der 
drei  Aufgaben  wurde  das  konstruierte  mittelbare  Stuck  durch  eine  oder  mehrere 
geeignete  Hilfslinien  mit  den  übrigen  in  Verbindung  gebracht  Ks  ist  dann 
dahin  zu  streben,  daß  man  eine  Hilfsfigur  erhalte,  welche  die  sämtlichen  Be- 
stimmungsstücke oder  doch  einen  Teil  d««rart  enthält,  daü  sie  aus  ihnen  nach 
bereits  früher  gelösten,  insbesondere  womöglich  nach  einer  Fundamentalaufgabe 
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konstruiert  werden  kann.  In  den  Aufgaben  von  Nr.  2  entstand  durch  Ver- 
mittlun^  (i»'r  Hilf>liiiit  ti  ein  r)irii  (  k,  das  die  samtliclit-n  );es;<'hfTirn  Stücke 
oder  aus  ihnrn  leicht  at>l('ubarc  (wie  iu  der  zweiten  .\iif};al)e  die  ilaitten  der 
gejiebencn  Winkel)  enthielt,  und  dessen  Konstruktion  aus  diesen  Stücken 
durch  eine  der  Fundamentalaufgaben  gelöst  wurde.  Ist  bei  irgend  einer  gestellten 
Aufgabe  eine  derartige  Hilfsfigur  ermittelt  worden,  so  ist  schließlich  noch  ein 
Üb.  'r^an^'  von  dieser  zu  der  \erlangten  Figur  zu  gucken,  der  ihre  Konstruktion 
mit  IliUe  der  ersteu  ermöglicht. 

Das  hiermit  cur  Konstniktion  von  Dreiecken  angegebene  Verfahren  läßt  sich 
in  entsprechender  Weise  auf  Vierecke  und  Vielecke  ausdehnen. 

Ks  sei  noch  eines  besondern  Hilfsmittels  envähnt,  das  in  vielen  Fällen  die 
Auflösung  erleichtert.  Die  in  Nr.  1  envähnte  Tatsache,  daß  bereits  durch  zvvei 
gegebene  Bestimmungsstücke  einer  Figur  ein  andres  Stück  bestimmt  sem  kann, 
so  dafi  dieses  nicht  neben  jenen  als  ein  weiteres  Bestimmungsstück  verwendet 
werden  darf,  führt  darauf,  in  Fällen,  wo  die  Konstruktion  dieses  abhängigen 
Stücks  ans  den  beiden  .tiuiern  auf  i-infache  Weise  ausgeführt  werden  kann,  dieses 
wie  eine  gegebene  (IrtiÜe  zu  behandeln,  indem  dann  diese'?  abhäntiitre  Stück 
an  Stelle  eines  von  den  Stucken,  aus  denen  es  gefunden  wurde,  gesetzt  und 
benutzt  werden  kann,  läßt  sich  die  gestellte  Aufgabe  häufig  auf  eine  leichter  zu 
lösende  snrflckführen. 

Man  bezeichnet  solche  Stücke  einer  Figur,  die  aus  andern  gegebenen 
Stücken  auf  bekannte  Weise  getunden  und  daher  mit  jenen  als  bekannt  betrachtet 
werden  dürfen,  als  Data.  Im  weitem  Sinne  erhält  man  also  durch  jede  Auf- 
lösung einer  Aufgabe  ein  neues  Datum,  nämlich  die  gesuchte  Figur  und  deren 
Teile*  So  kann,  nachdem  die  Aufgabe  1)  in  Nr.  2  gelöst  worden,  jede  Seite 
eine««  Dreiecks  als  ein  aus  dem  Umfang  und  den  Winkeln  henorgehendes  Datum 
angesehen  werden.  Wir  setzen  jedoch  im  engern  Sinne  voraus,  daß  die  zur 
Herstellung  der  Data  dienenden  Konstruktionen  nicht  über  die  Fundamental» 
aufgaben  hinaosgehcn.    Solche  Data  sind  beispielsweise  folgende: 

Durch  die  Summe  x  ~\- }'  =  s  zweier  Strecken  oder  zweier  Winkel  oder 
Flächen  und  eine  einzelne  x  dieser  Größen  ist  die  andere  y  gegeben,  denn  es 
ist  ^  =  j  —  X. 

Ebenso  ist  durch  x  —  v  und  x  auch  jp,  durch  x — y  und  y  auch  x:  durch 
einen  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  der  andre:  durch  den  Winkel 
riTi  der  Grundlinie  (mucs  L!l''irhsrlienkliuen  Dn-iecks  der  Winkel  an  der  Spitze 
und  umgekehrt:  durcli  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  oder  schon  durch  ihre  Summe 
der  dritte  Winkel  gegeben  u.  dgl.  m. 

I^ierher  gehören  also  auch  die  in  Nr.  1  erwähnten  Fälle,  nach  denen  durch 
einen  Winkel  eines  Dreieck  i  '  eine  ihm  anUegende  Seite  die  Höh«'  auf  der 
andern  anliei^enden  Seite,  dureli  den  Radius  des  Umkreises  eines  Dreiecks  und 
einen  Winkel  die  gegenüberliegende  Seite,  durch  den  Flächeninhalt  und  die 
Höhe  eines  Dreiecks  die  Grundlinie  gegeben  ist.  Genauer  ist  es,  zu  sagen, 
daß  durch  je  zwei  der  betreffenden  drei  Stficke  das  dritte,  also  beispielsweise 
nicht  nur  durch  den  Radius  eines  Kreises  und  einen  Peripheriewinkel  die  zu- 
gehörige Sehne,  sondern  auch  durch  die  Sehne  und  den  l'eripheriewinkel  der 
Ra<inis  und  durch  die  Sehne  und  den  Radius  der  l'eripheriewinkel,  dieser  aller- 
dings zweideutig,  gegeben  sei. 

Ist  die  Summe  und  Differenz  zweier  (JröÜen  gegeben,  so  erhält  man  diese 
sellist  und  zwar  die  -röL'ere  als  die  H  ilfte  der  durch  Addition,  die  kh'inere  gleich 
der  Hälfte  der  durch  Subtraktion  der  gegebenen  entstehenden  Grüßen.    Ist  also 
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Man  erhält  (ii>M-  R«  sultat«   dun  ti  du-  Anflösunp  der  beiden  Gleichungen  anf  die 
üiibekanmen  .v  mul  v  mittels  Addition  und  Subtr.iktion. 

Ist  also  z.  B.  die  Summe  s  und  die  Differenz  J  zweier  Strecken  bekannt,  so 
kann  man,  nni  diese  selbst  tu  erhalten,  eine  Strecke  Aß  =  s  {Fig.  144)  um  BC^  d 
verlängern  und  die  Strecke  AC  halbieren.  Die  Hälfte  AD  gibt  dann  die  Länge 
der  grnßern  Strecke  x  an,"  die 

der   kleinern  y   bedarf   dann    A  ^   ^  ^  ^ 

keiner  besondem  Konstraktion   '  n  ' 

mehr,    da    DB  —  x  —  x 

sein  muÜ.  Träpt  man  dagegen 

auf  AB  ^  s  eine  Strecke  ß/t  if  al)  uiui  halhicrl  den  R(  .  //',"  in  so  i^^t  t/''  y 
und  folglich  =  A*.  In  entspreciiender  Weise  erhall  man  aus  der  Sumnu*  und 
der  Differenis  nreier  Winkel  diese  selbst  Diese  Konstruktion  findet  Anwendung, 
wenn  sich  unter  den  gegebenen  oder  ermittelten  Stücken  eines  Dn-icrks  ein  Winkel 
nebst  der  Differenz  dor  ])eiden  andern  Winkel  bi  findrt.  Diir(  h  jenen  Winkel  ist 
die  Summe  der  beiden  andern  Winkel  gegeben,  denn  diese  ist  gleich  seinem 
Nebenwinkel. 

4.  Weitere  Aufgaben  mt  Methode  der  Hüfsfignren  ergeben  sich  durch 
folgende  Retraelitnngen. 

a)  Dun  h  die  Höhe  eines  Dreiecks  ent*?tehen  z^vei  rechtwinklige  Dreiecke,  die 
als  HUfshguren  dienen  können.  Zur  Determination  ist  zu  bemerken,  dali  das  ge- 
sochte  Dreieck  als  Summe  oder  da  Differens  der  Teildreiecke  eischeinen,  also 
die  Aufgabe  zweideutig  sein  kann.  Das  xweite  ist  der  Fall,  wenn  einer  der  Winkel 
an  der  Gmndlinie  stumpf  ist,  das  erste,  wenn  beide  spitz  sind.  Hiernach  ist  auch 
die  Grundlinie  entweder  gleich  der  Differenz  oder  gleich  der  Summe  ihrer  Ab- 
schnitte.   Eine  Auswahl  hierher  gehöriger  Aulgaben  ist  folgende: 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  au  konstruieren  aus: 

1)  einer  Kathete  und  ihrer  Projektion  auf  die  Hypotenuse; 

2)  der  Höhe  und  einem  spitzen  Winkel; 

3)  einer  Kathete  luul  (hjr  Höhe; 

ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

4)  dem  Schenkel  und  der  Höhe; 

5)  der  Basis  and  der  Höhe; 

6)  der  Basis  und  der  Schenkelhöhe; 

ein  Dreieck  zn  konstruieren  aus:  * 

7)  der  Höhe  und  den  beiden  anliegenden  Seiten; 

8)  der  Höhe,  einer  anliegenden  Seite  und  dem  dieser  gegenüberliegenden  Winkel; 
Ö)  zwei  Seiten  und  der  Projektion  der  einen  auf  die  andre: 

10)  einem  Wink<  1  an  der  Grundlinie  und  den  beiden  durch  die  Höhe  gebildeten 
Abschnitten  der  (irundlinie: 

11)  der  Höhe,  einer  anliegenden  Seite  und  dem  Winkel  an  der  Spitze; 

12)  der  Höhe,  einem  Winkel  an  der  Grundlinie  und  dem  Winkel  an  der  Spibse. 

b)  Ist  unter  den  gegebenen  Stücken  eine  Mittellinie,  so  ist  von  den  durch 
diese  entstehenden  Teildreierken  jedes  ein  Hilfsdreieck,  durch  welches  das  andre 
und  somit  auch  das  gesuchte  Dreieck  bestimmt  ist.    Man  konstruiere  hiemach 

ein  Dmierk  ans: 

1)  zwei  Seiten  und  der  zu  einer  gehörigen  Mittellinie; 

2)  einem  Winkel,  einer  anliegenden  Seite  und  der  zur  andern  gehörigen  Mittellinie; 
8)  einer  Seite,  der  zu  ihr  gehörigen  Mittellinie  und  dem  Winkel  zwischen  diesen 

beiden  Geraden. 

c)  Dasselbe  wie  unter  b),  gilt  von  den  Teildreiecken,  die  durch  eine  Winkel- 
halbierende 'transversale  entstehen.  D^t  Winkel,  den  eine  solche  Transversale 
mit  der  ihr  gegenüberliegenden  Seite  bildet,  ist  das  Komplement  zur  halben 
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1)  irt«,'rciiz  (Irr  beiden  dieser  Seite  anliej^enden  Dreieekswinkel.  Wenn  nämlieli  in 
(1.  in  Dreiork  .^/iC  (Fig.  145),  CD  den  Winkel  ACB  y  halbiert»  so  i&i  der 
Winkel  ADC  oder 

V'-Z^  +  i?'  —  /^  +        —  l      -T-  f  \      —  • 

Man    konstruiere    hiernach   ein  Drei- 
eck aus : 

1)  einem  Winkel,  der  ihn  halbierenden  Trans- 
versale und  einer  anliegenden  Seite: 

2)  einem  Winkel,  (Jor  rirn  n  zwciti  n  Wink«;i 
fialbierendcii  TraiisN rrsale  und  der  bei- 
den Winkidn  aidiegentien  Seite; 

3)  zwei  Winkeln  und  der  den  dritten  Winkel 
halbierenden  Transversale. 

FiK.ll&  Die  Mittellinie  w,  ,  «eiche  die  rirund- 

linif  c  halbiert,   ist   die   Hypotenuse  eines 
Hülsdreiecks,  dessen  eine  Kath«'te  die  Holie  h(  ist.    Durch  dieses  liillsdreieck 
ergeben  sich  die  durch  die  Höhe  oder  durch  die  Mittellinie  entstehenden  Tetl- 
dreiecke.    Man  konstruiere  ein  Dreieck  aus: 
H  w,  ,       und  einer  anlie^jenden  Seite  a\ 

2)  ///< ,  //,  und  einem  Winkel  //  an  der  Grundlinie; 

3)  ///,-,  //,  und  (. 

e)  Die  den  Winkel  y  an  der  Spitze  halbierende  i'ransversale  av  'st  die  Hypo- 
tenuse eines  Hilladreiecks,  dessen  eine  Kathete  die  H6he  ke  ist.  Der  Winkel 
(Fig.  145)  zwischen  der  Transversale  und  der  Hohe  ist  nach  c)  \{fi  —  ^  Man 

konstruiere  ein  Dn-ieck  aus: 

1)  Ti'  .  //  ,  und  einer  anliegenden  Seite  a\ 

2)  n\ ,  a,  a  — 

3)  Wf,  kct  a. 

f)  Die  drei  Höhen  teilen  ein  Dreieck  in  sechs  rechtwinklige  Dreiecke. 
Durch  irjjend  eins  von  diesen  Dreiecken  und  ein  von  ihm  unabhänni};es  Stück 
eines  zweiten  ist  das  ganze  bestimmt.    Man  konstruiere  ein  Dreieck  aus: 

1)  einer  llölie,  ihrem  obem  (d.  h.  dem  Eckpunkt  anliegenden)  Abschnitt  und 
einem  Winkel  an  der  Grundlinie; 

2)  einer  Höhe,  ihrem  obem  Abschnitt  und  dem  obem  Abschnitt  einer  zweiten 

Hohe, 

3)  dem  obern  Abschnitt  einer  Höhe  und  den  beiden  Winkeln  an  der  f jnin<llinie. 

\l)  Die  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  teilen  einander  im  Verhältnis  1  :  2 
und  das  Dreieck  in  sechs  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  ganze  bestimmt.  Man 
konstruiere  ein  Dreieck  aus: 

1)  zwei  Mittellinien  und  der  zu  einer  (gehörigen  Seile: 

2)  zwei  Miit  llMiien  und  dem  Winkel  zwischen  einer  und  der  von  der  andern 

halbierten  Seite: 

3)  zwei  Mittellinien  und  dem  Winkel,  unter  dem  sie  einander  schnei<len. 

h)  Die  drei  Winkelhalbierenden  Transversalen  eines  Dreiecks,  die  sich  im 
Mittelpunkt  des  Inkreis(;s  schneiden,  teilen  dieses  in  sechs  Dreiecke,  von  denen 

jedes  das  ganze  bestimmt.    Man  konstruiere  ein  Dreieck  aus: 

1)  eiiK-r  Seite  und  den  Abständen  ihrer  Endpunkte  von  dem  Mittelpunkt  des 

Inkreises: 

2)  einem  Winkel,  der  Entfernung  seines  Scheitels  vom  Mittelpunkt  des  Inkreises 
und  einer  ihm  anliegenden  Seite: 

3)  einem  Winkel,  dem  Absland  s<  ines  Scheitels  und  dem  .\b8tand  eines  iweiten 
Eckpunktes  vom  Mittelpunkt  des  Inkreises. 
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i|  Befindet  M'rh  unter  den  ;;«'i;eh'TiiMi  Stücken  die  Summe  a  \  b  s  zu-  ifr 
Seiten  BC=--o,  AC b  des  i:'"snrhten  Dreieck''  und  verlänjjert  man  BC  um 
CD  —  CA,  so  eri;il»i  die  Verbindung  von  D  mit  A  das  Hilfsdreieck  BDA^  in 
dem  BD  =  j,  BA  —  €  die  dritte  Seite  des  gegebenen  Dreiecks,  ferner  Z.  DBA  — 
ein  Winkel  des  I)reiecks,  /  BDA  ^  \y  jjleich  der  IlüHte  eines  zweiten  Winkel?« 
UTid  fliP  =  n  ^  ly  nn"  -1-  \irt  'ß)  ist.  Tst  iiisbcsDiulcrr  .4/fC  ein  hei  C 
rechtwinkliije.s  Dreieck,  so  ist  /U)  gleich  der  Summe  der  Katlieten  und  Z.itDA  =  1."»". 
Ist  dagegen  in  diesem  Falle  die  Summe  c  -\-  a  der  H}'poteQuse  c  und  einer  Kuthete  a 
i;eg:ebeiif  so  verlängere  man  diese  Kathete  CB  öber  B  um  die  Hypotenuse.  Das 
Ililfsdreieck  ACD  ist  dann  rechtwinklig,  hat  die  Katheten  c  -\-  a  und  AC  ~  h  und 
den  Winkel  \  .  Verlängert  man  dacetjen  ilie  Hypotenuse  Aß  über  /i  um  die 
Kathete  a,  so  ist  das  Hülsdreieck  schielwinklig,  hat  eine  Seile  b,  eine  gleich 
e  '\'a  und  die  Winkel  \  ß  und  a. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

\)a-\-»tc;    2)«  +  *,  a  — ^;    3)  c-f  «♦       A)^-\-a,a;    5)r-fa,  ^: 

6>  ^  +  tf ,  a  —  /9  . 
Ein  Dreieck  zu  konstruieren  ans: 

1)  a  +  ö,  c,  ß  ;     X)  a  +  S,      y  ;      U)  a  -\-  d,  c,  a      ß       U))  a  +      a,  ß  ; 

U)  a-{-  »,  a  —  ß,  y  . 

k)  Befmdet  sich  unter  den  gegebenen  Stücken  die  Differenz  ä  zweier  Seiten 
BC  =  a  und  AC  =  ^,  und  trägt  man  C£  =  CA  auf  CB  ab,  so  ergibt  die  Ver- 
bindung von  Zi  mit  A  ein  Dreieck  SAB,  in  dorn  B£  =  ä,  ferner  BA  ^  c  und 
,/  Zi'Ä'/  =  /?  unmittelbare  Stfirke  des  gesuchten  Dreiecks  und  endlich,  wenn 
Z  ^^^'-^  =  y.  Z  BAC  -  a  gesetzt  wird,  Z  90»  -r  ^  y,  Z  ^  (a  —  /f) 

ist.  Ist  insbesondere  die  Differenz  der  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
gegeben,  so  ist  entsprechend  Z  BEA  «  180<»  ^  45«  »  135<*. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

\)  a  —  b,  a\     2)  a  —  b,  ß;     3)  a  —  bt  a  —  ß;     A)  a  —     e  . 

£in  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

5)  a  —  ö,  c,  ß;     (i)  a  —  d,  c,  y  ;     1)  a  —  h,  c,  n  -  -  ß  \     8)  tf  —      ß,  y  \ 

9)a^b,a  —  ß,y\     10)  a  —  l>,n,ß  . 

1)  Verlängert  man  in  dem  unter  k)  angegebenen  Falle  CA  um  A/'\  so  daU 
CF  -^  CB  ist,  und  verbindet  F  mit  ß,  so  ist  in  dem  Dreieck  ABF,  AF^a  —  bt 
AB^e,  Z BAF'-  IHÖ«  —  o,  Z  AFB 90»  —        Z  ABF=  i(a  —  ß),  Ist 

im  rechtwinkligen  Dreieck,  wenn  c  die  Hypotenuse  bezeichnet,  r  —  4i  gegeben,  so 
erhält  man  in  gleicher  Wei^^e,  indrnn  man  die  Kathete  BC  —  a  um  C/*' verlängert, 
so  daß  BF  BA  wird,  das  recijtwmkiige  Hilisdreicck  ACf,  in  dem  C7''=<  —  a, 
CA=^b,  Z  CFA  =90*  —  \ß  ist  Mittels  derartiger  Hilfsdreiecke  lassen  sich 
für  bereits  vorher  unter  k)  gegebene  Aufgaben  andre  Lösungen  finden.  AuOer- 
dem  können  die  folgend<"n  in  dieser  Weise  In  Itandeli  werden: 
£in  rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

l)c  —  a,  b\    2)£  —  a,ß;    d)  c  —  <t,  a  . 

Ein  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

4)  a  —  ^,  ^,  o  . 

m)  Ist  der  Umfang  a  +  b £  des  Dreiecks  ABC  unter  den  gegebenen 

Stücken  und  macht  man  die  in  Aufy.ib«*  j)  in  Nr.  J  angegebene  IlUfskonstluktion, 

so  crli  ilt  man  il  is  dort  iM-nutzte  Hillsdreieck,  l^i  .?  '  A  —  <'  '^eyeben  und  ver- 
längert man  enierseiis  BC  um  CD      CAf  schneidet  andrerseits  BO'  ^  BA  von 
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BD  ab  und  zieht  DA  uiui  G.-/,  so  ist  in  den»  UhmitU  DGAt  DG  =  a -\- b  —  C, 
/__  GDsi  -  \  y,  Z  DGA  -  00»  -f  |      Z  X>^6^  -  i  a. 
Ein  rechtnrinkliges  Dreieck  su  kotistniieren  ans: 

Ua  +  ^  +  f,  a;    2)<i  +  *  —     a;   3)«H-f  —     ß  . 

Ein  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

4)  a     b  —  i\  a,  ß 

n)  Zu  den  uiikt  a)  bis  h)  gestellten  Aulgaben  lassen  sich  mit  AnweiKiutig 
der  unter  \)  bis  m)  angegebenen  Verfahren  zusaminengeHetzte  Aufgaben  bilden, 
indem  man  il.is  liurtige  Hilfsdreieck  selbst  wieder  mittels  Summen  oder  DifTerenzen 
seiniT  Seiten  bestimmt  sein  l.if'it.  Man  krinn  in  solchen  r.illrn  also  zuerst  dieses 
Hillsdreieck  auf  dem  unter  i)  bis  m)  angegebenen  Wege  und  sodann  aus  ihm  das 
gesuchte,  wie  unter  a)  bis  h)  gezeigt,  konstruieren.  Aus  der  großen  Anzahl  der- 
artiger Aufgaben  wählen  wir  folgende  als  Beispiele  aus,  wobei  wir  aufier  den  schon 
angegebenen  Bezeichnungen  noch  folgende  benutzen:  Ks  bezeichne  //  die  auf  r 
(im  rechtwinkligen  Drei«'ck  also  auf  der  Hypotenuse)  senkrechte  Höhe,  />  die 
Projektion  der  Seite  a  auf  c,  wobei  a  >  ^  vorausgesetzt  werde,  ^  die  Projektion 
von  b  auf  Ct  w  die  den  Winkel  y  halbierende,  m  die  die  Seite  e  halbierende 
Transversale.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  sei  b  die  Basis,  a  der  Schenkel, 
h  die  Höhe  auf  der  Basis. 

Ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  konstntieren  aus: 

\)  a-irh;    2)  a  —  h  . 
Ein  gteichschenkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

'i)  a  +  kt  ß\    4)  a  +     o  ;    b)  a  —  M,  a  . 
Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 
6)«  +  il,  ^;    7)«+/,  a;   8)/  +  A,  a;    9)a  — 4, /J;    ia)a—h,p  . 
Ein  Dreieck  zu  konstruieren  ans: 

+        o;     12)    -f  *;        ;     n)a+p,ß,tfX  U)h-\-p,a,Y* 

15)  // r/,  y  ;    xa)  a  — Ji,  p,  b\    11)  /i,  t>,  [i  \    IX)  p —'A,  a,  y  ; 

ir>)  ///  —  //,       und  dem  Winkel  zwischen  ;//  iinri     ;    _'(»)  r.    ^ //,  a,  a  —  (i  \ 

7('  —  A,  h,  a  —  // ;  22)  a /t,  ß  und  der  zu  a  geiiorigen  Mittellinie  »/^  ; 
23)  h  -f  /,  a,      \  24)  *  -f  h,  a  und  der  den  Winkel  a  halbierenden  Transversale. 

o)  Trägt  man  vom  Fußpnnkt  D  der  Höhe  CD  aus,  wenn  a  <  90<>  ist  auf  DB, 
wenn  >  0«)^  ist  auf  der  Verlängerung  von  BD  die  Strecke  D/i  PA  ab  und 
zieht  CE,  so  erhält  man  das  Hilisdreieck  BCK,  in  dem  BC  =  ii  und  zidnlge  <hT 
Kongruenz  der  Dreiecke  CAD,  CED  die  Seile  CE  b,  ferner  /_  CBE  (iy 
Z  CEB  =  180«  —  a  und  Z  BCE  =  a  —  ß  ist  Femer  ist  BE  ^  p  ~  </  oder 
p  ^  ^.  Betrachtet  man,  im  1-alle  daÜ  «  ein  stumpfer  Winkel  ist,  ^  als  negativ, 
sfi  kann  mrin  in  bridcn  I'illi-n  />'/'  aU  dir  DiflVtfnz  der  dnrcli  ilii-  Höhe  ge- 
bdd«'ten  Abscimitle  der  ( irundlmie  betrachten.  Wo  d«'mnach  im  lolgenden  p  q 
als  gegebenes  Stück  genannt  ist,  unterscheide  man  die  beiden  Piille,  in  denen  ^ 
positiv  oder  negativ  ist,  setze  also  im  ersten  Fall  a  <  90<>  voraus  und  im  zweiten 
Fall  /  '/  ^*tatt  p  ~  q  nnd  a  >  9uo. 
Man  konstruiere  ein  Dreieck  aus: 

^, /  — jr;    2)  a,  /  —  ^,  a  —  ß%    '6)  a,  A,  a  —  ß  :    4) /  —  • 

p)  X'erlängert  man  in  der  bei  o)  angegebenen  Figur  noch  BC  um  />'/''  C".7 
uiul  zieht  /•'/•",  so  erhält  man  das  llillsdreierk  BFJ'\  in  den»  BE—a  —  b, 
BE     p  ■    q  oder  /  +  j^.  Z  EBE  -  />',  BEE  -  \  {a  — ß),  BEE  ^  90<»  +  i  ?'  ''«t. 

Man  konstruiere  hiernach  ein  Dreieck  aus: 

\)  a'\- b,  p  —  tf,  ß\    ^)  a-^-b,  p  —  q,  y,    3)  a -\- b,  p  —  q,  a  —  ß  . 
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<])  Tr  i;:t  man  (lajicfjt'ii  in  (]<■:  ho]  n)  rui'^'ftirlx'iu'ii  Fi'^'iir  C(r      CA  von  Cß 

ab  umi  ziriit  CK,  so  i-rhalt  man  das  UiltsduMcck  liGE,  in  (lern  HG  a  —  A, 

BE  -p  ~      Z_  GBE     {i,  Z  BEG     l  y,  /  JiGE  -  ÜU^'     i     —  '«^ 

Man  konstruiere  hiernach  ein  Dreieck  aus: 

1)  a  —  fi, />  —  ^,  /?;     2)  a  —  fi,  p  —  I/,  y  ;     3)  a — b,p~q,a  —  ß  . 

r)  Verlängert  man  die  lluhc  CD  über  D  und  auüerdcm  die  Seite  Cß  um 
BK  —  BA^  und  zieht  die  Parallele  KL  su  BA^  welche  die  Verlängerung  von  CD  in  L 
srimeiilct,  so  entsteht  das  Hilfsdreieck  CKL%  in  dem  CK-  a-\-c,  /  CKL  —  ßf 
/  CLK  ^  00"  ist.  Zieht  ra.'in  noch  F\f  senkrecht  auf  KI.,  so  folet  aus  der 
Kongruenz  der  l^reiecke  HKM  und  ABN%  wobei  /4iV  die  zu  i/C' senkrechte  Hohe 
ist,  daß  DL  ^  AN^  also  CL  gleich  der  Summe  m^ier  Höhen      -f  //,  ist 

Durch  das  Hilfsdreieck  CLK  und  ein  von  ihm  unabhängiges  Stück  des 
Dreiecks  ABC  oder  auch  ein  solches  Stödc  von  BKA  ist  ABC  bestimmt.  In  (tcm 
zweiten  Falle  ist  zu  beachten,  dnü  . "  .4/?/'  (.'leirhsrhfiikü^  ist,  und  da  BÄK 
=  Z  AKL^  so  lolgt,  daß  KA  den  Winkel  BKL  halbiert. 

Man  konstruiere  hiemach  ein  Dreieck  aus: 

1)  a  +         +       «  ;  1)  a  -\r  (^  h^^'  h,,  b\  3)      -j-  //,-,  //,  a  ; 

4)  a  4-  ^.      -r     .  a  :  •'')      +  ^c.  a.  y  • 

s)  Tragt  man  BP  —  BA  von  BC  ab  und  zieht  parallel  zu  BA  bis  zun» 
Schnittpunkt  Q  mit  der  Höhe  CZ),  so  ergibt  sich  in  entsprechender  Weise,  wie 

bei  r),  dali  in  dem  Hilfsdreieck  CPQ  die  Seite  CQ  gleich  der  Differenz  zweier 
Höhen  //,  //,,,  srnvi(  CP  =  a  —  c,  Z  — ZCÖ/'=900  ist  and  datt 
AB  den  Wmkel  BPQ  halbiert. 

Man  konstruiere  hiemach  ein  Dreieck  aus: 

1)  a  —  c,  h,  —        y  ;  2)  //,  —  h^,  ß,  i>:   3)  a  —  f,  //,  —       a  . 

5,  Die  Konstruktion  von  V  ierecken  kann  in  vielen  Fällen  auf  die  der  Drei- 
ecke surückgeffihrt  werden,  in  die  das  Viereck  durch  seine  Diagonalen  zerlegt 
wird.    So  ist 

n)  ein  I'a  r  a  1 1 «' 1  o '^'ra  m  m  .IßCD  (iiirch  jfdfs  der  Drricckf  Ix-stiiiimt,  dir 
durch  irgend  eine  der  beiden  Diagonalen  entstehen;  denn  man  hat  nach  Kon- 
struktion des  Dreiecks  nur  das  J'arallelogramm  mittels  zweier  zu  Seiten  des 
ersten  parallelen  Geraden,  oder  durch  Anlegen  eines  kongruenten,  aus  den 
Seiten  zu  konstruierenden  Dreiecks,  oder  auch  mittels  noch  andrer  .Abänderungen 
des  X'i  rfahrens,  die  Irirht  ersichtlich  siuA.  7m  rr^^hrnfn.  Dalirr  können  die  vor- 
hergehenden Dreiecksaulgaben,  auf  das  Dreieck  ABC  angewendet,  zu  Aulgaben 
über .  das  Parallelogramm  ABCD  benutzt  werden.  Dabei  ist  die  Mitteltinie 
jenes  Dreiecks  die  Hälfte  der  zweiten  Diagonale  des  Parallelogramms.  Zieht 
man  beide  Diagonalen,  so  erhält  man  vier  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  Parallelo- 
cramm  bestimmt.  Hiernach  können  beispielsweise  fnl^ctidi'  Aufgaben  urlTist 
werden,  wo  bei  AB  —  a,  BC  ^  l>,  AC  =  e,  BD  /,  Z  DAß  =  a  sei,  der  Winkel 
der  Diagonalen  sei  e,  A4,  die  Höhe  auf  ABt      die  auf  BC- 

£in  Rechteck  zu  konstruieren  aus: 

\)  «t  e\    2)  tt  e  . 
Einen  Rhombus  zu  konstruieren  aus: 

3)  (,  /;    4)  ^  ^;    .'1)     a  . 
Ein  Parallelogramm  zu  konstruieren  aus: 

(>)  a,  b,  i  ;     7)  a,  /\      :     S|      /;^,  a  ;     U)  a,        //^  ;     10)  c,  J,  e  . 
Ein  Quadrat  zu  konstruii  rt  ii  aus: 

11)  ^-r  a;     12  )  €  —  a  . 
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Ein  Rechteck  zu  konstruieren  aus: 

Einen  Rhomboa  zn  konstruieren  aus: 

17)«,  18)tf  +  A,  a;   19)*  — a,  a:   20)a,e—/  . 

Kill  Paralk'logranim  7.u  konstruit'rrn  aus: 
■Jl)  tf  -f  ^,  a,  ^  ;     22)     -f  //„,  a,  ./ ;     23)  /'  —  /u,  u,  e  l     24)  a  —  /',  a,  t  l 

25)  </  +  < .  ^»  ö  ♦ 

h)  Kim  Trai)ez  ABCD,  in  drm  =^  a  die  nröÜrrc,  C/^  =  <"  die  kltMiuT«- 
pariill.  le  Seite,  ßC  -  b,  DA d,  h  die  Höhe,  die  Diagonale  .>/6'=r-,  /^/>  / 
luui  /^ßAJ}  =  a,  /CABC^ß  sei,  ist  bestimmt  durch  das  Dreieck  ABC  und 
ein  davon  unabhängiges  Stück  von  CAD  oder  BCD\  ein  gleichschenkliges  Trapex 
schon  durch  das  Dreieck  BAC  allein.  —  Verlängert  man  ferner  />'.  /  um  AE CD 
und  zieht  DE,  so  ist  in  d'  in  I ülfsdreieck  BDE  die  Seite  BE  —  a  .-,  ferner 
/y/)  =- DE  =  (,  /LBDE  «leirh  dem  Winkel  t  der  Diaponalrn  Indrr  isO«  f), 
/,DBE^{J,  ä),  /_DEB^  [c,  a).  —  Zieht  mau  endUch  parallel  zu  CB 
bis  zum  Schnittpunkt  F  mit  AB^  so  ist  in  dem  Hilfsdreieck  ADF  die  Seite 
AF^  a^c,  ferner  Z?/-^^      DA  ^      Z  -0^4/?—  a,  Z  DFA  « 

Ein  gleichschenkliges  Trapez  zu  konstruieren  aus: 

1)  a,  bt  e\  2)      ht  €  . 

Ein  Trapez  zu  konstruieren  aus: 

3)  a,  bt  4)  a,  b,  /,  fi :   5)  A,  ^,  /,  // ;    G)  b,         a  , 

Kill  Trapez  ZU  koatiUuieten  aus: 

7)  a  -j-      c,      a\  S)  a  —  a\  a     b,  (,      ß  ;  lU)  a  —  b,  f,     e  . 

Ein  Trapez  zu  konstruieren  aus: 

11)  a-^t,     tf  /;  12)  Ä  +    <.  /,  «t ;  13)  «,    /,  e ;  14)  a  +  ^,  ^,  ^,  /: 

15)  10)  e,  f.a^t,  . 

Ein  Trapez  txi  konstruieren  ans: 

17)     —  c,  /■,  </,  /;   IS)  a  —  f,  /^  d,  e  \  10)  a  —  c,  b,  f,  ß'.  20)         u,  . 

r)  Kin  \'it  ri  (  k  im  alltremeinen  ist  bestimmt,  wenn  zw*m  \  nn  den  Dn-iecken, 
in  die  es  durch  die  Diagonalen  zerlegt  wird,  und  die  eine  l>iaj;onale  zur  Seite 
haben,  konstruiert  werden  können.  Zieht  man  im  V'iereck  ABCD  die  Geraden  BF 
und  DG  parallel  zur  Diagonale  AC^  ferner  CE  parallel  zu  AB  und  Im^  zum 
Schnittpunkt  F  mit  BF,  eb«*nsri  C(i  prirrdlfl  zu  AD  bis  zum  Schnittpunkt  (/  mit 
DG,  sowie  endlich  die  N'erbindun^shnie  EG,  so  ist  in  (h'ni  l)r«Meck  CEG,  CE 
-  AB  -  -  a,  CG  =-  AD  d,  EG  -  BD  -  /,  Z  /'VG  —  Z  Ä^/^  ^  a.  l  »  rner  ist 
BF^DG=^AC=e,  ZBCF^  Z  ABC=  /t,  ZDCG=  ZADC=  d.  Ferner 
möge  BC=  b,  DC  =  c,  /_  BCD  «=«  y  und  e  der  Winkel  der  Diagonalen  sein. 

Man  konstruiere  ein  Viereck  aus: 

1)  0,  bt  Ct  dt  e\    2)  dt,  ^,     a,  y :    3)     ^,     €y  y  . 
Man  konstruiere  ein  Viereck  aus: 
4)  Ä  +     f,  //,     ^ :    5)  <f  —  ^     /,        ;    6)     -1:  ^,         </.  //  . 

Man  konstruirre  ein  \'iereck  aus: 

7)/.      f,  rf|  *■  ;  f.  b,  d\    0)  rt,  </,  «,  r,  f  . 
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!$  39.     M«'tho<l«*  <Ior  f;('oniotrisch<Mi  Artt-r. 

1,  Ks  Sfi  (ii«*  Aiifijrih»"  ererben:  Kineii  l'unkt  zu  besti  m  ni  <•  n  ,  dtT  \oii 
zwei  gegebenen  i'unkieii  A,  B  gleiclie,  und  von  eiurm  dritten  er- 
gebenen Punkte  C  eine  gegebene  Entfernung  r  hat 

LäUt  man  zanächst  die  Forderung,  daß  der  gesachte  Punkt  von  C  die  ge> 
gebene  Kntfernunc;  haben  soll,  unbeachtet,  so  wird  die  Aufjjabe  unbestimmt, 
d.  h.  es  gibt  unendlich  viele  Punkte,  die  nur  die  andre  Forderung,  von  A 
und  B  gleich  weit  entfernt  sn  «ein,  erfüllen.  AUe  dieie  Punkte  liegen  auf  der 
Geraden,  die  anl  der  Verbindungslinie  von  A  und  B  in  deren  Halbtening^unkt 
senkrecht  steht.  Auf  dieser  Geraden  muß  daher  auch  der  in  der  vorlegenden 
Atiftfabe  gesnchte  Punkt  liefen.  \erlant:f  man  dagegen  nur,  daß  der  gesuchte 
l*uukt  von  dem  gegebenen  C  die  Fntlernung  r 
habe,  so  ist  die  Aufgabe  ebenfalls  unbestimmt, 
und  alle  Punkte,  die  dieser  Forderung  genügen, 
lieyeti  auf  dem  Kn-isc,  der  mit  (l<'m  Radius  r 
um  C  beschrieben  wird.  Da  nun  der  gesuchte 
Punkt  sowohl  auf  diesem  Kreise  als  aui  der  vorher 
angegebenen  Geraden  liegen  muß,  so  kann  er  nur 
ein  beiden  Linien  gemeinschaftlicher  l'unkt  sein. 

Zur  Konstniktion  verbinde  man  also  A  mit  B 
(Fig.  140),  halbiere  die  Strecke  AB  und  errichte 
im  Halbierungäpuukt  D  auf  ihr  die  Senkrechte. 
Man  beschreibe  femer  am  C  mit  dem  Radius  r  den 
Kreis,  dann  genügt  der  Punkt  X,  d'  n  der  Kreis  mit 
der  Senkrechten  gemeinsam  hat,  (ii  r  Aufi^abe. 

Zum  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  verbinde  man  A'  mit  B^ 
und  C;  dann  ist  XC^r  als  Radius  des  am  C  beschriebenen  Kreises,  femer 
A  XAD  ^  A  XBD,  da  XD  =  XD,  AD  =  DB  nach  Konstraktion  und  Z  XDA 
XDB  als  Rechte:  mithin  XA  X/i. 

Die  Determination  ist  dahin  zu  tassin.  daU  die  Aufgabe  zwv'x  Auf- 
lösungen oder  eine  oder  keine  hat,  je  nariulem  der  Kreis  C  die  Senkrechte 
schneidet  oder  berührt  oder  meidet  FÜlt  man  auf  AB  oder  deren  Verlängerung 
die  Senkrechte  CEy  so  treten  diese  drei  Fälle  ein  je  nachdem  r>  DE^  r  =  DE 
oder  f      Dl',  ist. 

Aulgal>e  2):  Über  einer  geyebenen  Strecke  als  Hypotenuse  ein 
rechtwinkligt's  Dreieck  zu  konstruieren,  wenn  die  Höhe  gegeben  ist. 

Analysis:  Der  Scheitel  aller  rechtwinkligen  Dreiecke,  die  über  derselben 
Hypotenuse  beschrieben  werden  können,  liegen  aaf  dem  über  dieser  Hypotemise 
als  Diirrhinrsser  t-h  knTistrni»'nM)(len  Halbkreis. 
Die  Spitzen  aller  Dreiecke,  welche  die  gegebene 
Hypotenuse  sor  Grandlinie  haben,  und  deren 
Höhen  der  andern  gegebenen  Strecke  gleich  sind, 
liegen  auf  einer  Geraden,  die  d«>r  (jrundlinie 
jjarallel  ist  und  von  ihr  einen  Abstand  gleich  (h*r 
gegebeneu  Höhe  hat.  Die  Spitze  des  gesucliten 
Dreiecks  muß  daher  sowohl  auf  dem  Halbkreis 
als  auf  der  Parallelen  liegen  und  mithin  ein  Punkt 
sein,  in  den»  beide  Linien  einander  schneiden  oder  benilircn.  Durch  \'<  rlitnduni; 
des  Punktes  mit  den  Endpunkten  der  Hypotenuse  erhält  mau  das  verlaugte 
Dreieck. 

Konstruktion:  Man  beschreibe  über  der  Hypotenuse  AB  (Fig.  147)  als 

Durchmesser  einen  Halbkreis,  errichte  auf  AB  in  einem  beliebigen  Punkte  D 
die  Senkrechte,  trage  aul  dieser  (nach  der  Seile  des  Halbkreises)  DE  —  h  ab. 


U7 
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z!i  h'  durch  E  (Ii**  Parallele  zu  AB,  di«^  den  Halbier«  is  in  C  schneidet  und  ver- 
binde C  mit  ./  tind  B,  so  ist  ABC  das  \rrlanj:tr  I)r<  ii  rk. 

Beweis:  iJt  r  Winkel  ABC  ist  ein  rechter  als  iVriphcnewinkel  über  einem 
Durchmesser:  das  Dreieck  ABC  ist  also  tecbtidiikUg,  und  AB  seine  Hypotenuse. 
Konstruiert  mau  femet  die  Höhe  CF  dieses  Dreiecks«  so  ist  CF  parallel  zu  ED., 
da  beide  auf  AB  senkrecht  stehen.  Da  außerdem  nach  Konstruktion  CE  parallel 
zu  ED  ist,  so  sind  CE  und  ED  Parallele  zwisclien  !'ar;illf1en  einrindcr  'jlfich. 
Nun  ist  i^'Z>  nach  Konstruktion  gleich  //,  also  ist  auch  die  iiohe  t/ des  Dreiecks 
ABC  gleich  der  gegebenen  h.    Dieses  ist  also  das  verlangte. 

Determination:  Oif  Aiiflosiinu  diT  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  die 
Parnllelo  den  Ifaihkreis  weder  schin  idet  noch  berührt.  Dieser  Fall  tritt  ein, 
wenn  der  Abstand  der  Parallelen  vom  Mittelpunkt  des  Halbkreises  j;r51ier  ist, 
als  ein  Radius  desselben,  also  wenn  die  gegebene  Höhe  //  grüüer  ist  als  die 
HäUte  der  Hypotenuse  AC,  —  Ist  A  \AB,  so  berührt  die  Parallele  den  Halb- 
kreis, und  die  Aufgabe  hat  nur  eine  .\nfl0simg:  das  Dreieck  ist  gleichschenklig. 
Ist  endlich  //  <  \  AB,  so  schneidet  die  Tarallele  den  Kreis,  und  man  erhält  zwei 
der  Aufgabe  genügende  Dreiecke.  Diese  sind  jedoch  nur  der  Lage,  nicht  aber 
der  Gestalt  und  Größe  nach  verschieden:  sie  liegen  symmetrisch  zueinander. 

Aufgabe  3):  £inen  Kreis  au  kon- 
struieren, der  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  geht  und  eine  t'eireliene 
Gerade  in  einem  gegebenen  l'unkte 
berührt  (Fig.  148).  i 

Analysis:  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
w(»lche  die  gegebene  Gerade  AB  in  dem 
auf  ihr  gegebenen  Punkte  C  berühren,  liegen 
auf  der  Geraden,  die  in  C  auf  AU  senkrecht 
.   steht    Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die 
durch    die    beiden    gegebenen    Punkte  P 
und   C  '^'chen,   liegen   auf   (l«  r  Mittelsenk- 
rechten  von  PC.    Der  Mittelpunkt  A'  des 
gesuchten  Kreises  maß  daher  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  sein. 
Da  nach  Bestimmung  von  X  auch  der  Radius  XP  oder  XC  bekannt  ist,  so  ist 
die  Lösung  gefunden. 

Kon<?trnktion:  Krrichtr  auf  der  gegebenen  Geraden  AB  in  dem  auf  ihr 
gegebenen  Punkte  C  die  üenkrechte,  verbinde  C  luit  dem  andern  gegebenen 
Punkte  halbiere  PC,,  errichte  auf  PC  in  ihrem  Halbiemngspunkt  D  die  Senk- 
rechte und  beschreibe  um  den  Schnittpunkt  X  der  beiden  Senkrechten  mit  XC 
als  Radius  den  Kreis.    Dieser  Kreis  ist  der  vr-rlanu-te. 

Beweis:  Da  A'C*  nach  Konstruktion  ein  Ka»hus  des  Kreises  A  und  zugleich 
auf  AB  in  C  senkrecht  ist,  so  ist  AB  eine  Tangente  des  Kreises  A',  oder  dieser 
Kreis  berührt  AB.,  und  zwar  im  Punkte  C.  Verbindet  man  ferner  den  Mittel- 
punkt X  mit  sn  stimmen  die  rechtwinkligen  Dreiecke  A7V)  und  XCD  in 
der  gemeinschaftlichen  Si  itc  SD,  in  den  Seiten  ED  und  DC  lilxTein  und  sind 
mithin  kongruent.  Daher  ist  auch  XP  gleich  A'C",  also  XP  ebenlalls  ein  Radius 
des  Kreises  A',  und  dieser  geht  somit  durch  den  Punkt  P.  Der  Kreis  A'  ist 
also  der  verlangte. 

Detertn  in  i!  Inn.  Da  zwei  Gerade  einander  nur  in  einem  Punkte  A' schneiden 
können.  ist  die  Autgal)e  im  illyeniein»'v  eindeutig.  Die  beiden  ( leradeii  können 
aber  parallel  sein,  und  dann  wird  die  .\utiosiiiig  unmöglich.  Dieser  lall  kann  nur 
eintreten,  wenn  P  ebenfalls  auf  AB  liegt,  da  dann  die  beiden  Geraden  auf  der- 
selben Geraden  AB  senkrecht  stehen.  Zu  erwähnen  ist  aulii'rdcm  noch  der  be- 
sondere I';dl,  in  dem  /'  auf  der  in  (' errichleti>n  Sf-nkrechten  lieut.  Di<'  Kon<' riiktii>n 
Vereintacht  sich  dann  dahin,  daU  X  mit  dem  Mittelpunkt  D  von  PL  zusammeniallu 


uiyitized  by  Googl 


Meihuiie  der  gcumelmcben  Örtcr. 


351 


2.  In  den   drei   Beispielen  von  Nr.  1  kommt   die  Auflösunp  der  Aufgabe 

darauf  hinan«?,  di»*  L.il;«-  i-lnvs  Punktes  zti  siirhrn.  Dies**  knnn  als  ^rlösi  br- 
trachtrt  werden,  ui  iiii  man  zwei  ^rrulc  ofirr  krumme  Linien  gefunden  iial,  auf 
deneu  dieser  Punkt  zugleich  liegen  muli:  denn  er  kann  dann  nur  ein  Punkt  sein, 
in  dem  die  beiden  Linien  einander  schneiden  oder  berühren. 

Eine  solche  Linie  erhalt  man  dadurch,  daÜ  man  eine  der  ForderunjLjen  der 
Auf^nbf  nntx'arhtr-t  IfiÜt.  UitTdiirch  niiiL»  die  Aufgrihc.  <la  nicht  mehr  die  nriti'^i« 
Anzahl  Bedinguiii,'<  ii  vorhanden  ist,  unbestimmt  werden.  Unter  den  unendhch 
vielen  Auilüsungen,  die  sie  zuläiit,  muß  sich  dann  auch  die  befinden,  die  ver- 
lang wird. 

So  waren  z.  B.  in  der  Aufgabe  2)  in  Nr.  1  drei  Beding[unfen  fÖr  das  ge- 
snrhfe  Dreieck  gestellt:  e«:  snlltr  1  )  rechtwinklig  sein,  2)  eine  der  Lage  und 
Län^c  nach  gegebene  Hypotenuse  und  3)  eine  der  Länge  nach  gegebene  Höhe 
haben.  Der  za  bestiminende  Pankt  war  hier  die  Spitze  des  Dreieck«.  Durch 
Weglassnng  der  dritten  Bedingung  erhielt  man  unendlich  viele  Dreiecke,  deren 
Spitzen  auf  einem  Halbkreis  lagen  und  durch  Wcnlassung  der  ersten  Bedingung 
wurde  man  entsprechend  auf  eine  Gerade  als  ( )rt  dvs  gesuchten  Punkten  ye- 
führu  —  In  ähnlicher  Weise  ist  bei  den  andern  .Aufgaben  in  Nr.  1  verfahren 
worden. 

Jede  gerade  oder  kminme  Linie  oder  jtd<'s  S\sf('m  \(n\  Linien  von  der 
Eigenschaft,  dalJ  jeder  ihrer  Punkte  einer  unbestimmten  .\ufgabe  iii  niitit,  und 
dali  umgekehrt  jeder  dieser  .Aufgabe  genügende  Punkt  auf  der  hcireffenden 
Linie  liegt,  ist  der  geometrische  Ort  des  gesuchten  Punktes       \2  Nr.  2). 

Da  man  im  aUgemeinen  jedes  der  bestimmenden  StQcke  einer  Aufgabe 
weglassen  kann,  so  ist  es  möglich,  dafi  sich  mehr  als  zwei  geometrische  Örter 
finden  lassen.  Man  hat  dann  die  Wahl,  welches  Paar  dieser  örter  man  benutzen 
wdl,  und  erliält  hiernach  verschiedene  Arten  der  Auflösung,  i$owie  einen  Lehrsatz 
über  gemeinschaftliche  Punkte  der  örter.  In  vielen  Fällen,  wie  z.  B.  den  meisten 
Konstruktionen  von  Dreiecken  oder  Kreisen  enthält  die  bestimmte  Aufgabe  drei 
Forderungen:  es  gibt  dann  im  allgemeinen  drei  geometrische  Arter,  die  einander 
in  denst  Iben  Ptniktt-n  treffen  müs«;en  und  daher  auch  drei  verschiedene  Wege 
der  Auflösung,  da  man  den  ersten  Ort  mit  dem  zweiten  oder  den  ersten  mit 
dem  dritten  oder  den  zweiten  mit  dem  dritten  verbinden  kann.  Soll  z.  B.  ein 
Kreis  beschrieben  werden,  der  durch  drei  gegebene  Punkte  geht,  so  liegt  sein 
Miiifl|)Uiikt  auf  jcdi-r  (I<t  Mittelsmkrrchtrn  di-s  Drcicrks  jciifr  drei  Punkte. 
M.m  kann  also  zu  seiner  Bestimmung  zwei  dii'srr  .\bitrlM  nkrri  hten,  die  einander 
in  deai.sell>eu  Punkte  schneiden  müssen,  auswaideu.  L>a(hirclt  ergibt  sicii  zugleich 
der  Satz»  dafi  sich  die  Mittebenkrechten  eines  Dreiecks  in  einem  Punkte  schneiden. 
Ahnliches  ist  von  den  Winkelhalbierenden  des  I>reiecks  bekannt. 

In  der  Aufgabe  'J\  in  Nr.  I  iTi^ibt  sicli  jedc.cli.  dali  in  dieser  Weise  kein 
dritter  Ort  angegeben  werden  kann.  Die  ent.sifhende  unbeslimmie  .Aufgabe, 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  zeichneu,  dessen  Höhe  eine  gegebene  Länge  hat, 
läßt  nämlich  die  Lage  des  Dreiecks  und  somit  auch  die  seiner  Spitze  völlig 
unbestimmt.  Derartige  Fälle  niachen  also  eine  .Ausnidime  von  dem  vorher 
>  Gesagten.  — ■  In  der  dritten  .Aufgab«*  in  Nr.  1  dagegen  existiert  ein  dritter 
geoineirischer  Ort:  es  ist  derjenige  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  die 
gegebene  Gerade  AB  in  einem  beliebigen  Punkte  berühren  und  durch  den  außerhalb 
liegenden  Punkt  P  gehen.  Dieser  geometrische  Ort  ist  jedoch  aus  keinem 
Lehrsatz  der  Elementar-Geometrie  bekannt.  Um  sieli  eine  Vorstellung  von  seiner 
(lestab  7.U  maehen,  kann  man  auf  /l/i  eine  möglielisl  grolle  Anzahl  vun  Punkten 
als  Beruhiungspuivkte  annehmen  (Fig.  und  jeilesmal  mit  Hille  der  beiden 

andern  zugehörigen  örter  die  Lage  des  Mittelpunkts  bestimmen.  Die  so  ge- 
wonnenen aufeinander  folgenden  Punkte  sind  Punkte  d<  s  dritten  Orts  und  geben 
eine  um  so  genauere  \'or»teUung  von  seiner  Gestalt,  je  dichter  sie  aneinander 
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j^erciht  sind.  Im  vorlicucnd«'!!  Beispiel  ist  diesrr  ( )rt  eine  knimmr  Linie-,  deren 
punkte  die  Eigcnschait  haben,  daß  sie  von  dem  frsiin  Pnnki«-  /'imd  von  di-r  fi'<<'ru 

Cjcradei»  Aß  den  gl»*ichen  Ab- 
stand haben.  Sie  besteht  aus 
zwei  symmetrischen  Ästen,  die  ins 
Unendliche  anscinand«'r  lanfrii 
und  hcitU  l*arab«'l.  Da  in  der 
KlenuMitar-CiL'üraetrie  nur  (i«Tade 
und  Kreise  behandelt  werden,  so 
können    andre   Kurven   in  Auf- 

  j»abrii,  dir  (liircli  clpmfiitnrr  Kon- 

FilE>  t40L 

struktion  gelöst  werden  soUeu, 
keine  Anwendung  als  geometrische  örter  finden. 

Die  Methode  der  geometrischen  Orter  kann  also  nur  cur  Auflösung  elemen> 
tarer  Aufgaben  gebraucht  werden,  wenn  sich  mindestens  zwei  örter  finden  lassen, 
von  denen  jeder  eniwcdrr  eine  d  radr  oder  ein  KreiK  ist. 

3>  Weitere  Autgabt  n  zur  Methode  der  geometrischen  Örter  ergeben  sich 
durch  folgende  Betrachtungen: 

a)  Der  geometrische  Ort  der  Punkte»  die  von  einem  gegebenen  Punkt  P 

einen  gegebenen  Abstand  r  haben,  oder  der  g.  ().  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
<lie  durch  7'  uehen,  unr!  deren  Radien  gleich  r  sind,  ist  der  um  P  mit  dem 
Radius  /■  besclirieliene  Kreis.  —  Der  g.  O.  der  Punkte,  die  von  zwei  gegebenen 
Punkten  At  B  gleich  weit  entfernt  sind,  oder  der  g.  O.  der  Mittelpunkte  der  Kreise* 
die  durch  A  und  ß  gehen*  ist  die  Mittelsenkrechte  von  AB.  —  Der  g.  O.  der 
l'iiiikic.  die  von  einer  gegebenen  Grraficn  A/N  eine  gegebene  Kntferniint;  r  haben, 
oder  der  g.  ().  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  Gerade  yl/A'  berühren  und 
den  Radius  r  haben,  besteht  aus  den  beiden  in  einem  Abstand  gleich  /'  zu  JAV 
parallelen  Geraden.  —  Der  g.  O.  der  Punkte,  die  von  zwei  einander  schneidenden 
Geraden  gleich  weit  entfernt  sind,  odt^r  der  g.  ().  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
die  zwei  einander  schneidende  Gerade  berühren,  besteht  aus  den  zwei  II  ill>tenint;<<- 
liaieu  der  von  diesen  Geraden  gebildeten  vier  Winkel.  —  Der  g.  ü.  der  Punkte, 
die  von  zwei  Parallelen  gleich  weit  entfernt  sind,  oder  der  g.  O.  der  Mittelpunkte 
der  Kreise,  die  zwei  parallele  Gerade  berühren,  ist  die  Gerade,  die  zu  den  beiden 
gegebenen  parallel  und  von  ihnen  gleich  weit  entfernt  ist.  —  l)er  i;.  O.  der 
Mittelpunkte  der  Kreise,  rhc  rine  geuehene-  Gerade  ,I/.V  in  einem  auf  ihr  ge- 
gebenen Punkte  A  fieruhren,  ist  die  auf  .lAV  in  A  senkrechte  Gerade. 

Man  konsttuiere  hiernach  einen  Punkt,  der  auf  einer  gegebenen  Geraden 
oder  einem  gegebenen  Kreise  liegt  und 

1)  von  einem  «j'^uelu-nen  I'nnkt  eine  f:''i:efiene  Kntfernung  hat; 

2)  von  zwei  ^ei^elM-nen  Punkten  tiieicti  weit  entfernt  ist: 

3)  von  einer  andern  gegebenen  Geraden  eine  gegebene  Entfernung  hat. 

Mit  gegebenem  Radius  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der 

4)  eine  gegebene  Gerade  in  «>inem  gegebenen  Punkte  beröhrt; 

r>)  eine  gegebene  Gerade  berührt  und  durch  einen  außerhalb  gegebenen  Punkt 
geht: 

0)  durch  zwei  gegdicne  Punkte  geht. 
Einen  Kreis  zu  beschreiben,  der 

7)  zwei  t;e;;ehene  Gerade,  und  zwar  tlie  eine  in  einem  (>et;ebenen  Punkte  berührt; 

5)  zwei  ^e^elierii'  Parallele  und  auücrdcm  eine  diese  schneidende  gegebene  Ge- 
rade berührt; 

\))  zwei  gegebene  Parallelen  berührt  und  dureh  4>inen  zwischen  ihnen  gegebenen 
Punkt  gehU 

b)  Der  geometrische  ( )rt  der  Miitelpunkte  der  Kreise,  die  einen  'je-'.  benen 
Kreis  III  t  inem  geg»>l>enen  i'unkle  berühren,  ist  die  Gerade  durch  diesen  Punkt 
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und  den  Mittelpunkt  des  Kreises.  Ks  sind  jedoch  dieser  Mittelpunkt  M  sellwt. 
und  der  Bcröhningspunkt  B  ausgenommen.  Die  zwischen  Af  und  B  liegende 
Strecke  des  Ortes  enthält  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  den  gegebenen  von 

inner  Ix-nilinMi,  ilirr  \'iTlänKeruiiy  iiljer  It  enthalt  die  Mittelpunkte  der  von  auß(>n 
henihreiiden,  und  ihre  Verlängerung  über  ^f  iXu-  Mittelpunkte  d*T  nrnsrltlieliend 
berührenden  Kreise.  —  Der  g.  O.  d«*r  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  einen  ge- 
gebenen Kreis  berühren  und  einen  gegebenen  Radius  haben,  besteht  atis  zwei 
dem  gegebenen  konzentrisehen  Kreisen,  von  denen  der  eine  mit  der  Summe,  der 
andre  mit  drr  Tliffi  rruz  der  beiden  Radii  ii  t)csi  firii'hi'n  wird.  Der  erste  «Mithält 
die  Mittelpunkt!'  der  Kreise,  die  den  gegebenen  von  auüen  l)erühren,  der  zweite, 
je  naelidem  der  Radius  des  gesuchten  Kreises  kleiner  oder  groUer  ist  als  der  des 
gegebenen,  die  Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  den  gegebenen  von  innen  oder  om- 
schlieliend  berühren.  Sind  beide  Radien  gleich  groli,  so  fallt  der  mit  der 
DifTcri'iiz  der  Rrtflicn  Iks»  liriehciu«  Kreis  weg.  -  ■  T)«'r  i:.  O.  Her  Mittelpimkic  dfr 
Kreise,  die  zwei  konzentrische  Kreise  berühren,  besteht  aus  zwei  den  gegebenen 
konzentrischen  Kreisen.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  C  des  kleinem 
gegebenen  Kreises  den  Durchmesser  AB  des  großem,  so  geht  jeder  der  beiden 
Örter  durch  einen  der  Halhicriiuuspuiikti*  <ler  Strecken  AC  und  CB  und  die  zu- 
gehörige dieser  Strecken  ist  jedesmal  gleich  dem  Durchmesser  des  gesuchten 
Kreises. 

Man  beschreibe  hiernach  einen  Kreis,  der  einen  gegebenen  Radius  hat  und 

1)  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt; 

2)  einen  ueot  beiuMi  Kreis  berührt  und  durch  einen  nicht  auf  diesem  liegenden 
gegebenen  Funkt  geht: 

3)  einen  gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerade  berührt ; 

4)  zwei  gegebene  Kreise  berührt 

Kinen  Kreis  zu  konstruieren,  der 
i'i)  einen  gegebenen  Kreis  in  iMuem  gegebenen  Punkte  berührt  imd  durch  einen 
andern  gegebenen  Punkt  v'ht: 

6)  einen  Kreis  in  einem  g<  grbenen  Punkte  und  außerdem  eine  gegebene  Gerade 
berührt; 

7)  zwei  g(>gebene  konzentrische  Kreise  und  zwar  den  einen  in  einem  gegebenen 

Punkte  berührt. 

c)  Der  geometrische  Ort  der  Spitzen  aller  rechtwinkligen  Dreiecke,  die  über 
einer  gegebenen  Hypotenuse  stehen,  ist  der  über  dieser  Hypotenuse  als  Durch- 
messer beschriebene  Halbkreis.  —  Der  g.  O.  der  Spitzen  aller  Dreiecke,  die  über 

einer  gegebenen  GriindlinTf  srduMi  titid  an  der  Spitze  einen  gegebenen  Winkel 
haben,  ist  der  über  d*'r  (  Irundlinie  als  Sehne  stehende  Kreisbnijf'n,  der  den  ge- 
gebenen Winkel  als  Pi^iphericwinkel  falSt.  —  Der  g.  O.  der  Spitzen  aller  Drei- 
ecke, die  über  einer  gegebenen  Grundlinie  stehen  und  eine  Hohe  von  gegebener 
Länge  haben,  ist  die  Parallele  zur  (]ruiidlini(>  im  Abstände  gleich  der  Hohe. 

Man  konstntifTf  fin  r^■t■llt\viIlkl^l:l•^  Drr-icck  n!)'."  c'xwt  i,'''i.'ebenen  Hl'pOtenuSOt 

1)  dessen  ll«>he  die  iiy|ior<  iiii'^e  in  «-incm  gegebrnen  Punkte  tnfft: 

2)  dessen  Spitze  auf  einer  gegebenen  Geraden  liegU 

Ein  Dreieck  zn  konstruieren  aus  einer  Seite,  dem  ihr  gegenüberliegenden 
Winkel  und 

.3)  der  Höhe  au(  dieser  Seite; 

4)  der  zu  jener  Seite  gehörigen  Mittellinie; 

ß)  dem  auf  jener  Seite  gegebenen  Punkte,  in  dem  sie  von  der  Halbierungs- 
linie des  gegenüberliegenden  Winkels  geschnitten  wird. 

Ein  Dreieck  zu  konstnii«Ten  aus: 
ü)  zwei  MitfflliniiMi  luul  den  durch  eine  vou  ihnen  geteilten  Winkel. 

d)  Der  geometrische  (^rt  der  1  iaibieningspunkte  aller  Sehneu  eines  Kreises, 
die  einander  in  demselben  Pnnkte  schneiden,  ist  der  Kreis,  für  den  die  Ver- 
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bindungslinic  dicsrs  Punktes  mit  dem  Mitt«-Ipunkt  des  ersten  Krri^^i  -  «  in  Durch- 
iTnvs<.('r  ist.  —  Der  gt-omoti i^t  tie  Hrt  der  IIalbi«*rtingspunkte  alli'i  SrhiK'ii  eines 
Kreises,  dii-  dieselbe  gegebene  Länge  haben,  ist  ein  dem  ersten  konzentrischer 
Kreis.  —  I)«'r  geometrische  Ort  der  Endpunkte  aller  Tangenten  eines  Kreises, 
die,  vom  Herühningspiinkt  aus  gerechnet»  dieselbe  Länge  haben,  ist  ein  kon- 
aentristher  Kreis. 

]n  einem  i^e^ebenen  Kreise  eine  Sehne  zu  ziehen,  SO  daü  diese  von  einer 
gegebenen  Geraden  halbiert  werde  und 

1)  durch  eineu  gegebenen  l'unkt  geht: 

2)  eine  gegebene  Länge  hat. 

3)  Von  einem  zu  bestimmenden  Punkte  einer  gegebenen  Geraden  aus  an  einen 
gegebenen  Kreis  eine  Tangente  von  gegebener  Länge  zu  legen. 

4)  Kinen  l'unkt  rn  lifsliinmen,  von  dem  man  an  jeden  von  zwei  <;e<jebenen  Kreisen 
<'ine  'lan^jenle  von  d«'rselben  j;ei;ebenen  Lan^;e  ziehen  kann. 

ä)  Von  einend  Punkte,  der  auf  einem  Kreise  gegeben  ist,  in  diesem  eine  Sehne 
za  ziehen,  so  daß  die  vom  llalbierungspunkt  der  Sehne  an  einen  zweiten  ge^- 
gebenen  Kreis  gelegte  Tangente  eine  gegebene  Länge  hat. 


§  40.    Methode  der  ähnlichen  Figuren. 

1*  £s  sei  gegeben  die  Aufgabe  1):  Ein  Dreieck  aus  zwei  Winkeln 
und  der  Summe  der  Radien  des  Um-  und  des  Inkreises  zu  konstru- 
ieren (Fi^:.  l.'O). 

Analysis:  Konstruiert  man  zunächst  ein  iJrereck  aus  dm  1».  iden  j;ef;ebenen 
Winkeln  und  einer  Seite  von  beliehi}:  au^enomraeuer  Länge,  so  muli  dieses 

wegen  der  Übereinstimmung  in  den 
Winkeln  den»  gesuchten  ähnlich  sein. 
Konstruiert  n>an  daher  zu  jenem  llilfs- 
dreieck  die  Summe  der  Radien  des 
Uro-  und  des  Inkreises,  so  routt  diese 
Summe  sich  zu  der  gegebenen  ver- 
hajten,  wie  ein«'  Seite  des  Ililfsdreiecks 
zur  <  iif-.priM-h('ndi'n  Scjic  <|rs  ir''<U('h- 
len.      .Man    kann    daiier   irgend  eine 
Seite  des  gesuchten  als  vierte  Pro- 
portionale     drei  Strecken,  und  dann 
aus  ihr  und  (!>  n  \\'i;ikeln  das  gesuchte 
Dreieck  konstruieren. 
Konstruktion:   Man  zeichne  eine  beliebige  Strecke  /t'Jf,  lege  au  yf//  in 
den  gegrbenen  Winkel  a  und  an         in  ß'  auf  derselben  Seite  den  Winkel 
({  an:    die    freien  Schenkel    möi;en    einander  in  C  schneiden.     Man  konstruiere 
dann   den  Mittelpunkt  .1/'  des  l  uikreises   utul   den   MitlelpunkT   (y  des  Inkreises 
von  A'liC\  fälle  die  Senkrechte  auf  Aif^  verbinde  C  mit  M'  und  verlängere 

um  Af'S'  ~  (X iy%  Dann  trage  man  auf  der  nötig4*nfalls  verlängerten  CS* 
die  Strecke  CS  gleich  der  giTjebenen  Summe  s  ab,  ziehe  S*A  und  dann  !sA 
parallel  zu  S' A'  und  bis  zum  Sehnittpunkt  ,  /  mit  ("./'  oder  deren  \  «'rlangenuig. 
I'iuilich  zi<'lir  man  durch  ./  die  I'arallele  zu  ./'/»''.  die  Cl^  oder  deren  \'er- 
l.ingerung  \i\  Ji  M  hm  idel,  dann  ist  AHC  das  \  erlangte  Dreieck. 

Beweis:  Ks  ist  /XAB  ^  /  CAtIf  als  korrespondierender  WinkH  an  Paralle- 
len» /^CÄjy  ~  n  nach  Konstruktion,  also  auch  ^  ('-  //>  n.  In  rnts])rrrh«Muler 
Weise  ist  CIkI  .  C/y'.l'  ji.  Be/cn  hiiel  nun  n  den  Uadius  des  Inkn-ises, 
r  den  Radius  «les  l  Inkreises  von  AJ/t"  und  suid      und  r  di«-  entsprechenden 
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Stn*ckcn  für  das  Dn-irck  A/iC,  so  miiü,  da  di^  beiden  Dreiecke  in  Folge  ihrer 
Übereinstimmung  in  den  Winkeln  ähnlich  sind« 

seift.  Nun  ist.  wie  aus  der  Konstruktion  henorpeht,  CS'  =  Q*^f^  und  da 
CS  =  s  und  ^^V'  parallel  zu  AS  ist. 

Die  ViTglfichmni  dieser  Proportion  mit  der  vorhergehenden  zeigt,  daß 
ö+r-   j  ist,  was  noch  zu  beweisen  war. 

Determinatiou:  Die  Aufi^abe  ist  siutä  lösbar  und  t-indcutig. 

Aufgabe  2):  Ein  Viereck  aus  einer  Diagonale  and  den  vier 
Winkeln,  welche  die  andre  Diagonale  mit  den  Seiten  bildet,  zn 
konst  ruieren. 

Analysis:  Wäre  die  nicht  jjetjebene  Dia^jonale  bekannt,  so  ließe  sieh  jedes 
der  beiden  Dreiecke,  iu  die  sie  das  Viereck  teilt,  aus  einer  Seite  und 
den  beiden  anliegenden  Winkeln  konstruieren.  Nimmt  man  nun  statt  der  nicht 
gegebenen  l)ia^onale  eine  Strecke  von  beliebiger  Länge  an  und  konstruiert  in 
entsprechender  Weise  aus  flieser  und  den  vier  jjejrebenen  VN'it)k<  In  ein  \"ii  ri  ck, 
90  muÜ  dieses  dem  gesuchten  ähnlich  sein,  und  seine  zweite  Uiagonah-  inuü  sich 
au  der  gegebenen  Diagonale  des  gesuchten  Vierecks  verhalten,  wie  seine  erste 
Diagonale  oder  auch  irgend  eine  seiner 
Seiten  zu  der  entspreche!  ''  il es  gesuchton. 
Daher  kann  j'*<!e  iler  betreibenden  Strt'cken 
für  das  gesuchte  Vieleck  als  vierte  Pro- 
portionale zu  drei  bekannten  Strecken  kon- 
struiert und  damit  die  Aufgabe  gelöst  werden. 

Konstruktion:  Man  zeichne  eine  be- 
liebige Strecke  A'/f  {Vi\i.  151).  lege  au  . f 
in  A'  nach  der  einen  Seite  den  Winkel  a 
und  nach  der  andern  Seite  den  Winkel  ß 
an.  In  entsprechender  Weise  lege  man  an 
/>"./'  in  /?*  die  Winkel  y  und  d  an,  so  dali 
die  vier  Winkel  die  von  der  .Xufgabe  ver- 
langte Lage  haben.  Die  freien  Schenkel 
auf  der  einen  Seite  von  /fH^  mögen  einander 
in  C,  die  auf  der  andern  in  ZJ^  schneiden. 
Mrin  ;^if'he  darauf  C'/y,  trage  anf  Hicier 
nötigenfalls  verlängerten  Linie  eine  Strecke 
CD  gleich  der  gegebenen  Diagonale  /  ab,  Fig.  161. 

ziehe  durch  D  die  Parallelen  zn  E^A  und 

zu  ////'  bis  zum  Schnittpunkt  mit  C.X  und  Cff  oder  deren  Verlängerungen  in 
A  und  Ii.     A/K'I)  ist  (h\<  \erlangte  X'iereck. 

Beweis:  Die  Diagonale  CD  des  Vierecks  ABCD  hat  die  gegebene  Länge 
/  nach  Konstruktion.  Da  AD  ||  ALZ,  BD  II  ffff,  so  ist  CA  \  CA  ^  CD'.  Clf 
und  CBv  Clf  ^  CD  .  Cjy,  mithin  auch  CA  :  CA'  C/i  .Cß'.  Hieraus  folgt, 
dali,  wcnii  u»an  A  mit  />'  xerbindft,  //'  )>  ir.illi  I  /n  .-/'/>'  sein  muß.  Daher  ist 
auch  CAH  ,i_CA'li'  als  korrespnntiierender  Winkel  an  Parallelen  und  da 
/  CA'L?  nach  Konstruktion  gleich  a  i-^t,  so  muß  auch  /  CAB  —  a  sein.  In  derselben 
Weise  ergibt  sich,  daO  Z  DAB  =  Z  DTAET  ^  ß,  /,  CBA  =-  Z  CBA  "  y,  Z  DBA 
Z  I^B^^f  i^t,  und  daß  somit  das  Viereck  ACBD  alle  gestellten  Be- 
dingungen erlüÜL 
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Determination:  Damit  dit*  Aufual>r  so  lösbar  sei,  tlali  riii  Xiori'ck  im 
fnf:<'ni  SiniK»  entsteht,  muü  a  +  y  <  2  A  und  -j-  d  <  2  A  sein.  Die  Auigabe 
iüt  eindeutig. 

Aufgabe  H):  Ein  Dreieck  aus  dem  Verhältnis  der  Hohe  zu  einer 
anließenden  Seite,  h\a^m.n,  dem  dieser  Seite  (,'e<ienüberliepcnden 
Winkel  und  der  Summe  der  Grundlinie  und  Höhe  t -\' k s  zu  kon- 

8t  ru  irren. 

Aiial^'sis:  Durch  das  gegebene  Verhältnis  ist  die  Gestalt  des  die  Seite 
CB=a  und  die  Hohe  CD^h  enthaltenden  rechtn'inUigen  Dreiecks  iTCZ?  (Fig.  152) 

bestimmt  und  man  erhält  somit  durch  Konstruk- 
tion eines  diesem  Dreieck  ähnlirtuMi  di  u  Winkel 
CBA  —  ^  des  gesuchten  Dreiecks.  Dann  suid  von 
diesem  swei  Winkel  bekannt;  man  kann  dab(»r 
wieder  ein  diesem  ähnliches  Dreieck  konstruieren 
und  es  maß  dann  die  Summe  der  Gnmdlinie  und 
Höhe  des  ähidich«'n  Dreiecks  zu  der  fie^elx'tien 
des  gesuchten  in  dem  herrschenden  \'eriialitus 
stehen.    Hiernach  ist  die  Aufgabe  zu  losen. 

Konstruktion:  Man  z.  irhiu'  zwei  beliebige 
Strecken  h\  d,  die  zut  iii,iii(lt  r  in  (irm  t:ei;eh<'neTi 
Verhältnis  m  :  //  stehen,  erriciite  aui  einer  Ntr«*cke 
CD'  ^  h'  in  ly  die  Senkrechte,  beschreibe  um 
C  mit  als  Radius  einen  Kreisbogen,  der  die 
Srnkrechte  in  Bf  schneidet,  ziehe  Cffy  lege  an 
D'Lf,  etwa  in  />'.  einen  Winkel  P^iyE—a  an, 
ziehe  durch  C  die  l'araüele  zu  Ff E  bi»  zum 
Schnittpunkt  A  mit  der  Verlängerung  von  /fTX, 
verlängere  CEf  um  LfF*  =  AB^  trage  auf  der  nötigenfalls  verlängerten  Geraden 
Cf  die  Strecke  CF  =  s  ab,  ziehe  AP  iin<l  durch  F  die  Parallele  zu  F*A  bis 
zum  Schnittpunkt  //  mir  CA  oder  deren  \'erlänK»Tnn<r:  ziehe  endlich  .-///  |>;ira1lel 
VA  Aiy  bis  zum  Schnittpunkt  B  mit  Clf  oder  deren  \  erlängeruug,  so  ist  ABC 
das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Ks  ist  Z  CAB     /_  CA  ff,  Z  CA  ff  -  Z  EirF,  /_  EEfff  -  a% 

;dso  ist  auch  .  CAB  n.  Die  (Irrade  CJ'  schneide  AB  in  D.  Dann  \<x  CD 
senkrecht  zu  .IB,  da  CD  senkrecht  auf  der  zu  AB  parallelen  (iera«len  ist: 
CD  ist  also  die  Höhe  des  Dreiecks  ABC.  Nun  ist  CD  :  CB  ■  CD^  :  CB' ,  und 
da  Cty  :  Cff  ^  V  \  et  ^  min ,  so  ist  auch  CD  CB  —  m:n.  Endlich  ist 
{AB  }  CD)  :  {A'/r  +  C/X)  ^  AC  :  AC ßC :  /'^C  =  s  :  {Äff  -f  C/Zh  woraus 
AB  \  CD     s  fol.^t. 

Determination:  Damit  die  Aufgabe  lösbar  sei,  muli  zunächst  </'>//, 
also  « >  «fi  sein.  Sodann  routt  die  Summe  der  Winkel  CBiy  und  a  weniger 
als  zwei  Rechte  betragen.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  die  Auflösung 
stets  möglich,  und  zwar  auf  eine  einzige  Art.  Ist  insbesondere  a  —  90",  SO  ver- 
einfacht si<  h  die  Anll<")sung  in  leicht  ersiclitlli  hi  r  Weise. 

2.  Ist  durch  einen  Teil  der  zur  Konstruktion  einer  Tigur  gegebenen  üe- 
stimmungsstiicke  die  Gestalt  der  Figur  bestimmt,  so  daO  also  alle  Figuren,  die 
in  diesen  Stucken  übereinstimmen,  ähnlich  sind,  so  kann  man  zunächst  eine 
solche  der  ;;esu<-hteii  ähnliche  l  i<^ur  zeiclineii.  Da  liierbei  die  GroUe  der  l  i'^iir 
gleichgültig  ist,  so  kann  man  iri^cnd  eine  Stn'cke  an  ihr  willkiirlich  aniH'hnien, 
unti  man  wird  zu  diesem  Zwecke  eine  solche  Strecke,  z.  11.  eine  Seite,  nehmen, 
daß  die  vt^ränderte  .\ufgabt%  aus  ihr  und  jenen  Bestimmungsstucken  die  Fignr  zu 
konstruieren,  eine  bekannte,  möglichst  einfache  AnllosnnL^  hai.  Ks  handelt  sich 
flann  nur  ihh  Ii  darum,  zn  der  so  gewcuinenen  Hillsfi<:nr  eine  ihr  .dmliche  zu 
zeicinieu,  die  auch  die  riilitige  (iroUe  hat.     iJazu  muü  eine  bei  der  Konstruktion 
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der  llilfsfi^rur  nicht  benutzte  Strecke  unter  den  |»^e|rcbenen  Bestimmungsstücken 

srin,  und  /.fi«-linri  man  di»'  ihr  rntspre'ilu'iid«'  S;r(  rkf  zu  der  I lilfsfitjur,  so  i»iht 
das  N  rrhältnis  brider  <las  herrschende  N'erhahni.s  der  zwei  Fimireii  an.  Man 
kanu  aJ.Ho  jede  Seile  oder  Diagonale  u.  dj;l.  der  ^jesuchtea  Fijjur  als  vierte  Pro- 
portionale SU  jenen  beiden  Strecken  und  der  entsprechenden  Seite  oder  Dia^fonale 
U.  der  Hilfslij^iir  konstruier«'n  und  damit  die  Aufgabe  losen. 

Hei  dt'T  Konstruktimi  di  r  \i»'rten  Proportionale  wird  man  (!i<-  in  reits  in  der 
l'ifiur  vorhandenen  Strecken  motihchst  in  ilirer  Lage  zu  benutzj'U  suchen,  um  eine 
einfache  Konstruktion  der  Aufgabe  zu  erhalten. 

Es  ist  femer  xnr  Anwendung  dieser  Methode  nicht  nötig,  daff  sich  zu  der 
gesuchten  Figur  eiiif  ähnliche  konstruieren  lasse,  sondern  es  yeiui^t  h.äufig,  datt 
«lies  für  einen  Teil  der  li^ur,  wie  7.  B.  in  ffer  Aufgabe  ;{)  in  Nr.  \  hn"  dem  einen 
der  durch  die  Höhe  entstehenden  ieildreiecke  der  Fall  war,  möglich  sei,  solern 
durch  diesen  l^il  ein  oder  mehrere  weitere  Bestimmungsstücke  der  ganzen 
Figur  gefunden  werden,  deren  Benutzung  die  Auljgabe  auf  eine  bereits  bekannte 
zurückfiihrt. 

B»'i  fler  Kotf^tnikJion  f!er  gesuchten  l'iirnr  zu  der  ihr  ähnlich«*!)  kruni  man 
sich  auch  der  .\ludiciikeitspunkte       Hl  .\r.  2:  g  iiti)  mit  Vorteil  bedien«-n. 

8.  a)  Dreieckskonstruktionen,  bei  denen  zwei  Winkel  des  Dreiecks  gegeben 
sind,  fassen  sich  sämtlich  leicht  nach  der  Methode  der  ähnlich'  ii  I'i^ureu  aus- 
ftihri'Ti.  Man  kann  hiernach  verschiedene  der  früher  nac  Ii  der  Methode  der 
I  iillsliuuren  behandelten  Aufgaben  lösen,  wie  z.  B.  wenn  auUer  den  beiden 
Winkeln  gegeben  sind: 

1)  eine  Höhe  kl  2)  eine  MitteHlnie  ml  3)  eine  Winkelhalbierende  Trans- 
versale »:  4)  die  Summe  /.wel.  r  Sriten  </  -(-  />:  5)  die  Differenz  zweier  Sejten 
a  —  ('})  drr  Umfang  a  ^- />  \- 7)  der  i  l»erschuU  der  Summe  zweier  S.  iien 
über  die  dritte  a  /'  —  8)  die  Summe  zweier  Höhen  -j-  Ai',  9)  die  Differenz 
zweier  Höhen  —  Aal  10)  der  Radius  r  des  Umkreises;  11)  der  Radius  q 
des  Inkreises;  femer  Summen  und  Differenzen  von  Berührangsradien,  von  Seiten 
und  Radien,  Seiten  und  Höhen,  u.  dgl.  m. 

b)  Statt  ein<'s  Winkeln  kann  das  Verhältnis  zweier  Seiten  <?  :  f>  m  :  n  des 
gesuchten  Dreiecks  gegeben  sein.  Der  gegebene  Winkel  ist  dann  entweder  der 
eingeschlossene  y  oder  ein  gegenüberliegender.  Im  zweiten  Falle  kann  die  Auf- 
j^be  zweideutig  werden.  Man  bilde  hiernach  di«>  den  Aufgaben  unter  a)  ent- 
spn'chenden.  Für  ein  rechtwinkliges  Dr«'ieck  genügt  die  Angabe  eines  Si  iten- 
verhältnisses,  da  der  rechte  Winkel  ohnehin  bekannt  ist.  Ks  können  endlich 
beide  Winkel  durch  V  erhältnisse  von  Seiten  des  gesuchten  Dreiecks  vertreten 
sein,  zu  denen  dann  beispielsweise  jedes  der  anter  a)  1 — 11  angegebenen  Stücke 
als  drittes  treten  kann. 

Statt  des  Verhältnissi-s  zweier  S«'iten  kann  das  Verhältnis  der  auf  ihnen 
.stehenden  Höhen  gegeben  sein,  da  je  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  sich  zueinander 
umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Höhen  verhalten. 

Man  konstroiere  ein  Dreieck  aus: 

1)  dem  X'erhältnis  der  Höhe  zur  Projektion  einer  anliegenden  S«'ite  auf  di«' 
f IriiTidlinic,  flt-ni  \'erhältnis  der  andi  rn  an!ie<,'eiid«'n  Seite  zu  ihrer  Projektiou 
auf  dl«'  (jrun(iliine  und  der  Summe  «ier  dr«"i  Höhen; 

2)  dem  Verhältnis  des  Radius  des  Inkreises  zu  einem  auf  einer  Seite  durch 
d«Mi  Berührungspunkt  gebildeten  Abschnitt,  dem  dieser  Seite  gegenäberliegenden 
Winkel  und  «h  r  711  «lieser  Seite  'jeh«">rigen  Mitt«'Ilinie : 

;{)  d«'n  \ friialtnissen  der  «lr«M  H«)h«'ii  zueinan«ler  und  «ter  iiirii'r«'n/.  der 
durch  ein«'  Wink«'lhalbier«'nde  auf  «Ier  gegenübt-rlii'gi'udeu.  S«'ile  gebildeten  Ab- 
schnitte. 

«■)  Noch  alli:<'meiii«'r  kann  man  die  vorsieliend«-  Me(ho<le  mit  derjenigen 
der  Hilfstigurrn  verbinden,  indem  man  sie  bei  der  Konstruktion  von  Figuren 
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anwendet,  die  ihrers«.'its  wieder  als  Hülsfiguren  auf  die  Kousirnkiion  von  v»Tlaiiirten 
Figuren  führen.     Reispielr  lassen  sich  naeh  dem  vorherfieheiiden  Icicin  hiidcn. 

Die  Mcihode  der  ähnlichen  Fi|;uren  lianu  auch  aui  die  Konstruktion  von 
Vierecken  und  Vielecken,  die  auf  die  von  Dreiecken  sorCtekKefflbrt  wird,  an- 
gewendet werden. 


§  41.    Methode  der  algebraischen  Analysis. 

1.  Es  sei  zu  lösen  die  Aufgabe  1):  Eine  gegebene  Strecke  so  su 
teilen,  dj(B  die  Differenz  der  Quadrate  der  Abschnitte  gleich  dem 
Produkt   aus   der  (ganzen  Strecke   und    rlnm    klciiit-rn    Abschnitt  ist. 

Aiialysis:  Ks  sei  AB  —  a  die  zu  teilende  Strecke,  x  der  kleinere,  also 
a    -  A  der  j^roüere  gesuchte  Abschnitt,  so  soll 

{a  —  a)-  —  X-  =  a  X 

sein.    Die  Aullösung  dieser  Gleichung  führt  im.  dem  Werte  der  Unbekannten 

Konstruktion:  Teile  die  Strecke  AB  im  ^'(•rll;lhIlis  1  :  2. 
Beweis:    Nach   Konstruktion    ist    der   ^röliere   Abscluiitt  .^A' =  der 
kleinere  BX  —  \a,  die  Dificrcnz  ihrer  Quadrate  also  ^a- —  ^tJ' ^  \^'>  "»d 
das  Produkt  aus  der  ganzen  Strecke  und  ihrem  kleinem  Abschnitt  ebenfalls  \a^. 
Determination:   Die  Aufgabe  ist  stets  lösbar  und  eindmitlL;. 
Aufgabe  2):    Kin  gegebenes  Dreieck  durch  eine  Parallele  zur 
Grundlinie  zu  halbieren. 

♦  Analysis:  Ist  ABC  (Fig.  153)  das  gegebene  Dreieck,  XY  die  gesuchte 
Parallele  zu  AB,  so  ist  das  Dreieck  CXY  ähnlich  dem  Dreieck  ABC  und  die 

Flachen  beider  verhallen  sich  wie  die  Qua- 
drat«*   zweier    pnt«;priM"hcnder   Seiten.  Setzt 
man  Cß^a,  den  Abschnitt  CX—x,  so  muü, 
da  das  Dreieck  CXV  die  Hälfte  von  ABC 
sein  soll, 

sein,  woraus 

p.^  ^  folgt.  Es  muß  also  A  die  mittlere  Proportionale 

/w  ischen  a  und  \  it  sein. 
Konstruktion:   Halbiere  die  Seite  Cß  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  m  D, 
beschreibe  über  CB  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  errichte  auf  CB  in  D  die 
Senkrechte,  die  den  Halbkreis  in  £  schneidet,  ziehe  C£y  beschreibe  um  C  mit  CE 

als  Radius  einen  Kreisbogen,  der  CB  in  A'  schneidet  und  ziehe  durch  A'  die 
Parallele  zu  /),/,  die  CA  in    J'  'rifli.     Dann   ist  A')'  (!!<•  \(TlaiiL'!>'  'ri  lluni,'slinie. 

Beweis:  XV  ist  parallel  zu  BA  nach  Konstruktion.  Daiier  ist  lenuT 
CXY^  L.  CBA,  folglich  £i  CXYx  A  CBA  -CX*  :  CB^.  Nun  ist  CX^-  =  CE* 
CD  .  67/  -  i  CB  .  CB  --^  \CB^,  woraus  A  CXY     \CßA  folgt. 

Determination:   Die  Aufgabe  ist  stets  lösbar  luul  eindeutig. 

Aulgabe  .'{):  Kine  gegebene  Strecke  so  zu  teilen,  «!  lÜ  f!er  grt)L)cre 
.\bschnilt  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  gaii/.eu  Strecke 
und  dem  kleinem  Abschnitt  ist.  (Tellimg  einer  Strecke  nach  dem  goldenen 
Schnitt:  vgl,  i;  :{u  Aufgabe  4) 

Analysis:  ist  .//>'  tt  die  gegebene  Sit«*«  kc.  AX  ^  x  der  gesuchte  grölien* 
Ahst  iiiiiii,  also  BX      a  —  x  der  kleinere  Ahse  luiiit,  so  niuli 

X'  —  rt  («/  —  .V) ,     A  -  -\  ax  =  <i* 
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sein.    Diese  quadratische  Gleichung  hat  die  beiden  Wurzeln: 

*  =  —  4«  ±  F^ä*+T*»*  » 
von  denen  (är  die  Aufgabe  im  enirem  Sinne  nur  die  positive 

zu  gebrauchen  ist.  Die  Quadrtitwur/rl  htMlt  nt.  t  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  dessen  Katlieten  a  unii  ^  a  sind. 

Konstruktion:  Halbiere  die  srepfebene  Strecke  AB^  errichte  in  B  auf  AB 
die  Senkrechte  BC  gleich  der  Hälfte  von  AB,  /.iftn-  IC,  trage  auf  CA  die 
Strecke  CD  -  CB  und  auf  Aß  die  Strecke  AX  =»  AD  ab,  so  ist  X  der  ver- 
langte  Teilpunkt. 

Beweis:  ^  'niAX=  AD^  AC—  CD  =  AC  —  CB,  also  AC  =  AX  +  CB. 
Nun  ist  ^C*  ^AB*-{-  CB*,  also  AB*  +  CB*  ^  {AX CB)*  =  AX* -\- 2  AX  -  CB 

+  r/?-'.  Hieraus  folgt  AB^  =  //.V  2  ^JT  •  C//  oder  AX*  =  AR-  —  AX. 
2  CB  od<  r  XV-'  ^AB^  —  AX'AB  oder  ^»  =  •  —  X^Q»  oder  endlich 
AX'  -  ^i? .  BX. 

Determination:  Die  Aufgabe  ist  stets  lösbar.  Sie  ist  eindeuti(^,  sofern 
der  Teilpunkt  X  zwischen  A  und  B^  dte  Teilung  also  als  innere  vorausgesetzt 
ist.  Faßt  man  jrdoclt  die  Aufgabe  im  weitem  Sinn  so  auf,  daß  di  r  Teilpunkt 
auch  auf  der  rUiiiizfruni:  der  zu  teilenden  Strccki-  (äußere  TeiluiiL;!  liceen 
darf,  so  erhäk  mau  eiiif  /.weite  Autlösung,  die  der  negativen  Wurzel  der  lu  der 
Analysis  auffrestellten  quadratischen  Gleichung:: 

entspricht.  Man  hat  dann  AC  um  BC  zu  verlängern  und  die  entstehende  Streck i* 
von  A  aus  statt  in  der  Richtung  nach  B  in  der  entgegengesetzten  Richtung, 
entsprechend  dem  negativen  Werte  von  x^^  abzntragen.  In  diesem  Falle  wird 
der  Abschnitt  AX  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  dem  andern  Ab- 
scliiiift  P>X.  Dies  stimmt  damit  überein,  daß  jef/t  . 7 A'  .  /.Vwird,  mithin  AX  <  BX 
Sern  muß.  Soll  diese  .\uflüüuug  gelten,  so  ist  also  in  dem  Wortlaut  der  .\ulgabe 
statt  »der  größere«  Abschnitt  zu  setzen  »ein«  Abschnitt  In  der  Tat  ist  die 
Bedingung,  daß  AX^  BX  sei,  bei  dem  Ansatz  der  Gleichung  in  der  Analysis 
nicht  berücksichtigt,  so  daß  die  Gleichung  der  Analysis  auf  beide  Auflösungen 
führen  muüte. 

2.  \V  ir(i  zur  Auflösung  einer  gegebenen  Aufgabe  eine  unbekannte  Strecke 
gesucht,  so  kann  man  diese  Strecke  als  die  Unbekannte  x  einer  Gleichung  dar> 

znstellen  suchen,  indem  man  die  in  der  Aufgabe  angegebene  Beziehung  zwischen  X 
inul  lii'kannten  Größen  a  1 1:  •■  b  rn  i  sc h  riiisdruckl.  Die  AiifirisuriL;  der  so  gf-finulcncn 
(ileicliung  liefert  einen  algebraisc  h  c  ii  .\usdruck  itir  die  Unbekannte,  der 
geometrisch  zu  deuten  und  hiernacli  zu  konstruieren  ist.  I'ls  können  auch 
mehrere  Unbekannte  durch  eine  gleiche  Anzahl  von  Gleichungen  bestimmt 
werden.    Die  .\n  il\  sis  besteht   also  bei   dieser  Methode  aus  folgenden  !'<  !!•  n: 

1)  Aiiu  ihi'  ndi  r  Wald  di  r  Simkpn,  Hie  als  Unbekannte  gesucht  wt-rden  sollen: 

2)  .Vnsetzen  der  nötii;eii  (jleichungen  aus  den  Bedingungen  der  Autgabe:  W)  .\ul- 
lösen  dieser  Gleichungen;  4)  geometrische  Deutung  der  Resultate. 

Von  diesen  Teilen  erheischt  der  letzte  eine  nähere  Erörterung.  Es  seien 
bt  C,  .  .  .  bekannte  Strecken.    Dann  bedeutet: 

</  -\-  h  rlif  dtircli  X'erläng'Tini'j  d«»r  Strecke  a  um  die  Strecke  oder  um- 
gekehrt, entstellende  Summe  beider  Strecken; 

a  —  b  die  durch  Abtragen  der  Strecke  b  von  der  Strecke  a  entstehende 
Differenz  der  Strecken; 

a  ^- h  —  c ti  . . .  die  den  ZeicluMi  in  dieser  algebraischen  Summe  ents|>rechend 
durch  Veriüngem  oder  Abschneiden  aus  den  gegebenen  entstehende  Strecke. 
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Ji'tle  belifhine  N'crbindun^  von  Strockfii  durch  ;  und  —  bedeutet  also 
wieder  eine  Strecke  und  heißt  daher,  wie  die  einzelnen  Glieder  des  Atisdrucks, 
eine  lineare,  oder  eine  Größe  «Tster  Dimension. 

1  III  IV'ninkt  rt  (I  iH'deiitet  eine  Slreck«",  wenn  <r  eine  Strecke  und  der  Faktor» 
eine  natürliche  Zahl  ist;  //  </  ist  dann  ein  Vieüaches  von  a  und  wird  durch 
»maliges  Abtragen  der  Strecke  a  auf  einer  Geraden  konstruiert. 

Dage^ren  kann  das  Produkt  a^,  in  dem  beide  Faktoren  Strecken  bedeuten, 
nicht  mehr  als  eine  Strecke  ijedeutet  \v<*rdeii.  Narh  den  Erklärungen  in  §  21  Nr.  1 
kann  man  es  al>  di«-  arithmetische  Darstellung  des  Inhalts  eines  Rechtecks,  dessen 
Seiten  <i  und  i>  sind,  oder  irgend  einer  andern  Figur  von  gleicher  GruÜe  mit 
diesem  Rechteck,  betrachten. 

Insbesondere  ist  als  Inhalt  eines  Quadrats  xu  deuten,  dessen  Seite 
gleich  (?  i*<t. 

Ausdrücke,  die  wie  aä  und  a-  Flächen  bedeuten,  werden  als  Grölten  zweiter 
Dimension  bezeichnet. 

Kin  Quotient  '  hat  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  a  eine  Strecke  und 

der  Divisor  n  eine  natürliche  Zahl  ist.  Die  Aufgabe,  ihn  /.n  konstruieren,  ist 
identisch  mit  der  bekannten,  die  Strecke  a  in  m  gleiche  Teile  zu  teilen.    Ist  n 

a 

«ine  gebrochene  Zahl,  so  fordert  die  Konstruktion  von  -  ,  ebenso  wie  die  von  «tf, 

ft 

<x 

die  Teilung  der  Strecke  <7  in  einem  g«'{iebenen  \'erhäl(nis.     Der  (Quotient  ist 

in  jedem  Falle  eine  GröUe  erster  Dimension,  wenn  n  eine  Zahl  ist. 

Ii 

Ist  dagegen,  in  —  sowohl  d  als  a  eine  Strecke,  so  ist  der  Quotient  eine 
p 

Zahl,  nämlich  das  Verhältnis  der  Strecke  a  zur  Strecke  ^.  Er  ist  eine  Grotte 
nallter  Dimension. 

Den  im  vorstehe  nden  angeführten  einlachen  Ausdrücken  reihen  sich  folgende 

zusanuncrmc^rUle  an : 

il  *  h  , 

Der  Ausdruck  ,  worin  a,     c  Strecken  sind,  kann  gedeutet  werden  als  das 

c 

ü 

Produkt  der  Verhältniszahl  -    mit  der  Strecke       oder  auch  als  das  Produkt 

b  '  ob 

der  Strecke  a  mit     .    hr  bedeutet  also  wieder  eine  Strecke.    Da  ans       =^  or, 

r  c 

f  :  a      b  :  X  fol^t  und  umgekehrt,  so  erkennt  man,  daß  die  Konstruktion  dieses 

Ausdrucks  gleichbedeutend  ist  mit  der  Konstruktion  der  vierten  Proportionale 

zu  r,  (/  und  b. 

Insbesondere  ist  der  Au:»druck  —  ss  jc  als  die  dritte  Proportionale  zu  b  und  a 

b 

zu  deuten,  denn  es  folgt  daraus:  b:  a  <^aix* 

Bestehen  allgemeiner  der  Dividend  und  der  Divi>Jor  eines  Quotienten  aus 

linearen  Faktorf*n  und  ist  dt-'  An/       di  r  I "  ikton  n  <\rs  nivKh'udcn  tim  1  größer 

als  die  des  Divisors,   so  bedeutet  der  Ausdruck  geometriscl»   eine  Strecke  und 

ist  daher  ein  Ausdnick  erster  Dimension.    Man  kann  nämlich  jeden  solchen 

.\ti9driick  als  das  Produkt  eines  linearen  Faktors  mit  zwei  oder  mehreren  Zahlen, 

abcd  b    {  d 

so  z.  B.  — -  -  als  <7  •  ~  •  -  •     ,  ansehen.    Die  Konstruktion  eines  derartigen 

ff  S.  f     f  .< 

Ausdrucks  kann  durch  wiederholte  Konstruktion  ein«'r  vierten  Proportionale  ge- 
schehen. Beispielsweise  kann  man,  um  x~  ^  '  ^u  konstruieren,  zuerst  die 
vierte  Proporttonale  zu  ^,  a  imd  b  suchen.    Setzt  man  diese  gleich  js  so  ist 
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06  vcd 

^'  =■  -  ,  also  X  =        .    Sucht  man  darauf  wieder  die  vierte  Proportionale  5 

£u  /,  V  und      so  ist  c  ^  '^^^  ,  also  x  «  -  ^  ,  und  man  hat  also  schliettlich  noch 

/  g 

die  vierte  Proportionale  za  g,  s  and  d  %n  konstruieren.    Soll  femer  betsptcls- 

w»'isr  .V  —  —.TT  ,    u«'onieir»sch  ^;»«dtMitot  \v»'rn«'ti,  so  ergibl  sich,   riaü  .v,   da  der 

Zähler  neun,  der  Nenner  acht  Faktoren  enthält,  von  der  ersten  Dimension  ist, 

<r« 

und  daS  man  x  erhält,  wenn  man  etwa  der  Reihe  nach  die  Ausdrucke  y  =  -~ , 

bc  yc  U9  vs  w% 

t  —    ,»//=,-,?'=      ,  w  —      ,  X  ^  —  konstruiert  Selbstverständlich 

a  it  f  e  e 

kann  die  Keibcuiolge  der  einzelnen  Konsiruktionen  in  allen  diesen  i-alleu  eine 
verschiedene  sein. 

Ist  die  Anzahl  der  linearen  Faktoren  im  Zähler  um  zwei  größer  als  die  der 

I'aktorcn  im  Nenner,  so  erhält  man  durch  Absonderung  eines  der  Faktoren  des 
Zali!i*r*J  »'in  Produkt  zweif-r  Strecken;  dfr  hctn-ffcnde  Ausdruck  ist  dähcr  VOn 
der  zweiten  Dimension  und  laUt  sich  als  eine  Hache  konstruieren. 

bt  allgemein  die  Anzahl  der  linearen  Faktoren  des  Zählen  um  n  größer  als 
diejenige  des  Nenners,  so  heißt  der  Ausdruck  ein  solcher  M>ter  Dimension.  Aus» 

abc  d 

dröcke  dritter  Dimension,  wie  abc^  a-  b,     —  ti.dg1.ra.  erhalten  ihre  geometrische 

f 

Deutung;  in  der  Stereometrie:  Ausdrucke  \on  einer  höhen'n  als  der  dnltj'n 
Dimension  haben  keine  geometrische  Bedeutung  und  können  daher  in  geometrischen 
Aufgaben  Überhaupt  nicht  vorkommen.  Sind  die  Anzahlen  der  Faktoren  des 
Zählen  und  des  Nenners  gleich  groß,  so  ist  der  Ausdruck  von  der  nullten 
Dimension,  d.  h.  eine  Xahl. 

Ein  Ausdruck  zweiter  Dimension  kann  auf  einen  solchen  erster  Dimension 
zurückgeführt  werden,  nicht  nur  dadurch,  daß  man  ihn  durch  eme  lineare  Größe 

dividiert^  sondern  auch  durch  Ausziehen  der  Quadratwurzel*    Wie  "^a*  die  Seite 

eines  Quadrats,  also  eine  Strecke  a  bedeutet,  so  hat  auch  yia^  die  Bedeutung 

einer  Strecke.  Setzt  man  l^ab  ^  so  folgt  x*  —  ab  oder  a:  x  =  x:  b  und 
umgekehrt;  jr  ist  also  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  b  und  kann 

Ifk  i/  M 

f  —  a-  ^  \  '  (T  '     a  ,  wenn  Jt  und  h  natür« 
"         '       "  A 

liehe  Zahlen  sind,  die  mittlere  Proportionale  zur  Strecke  a  und  —  a . 


n 


Entsprechend  ist  jr  =  |/  — y  -  die  mittlere  (Proportionale  zwischen  a  und  der 

\jerten  Proportionale  zu  ä,  b  und  £,  oder  auch  zwischen  b  und   ^  ,  oder  zwischen 

f  und       Ebenso  kann  z.  B.  x  —  1    '  ,^ so  konstruiert  werden,  daß  man 

zuiiaclisi  .1        ,1  — ; —  setzt   und  narheinander   y        ,  ,    s  =  —  ,    u  ~\(Z, 

d  €  ' 

7»  SÄ  •  -  konstruieru 
a 

Ilierlier  gehören  auch  folgende  aus  dem  pythagoreischen  Lehraatz  zu  deutende 

Ausdrucke : 

y«;-'     /•-  vvi.  die  Hypotenuse  eines  rechtn-inkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 

ii  und  /'  sind. 

ya^  —      i>t  .'inr  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  a 
und  dt  ssru  andrt*  Kathete  b  ist 
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Man  kann  auch  )<;-  —  h-  miticls  (Irr  rmfurmun^  in  )((irr^)(tf^^)  als 
die  mittltTi'  Proportionale  /.wisc  hen  <i  -~  f>  und      —  fi  driiten. 

Aus  dem  vorsiehenden  lolgen  leiclu  die  Deutungen  und  Konütruktionen 
zufiaiumengesetzter  Aiusdrücke,  von  denen  wir  noch  die  folgenden  anführen: 

ijab-^-  cd  kann  konstruiert  werden ,  indem  man   die  mittlere  Proportionale 
zmschen  a  und  bt  femer  die  mittlere  Proportionale  zwischen  c  und  d  und  end« 

lieh  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  konstraiert,  dessen  Katheten 

diese  beiden  mittlem  Proportionalen  sind. 

ya-  -\-  b-   '  <*-'   ■   (/^  kann  koiislruirrt  werden,  indem  mnn  znrinrhst  ;  ■  /'-, 

also  die  iivpolenn^e  eines  ret lUwinkliLien  Dreiecks  aus  den  Katheten  d  untl  0 

zeichiH't,  sn  dali  dantt  lur  den  voriu  r^elienden  Ausdruck  j  j-  ;■  c -'  -  </-  gesetst 

\v«'rden  kann,  dann  entsprechend  //  -  ^z- ^  c-  und  zuletzt  x ^ u- d- 
konstruiert. 

Insbesondere  ist  a\  2  ^  Y2  a*  =  ]/« *  +  a*  die  Hypotenuse  eines  gleich* 
schenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der  Kathete  a  oder  die  Diagonale  eines 

Quadrats  mit  der  Seite  ai  a^i^  =  /lOa^  kann  konstruiert  werden,  indem  man  dafür 
y  ui~a -'  4-  4 tf* ~ y(4 tf)* 4-  (2 a)*  —  setzt,  also  z.  B.  zuerst^=  |  (4<7)-  +  (7<7)- 
und  sodann  x  ^\y* — konstruiert.  Man  kann  ab«'r  auch  dafür  ]'lTut---\ a--  a-—a* 
setzen  und  dann  entsprechend  \  erfahren.  Ferner  kann  man  |l'J^/'tf  al«?  mittlere 
Proportionale  zwiscliei]  a  und  1  !>  <i  konstruieren.     Noch  andre  zu  ^eomeirischt'r 

Deutung  geeignete  Umformungen  sind  J(Otf)-  —  (4a)-     a-  oder  -        •  (3  a), 

u.  dgl.  m. 

Ist  ein  Ausdruck  aus  mehreren  andern  durch  Addition  und  Subtraktion 

•/n^^ammengesetzt,  so  ist  er  einer  geometrischen  Deutung  fähig,  wenn  sämtlich«^ 
(jlieder  homogen,  d.  h.  \r\n  dersellien  I^imeiision,  also  in  der  Planimetrie  (»tit- 
weder  alle  von  der  ersten  oder  alle  von  der  zweiten,  sind.  Ks  hai  keim-u  Sinn, 
Großen  erster  und  zweiter  Dimension,  Strecken  zu  Flächen  zu  addieren,  bt  in 
einem  Ausdrucke  diese  Bedingung  nicht  erfidit,  so  ist  entweder  ein  Fehler  gemacht 

worden,    oder  die  ijesteHte  .Aiift;at>r   fordert   l 'ninö^lirht'S. 

.\nders  verhält  es  sich,  wenn  unter  inelireren  Strecken  eine  als  Laugeneinheit 
gesetzt  worden  ist.    So  geht  beispielsweise  der  Ausdruck  erster  Dimension: 

ab  .   er      r/  '      ki      m  n- 

c  ^  f  ^  hi  ^  r    '  /=•' 

durch  die  Annahme  r  —  1  in 

Qb        (  £ 

c       J  hl 

über.  .iK'i  in  einern  Ansdnn  L  der  scheinbar  Cdieder  der  H-ten,  ersten,  zweiten 
und  drillen  iJimensioii  nebeneinander,  ja  sogar  ein  solches,  welches  bei  kon- 
sequenter Durchführung  der  Bezeichnung  als  von  der  minus  «-rsten  Dimension  zu 
bezeichnen  wäre,  enthält  Dieser  Schein  verschwindet,  wenn  man  bedenkt,  datt 
die  Annahme  der  GröUe  r  zur  Längeneinheit  bedinjt,  daß  in  dem  zweiten  Aus- 
druck die  (ir»')lien  </,  /',  c.  r  n.  s.  w.  nur  ni>eli  die  \ Crhältniszahlen  der  früher  so 
bezeichneten  GrüÜen  zu  /'  bezeichnen  kötituMi.  Setzt  man  statt  ihrer  hiernach 
a  b 

^  VL  s.  w.  ein,  so  erhält  man  nach  leichten  Umformungen  wieder  den  Aus- 
druck in  der  zuerst  gegebenen  Gestalt. 

Ii,  a)  .Vufyabeii.  deren  Aiialvsis  auf  Gh'ii  hiingi'n  erster»  (irades  führt,  be- 
dürfen ki'im  r  weitern  l'.rklaruni;.  Sie  sind  stets  eitub  tirfi.'  besliniint.  Kommt  bei 
der  gesucliten  Streck«;  auüer  d<-r  Lange-  auch  die  Kii  iitiing  in  Betracht,  so  zeigt 
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ein  n(i,'nti\os  Resultat  an,  daß  ihr  in  der  Konstruktion  die  Richtung  zu  fscben 
ist,  die  tli-r  in  der  Analysis  anc^'Hommcnfn  i*ntm'ff('nf;csft/.t  ist.  Kommt  die 
Rirhlun^  nicht  in  Bctrarht,  so  zvi^t  ein  negatives  Resultat  die  L'nmö^lichkt'it 
der  Auflösung  au;  zugleich  aber  deutet  es  auf  die  Müglicldceii  einer  Enveiterung 
der  Aufgabe  hin,  durch  die  anch  das  negative  Resultat  einen  Sinn  erhalten  würde. 

Zu  einer  Seit(>  ßC  eines  Dreiecks  JBC  eine  Parallele  XY  za  ziehen,  so 
dafi  eine  der  folgenden  Bedingungen  erfüllt  wird: 

I)  ÄV^CV;  2)  AX^  CV:  3)  XV^'  AX  -  AB:  4)  XV-  BX-r  Ci': 
n)XY^Cy—BX:  Q)Xy^AX-Cy;  'i)BC—XY^AX^AY\  %)BC—XY 
^AX—AV. 

9)  Auf  den  Seiten  eines  Rechtecks  von  den  Eckpunkten  aus  gleiche  Stücke 
abzuschneiden,  so  daß  die  Teiipankte  der  Seiten  die  Eckpunkte  eines  Rhombus 
bilden. 

10)  In  ein  Dreieck  ABC  ein  Parallelogramm  mit  dem  Umfang  2  s  so  zu 

seichnen,  daß  es  mit  ihm  den  Winkel  B  gemeinsam  hat 

II)  Auf  einem  Durchmesser  .//i"  eim-s  Kreises  sei  ein  Punkt  P  gegeben; 
man  soll  auf  der  \'erlän<,'erung  vou  AB  einen  Punkt  X  so  bestimmen,  dali  die 
1  an^;i  ate  A'K  gleicli  /'A'  wird. 

12)  Auf  einem  Durchmesser  AB  eines  Kreises  ist  ein  Punkt  C  gegeben  und 
über  AC  als  Durchmesser  ist  ein  Halbkreis  kunstruierc  man  soll  einen  Kreis 
konstruieren,  der  die  auf  AB  senkrechte  <  irrade  CD  und  zwei  Halbkreise  berüfirt. 

b)  Aufgaben,  deren  .\nalyshi  anf  rem  quadratische  Gleichungen  führt,  liefern 
für  die  gesuchte  Unbekannte,  zwei  Wurzeln  vou  gleichem  absoluten  Werte,  aber 
entgegengesetztem  Vorzeichen.  In  Betreff  der  negativen  Wurzel  gilt  das  darüber 
bei  a)  Gesagte.   Hiernach  kann  eine  solche  Aufgabe  eindeutig  oder  zweideutig  sein. 

1)  Auf  einer  Strecke  /iB,  auf  der  ein  Punkt  C  gegeben  ist,  soll  ein  zweiter 
Punkt  A'  so  bestimmt  werden,  daU  AC :  AX  ^  AX :  AB  isL 

2)  Im  Dreieck  ABC  za  BC  eine  Parallele  XY  so  zu  ziehen,  dafi  das  Drei- 
eck AXY  gleich  |  von  ABC  ist. 

3)  In  einem  gegebenen  Kreis  fünf  t:Iei(  he  (^)nadratc  zu  zeichnen,  sn  dal5 
jerles  der  vier  äuUern  7.\v<'\  Eckpunkte  auf  dem  Kreise  und  mit  dem  mittlem 
eine  Seite  gemeiiuiam  hat. 

4)  Ein  gleichschenkliges  Dreieck  aus  den  Höhen  auf  der  Basis  und  anf 
dem  Sclienkel  zu  konstruieren. 

'  )  y.wr]  Sirec  kt't)  ZU  konstruieren,  wenn  die  Summe  ihrer  Quadrate  und  ihr 

VerbiiUnis  yt  i^tebeu  ist. 

♦»)  Kin  rcgelmäUigcs  Sechseck  zu  zeichnen,  dessen  Inhalt  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  den  gegebenen  Quadraten  a*  und  ist. 

c)  Aufgaben,  deren  AnaJyds  auf  gemischt  quadratische  Gleichungen  führt, 
hatxMi  im  allgemeinen  zwei  verschiedene  Auflösungen.  Ist  eine  Wurzel  der 
Gleichung  negativ,  so  gilt  für  die  Aultösung  daa  im  eutsprechenden  Fall  unter  a) 
Gesagte.    Damit  die  Gleichimg 

in  der  x  eine  Strecke  bedeutet,  eine  geometrische  Bedeutung  habe,  müssen  alle 
Glieder  mit  dem  ersten  von  gleicher,  also  der  zweiten  Dimension  sein:  />  muti 
daher  eine  Strecke,  ,/  eim-  Flarlii-  bedeuten.    Wir  kruiin  ii  demnach  in  der 

Torrn  eines  Produktes  m  •  //  grycljen  voraussetzen  Man  erhalt  dann  durch  Auf- 
lösen der  Gleichung  die  beiden  Wurzeln 

"   ^  -  2  /  -    l  1/  '  r  w^'  . 
die   nach  den  Anweisungen  in  Nr.  '2  koustruiert  werden   können.    Kiue  andre 
Konstruktion  der  beiden  Wurzeln  jr^,       der  quadratischen  Gleichung  gründet 
sich  auf  den  Satz,  daß 

*i  "t      ~  ' —  p  t     *i  "**     — * 
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is!.  AI  III  hat  die  lifidcn  l'allf  zu  uiitfrschciticn,  in  tlfm-ii  .v,  und  \,  jlt  K  lu- 
oder  »•n!i;t'm»nu<'S«'tj'.it'  N'orzeiclicn  liahcn.  Jn  hi'ideti  Fällen  bosclireiln  man  /.u- 
nächst  einen  Kreis  mit  dem  Durchmesser  p.  Haben  a",  und  gleiche  \'or- 
zeicheut  ist  also  q  negativ,  so  trage  man  in  diesen  Kreis  eine  Sehne  AB  ein, 
die  aus  Äwei  Strecken  AP^m,  PB  ^  n  besteht,  und  also  gleich  «r  + «  ist: 
haben  .v,  und  .v.,  ungleiche  Vor/eichen,  aisn  l>ei  posiHvem  ff,  so  lrai,>i'  man 
eine  Sehne  Aß  —  «f  —  n  ein  und  verlängere  AB  um  BP  ^  so  daü  also 
AP  •=  m  ist  In  beiden  Fällen  »ehe  man  dann  die  durch  P  und  den  Mittel« 
punkt  gehende  Sehne  XVt  so  sind  die  Abschnitte  XP*  YP  die  gesuchten  Strecken 
A',  und  .v^.  —  Lie^t  der  Punkt  P  innerhalb  des  Kreises,  so  sind  beide  Strecken 
positiv  zu  nehmen,  wenn  p  negativ  ist.  dau'f^en  biMde  negativ,  wenn  p  positiv  ist. 
Liegt  P  aulSerhalb  des  Kreises,  so  ist  die  t  iiu-  Strecke  positiv,  die  andre  negativ, 
und  zwar  hat  die  größere  immer  das  cntgegejigcsetitc  Vorzeichen  wie  /. 

Beispiele:   Eine  gegebene  Strecke  AB  in  einem  Punkte      so  zu  teilen, 

daü: 

1 )  AX^  -  2  ■  h'X  ■:    2  )  AX  •  BX  --  AX'-  —  /iX- :    3)  AX  •  BX  =  (AX     /fX)  '  ist. 

In  einem  gegebenen  Dreieck  ^IBC  eine  I  ransversale  A'l'  parallel  zu  BC 
zu  ziehen,  so  daß 

4)  ZlAXV  -  ^.BCX:    5)  BC :  XV  =^  AX:  BX:    ü)  AC:  XV=  AX:  CV  ist. 

riiir  Si-hiK'  .'//?  ein<*s  ire-^'f-hciirti  Kreises  so  zu  verl;iiii:ern,  daü  die  von  dem 
Endpunkte  der  \  erlängening  an  den  Kreis  gelegte  Tangente 

7)  eine  gegebene  Länge  hat,  S)  gleich  dem  «r-ten  Teil  der  ganzen  Sekante  ist. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren  aus: 

!>)  einer  Kathete  und  der  I'rojektion  der  andern  Kathete  auf  di«'  Hypotenuse; 
\()\  (ier  Höhe  und  der  Bedingung,  daU  eine  Kathete  «gleich  der  Projektion  der 
andeni  aui  die  Hypoteimse  sei;  11)  der  Hypotenuse  und  der  Bedingung,  dati 
die  drei  Seiten  eine  stetige  Proportion  bilden. 

Einen  Kreis  zu  konstruieren: 

12i  di  r  /wri  Si  itt-n  eines  gegebenen  Drei«  »  ks  berührt  und  \  r>!i  der  dritten 
unter  einer  Seline  von  gegebener  Läntje  jjrsehnitten  wird:  1!$)  der  eine  gegelirnr 
Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  beridirt  und  von  einem  gegebenen  Kreis«;  unter 
einem  Durchmesser  geschnitten  wird;  14)  der  den  einen  von  zwei  gegebenen 
Kreisen  berührt,  durch  den  Halbierungspunkt  der  Centrale  geht  und  seinen 
Mittel])unkt  auf  der  Peripherie  des  andern  hat. 

läj  Auf  einem  kreisförmigen  Billard  steht  ein  Ball  in  einem  Punkte  J^.  Man 
soll  denselben  central  so  stoßen,  daß  er  nach  zweimaligem  Anprallen  nach  P 
zurückkehrt 


§  42.    Besondere  Arten  von  Konstruktionsaufgaben. 

1.  \'<'rxvandlungs-  und  Teilungsaufgaben. 

a)  flif  \'envandlungsaufgaben,  von  denen  die  einfachsten  und  wichtigsten 
bereits  in  j;  2<>  behandelt  sind.  verlang«'n  die  Konstruktion  einer  Pigur,  die 
mit  einer  gegebeneu  iigur  gleichen  riücheninhall  haben,  und  di«-  auüi'rdem 
eine  oder  mehrere  andre  Bedingungen  erfüllen  soll.  Man  kann  sie  also  als  Auf- 
gaben bezeichnen,  bei  denen  sich  unter  deti  zur  Konstruktion  <-iner  verlangten 
Figur  geijebenen  Bestimmun'jssfticken  der  l'lacheninhalt  befindet.  Dieser  Flächen- 
inhalt wird  durch  diejenige  i  igur  angegeben,  deren  \  erwandlung  verlangt  ist. 
Zur  Auflösung  können  verschiedene  Methoden  angewendet  werden;  sclbstvcrständ« 
lieh  stutzt  sie  sich  auf  die  Sätze  äber  den  Flächeninhalt  der  Figuren. 

I  läufig  wird  die  .\lltl()sun^  dadtirch  erleichtert,  daß  man  die  verlangte  Vcr- 
waiidlinig  Miccrslvi-  nisliihrt,  d.  h.  zii<t><»  i\\c  gc'^ch«'tie  l'iuur  in  eine  aiidri«  vcr- 
waudi-lt,  dir.  noch  niclit  alle  gtslelli<'ii  Bedingungen  erlülll,  diise  dann  in  eine 
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z\v«'it«>  1111(1  «Ii*-  zwt'it«'  in  «  in«'  dritte  u.  s.  w.  verwandelt,  indem  man  Sor^e  trägt, 
datt  fli«'  bcrcils  «Tfülhcn  Bcdinmui^cn  \v<'it«T  «>rfüllt  hlt'ih«'ii. 

Soll  Ix'ispit'lsweisr  ein  'ji'!:«'h»'ii('s  \'i<T»Tk  .  WCD  in  ein  pUMchsch'-nkliqcs 
Dreieck  mit  j^egebcuL-r  Gruntllini«'  v»*nvandt'lt  werden,  so  kann  man  es  zunaehst 
nach  ^  26  Nr.  2  in  ein  bi?liebiges  Dreieck  ABE^  dann  dieses  in  ein  andres 
AFCi  mit  der  gegebenen  Grundlinie  AG  und  zuletzt  AhXi  unt«'r  Heib<'haltung 
flirsrr  (Inindünie  in  ein  i^Iriclischeiikli^'es  Üreiet-k  .///('/  vrrwaiidflii.  indi'tn  ninn 
die  Spitze  JJ  als  Schnittpunkt  zweier  Örler,  nämlich  der  <lurch  jjehenden 
Parallelen  su  AG  und  der  Mittelsenkrechten  aui  AG  bestimmt. 

b)  Die  Teilungsaufgaben,  von  denen  ebenfalls  die  einfachsten  und  wich- 
tifisten  bereits  in  §  20  Nr.  ä  und  ß  behandelt  ihidt  fordern  die  Teilung  einer  Fignr  in 
zwei  oder  mrlirere  Teile,  di«*  entAveder  einander  «jletch  sind  oder  in  einem  ye- 
{jebenen  V  erhältnis  zueinander  stehen.  AuÜerdem  können  besondere  Bedingungen 
für  die  Lage  oder  Richtung  der  Teilungslinien  gestellt  sein.  In  allen  solchen 
Fällen  kann  man  jede  einzelne  der  gesuchten  Teilungslinien  als  eine  solche  Länie 
ansehen,  die  für  sirh  die  uc^ebene  Fi^ur  in  einem  bekannten  \'erhaltnis  teilen, 
also  von  ihr  ein  Stut  k  absc  hneiden  soll,  das  ein  bestininitcr  Teil  der  ganzen 
Figur  ist.  Eine  soldie  Linie  läUl  sich,  wenn  man  zunächst  die  sonstigen  Ht;- 
dingungen  der  Aufgabe  unbeachtet  läJltt  nach  den  Angaben  des  §  2G  Nr.  o  und  6 
konstruieren  und  man  hat  dann  noch  das  abgeschnittene  Stück  in  ein  andres  zu 
venvandeln,  so  daß  atuh  den  üftrigen  Bedint'untjen  {/enügt  wird.  Die  T<  ilitn|>s- 
auigaben  werden  also  auf  dies«?  Weise  auf  \  erwandlungsaufgaben  zurückgeführt. 
Zuweilen  läßt  sich  auch  der  umgekehrte  Weg  einschlagen,  dali  man  zuerst  die 
gegebene  Figur  in  eine  andre  verwandelt,  die  so  beschaffen  ist,  daB  ihre  Teilung 
durch  •  !ii  bekanntes  Verfahren  auch  den  verlangten  Teil  der  ursprünglichen 

Figur  liefert. 

Soll  z.  B.  ein  Viereck  AßCi)  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  werden  und  zwar 
durch  Gerade,  die  von  demselben  Eckpunkt  A  ausgehen,  so  hat  man  durch  jede 
der  Teilungslinien  ein  Drittel  des  Vierecks  abuaschneiden.  Zieht  man  die  Dia- 
gonale BD,  teilt  diese  in  drei  gleiche  Teile  BE,  EF,  FD  und  zieht  di«'  ge- 
brochenen LiTiien  AFC,  AF.C,  so  ist  durch  diese  das  Viert'ck  ABCD  in  drei 
gb'u  lie  1  ede  geleÜL  Mau  hat  dann  noch  jedes  der  Vierecke  AFCDt  AKCli 
txx  verwandeln,  so  daß  statt  Jener  gebrochenen  Linien  gerade  entstehen.  Zieht 
man  beispielsweise  AC  und  durch  F  und  /'  die  Parallelen  zu  AC,  die  DC 
in  X,  HC  in  y  schneiden,  so  sind  .7.V  und  AY  die  v^Tlangten  Teiluri'^sünien. 
Man  kann  aber  auch  nach  der  andern  Metliode  zuerst  ABCD  in  ein  JJreieck 
verwandeln,  dessen  Spitze  in  A  und  dessen  Grundlinie  in  einer  Seite  liegt, 
dann  dieses  Dreieck  durch  von  A  ausgehende  Linien  in  drei  gleiche  Teile 
teilen  u.  s.  w. 

In  der  Praxis  wendet  m.in  noeh  ein  andres  Verfahren  an,  das  eine  Kon- 
struktion nacli  vorheriger  Messung  isL  Hat  man  nämlich  den  Flächeninhalt  der 
zu  teilenden  Figur  durch  Messung  und  Rechnung  ermittelt,  so  ergibt  sich  daraus 
auch  der  Inhalt  des  durch  die  gesuchte  Teilungslinie  abzuschneidenden  Stückes. 

Kennt  man  durch  die  übrigen  Bedinjiniiyen  dessen  Gestalt  und  Lage  so  weit, 
dalJ  man  hiernach  mitttds  seines  Inliali^  die  Lat^e  \ftn  zur  Bestimmung  der 
Teilungslinie  dienenden  I'unkten  durch  Rechnung  ermitteln  kann,  so  läUt  sich 
durch  Abtragen  der  Längen  mittels  eines  Maßstabes  die  gesuchte  Gerade  mit 
hinreichen<ier  .Annäherung;  zeichnen.  —  Ist  beispielsweise  in  der  vorstehenden 
.\ufgabe  der  Teilun*;  eines  X'ierecks  in  drei  gleiche  Teile  DC ^  ^'."^  I  m,  CB  —  .'»,12  ///, 
AB  =  H,14  ///,  AD  —  2,."».")  ///,  AC  =  7,10  ///  sjeme'ssen,  so  kann  man  zunächst  den 
Inhalt  jedes  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  aus  seinen  drei  Seiten  berechnen. 
Man  findet  ^\ABC^  7,0258  m\  lSACD  8,7164  w*,  also  den  Inhalt  des  Vier- 
ecks ABCn  -  \  '*'Vllm'  und  mithin  den  des  riritten  Teils  dieses  X'ierecks 
gleich  0,2474  m^.    Das  durch  die  gesuchte  Linie  y^A' abzuschneidende  Drittel  ADX 
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wird  ein  Dn-irck,  dessrn  Ilölir  ijlrich  der  zur  Jlriindlinie  DC  f:«'h«iri<;('n  des 
Dr('i«"cks  AC/J,  uml  drssrn  flrundlinif  der  Abscimitt  l)X  ^  x  von  DC  ist.  J«mu' 
Hohe  ergibt  sich  auä  DC  —  8,34  und  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ADC  —  .s,71(i4 
zn  Swlfi-l  :  4,17  »  2»09  m\  also  ist  ^  •  2,09  =  5,2474,  woraus  x  =  5,02  m  folüL 
Tragt  man  also  mittels  eines  Maßstabes  von  DC  die  Strecke  DX  =  5,02  m  ah 
nnd  zieht  .'/.V,  so  hat  man  die  eine  der  «.'«'suchten  Teihinj,'sUnien  gefunden. 

'2.  K  f)  II  s  t  r  nk  t  i  one  n  von  Figuren  in  und  um  Fitjnrfn.  Ein*^  Ki^nr 
hcitit  einer  andern  eingeschrieben,  wenn  sämtliche  lukpunkte  aiil  dem  Umtang 
der  andern  liegen;  die  zweite  Figur  heißt  dann  der  ersten  umschrieben.  Ein 
Kreis  ist  einer  Figur  eingeschrieben,  wenn  er  die  BefirenznntisHnien  berührt. 

a)  Siill  (MTif  Fi^Hir  in  eine  ^e):,'ebene  I'iijiir  k()ii.-.triiii'rt  wiTil'-n.  sn  \<\  diin  li 
den  Umfanjj  der  zweitfn  ein  ( )rt  für  jeden  i-ckpunkt  der  ersten  fjeueben,  und 
es  sind  somit  diese  Kckpunkte  und  damit  die  gesuchte  ri},Mir  jicfunden,  sobahi 
fär  jeden  ein  zweiter  Ort  aus  den  Bedinffongen  der  Aufgabe  ermittelt  ist.  Soll 
bi-ispielsweisc  in  die  fienieinschaftliche  Fläche  von  zwei  gleichen  sich  schneidenden 
Kreisen  ein  Quadrat  beschrieben  werdtMi.  so  mnü  d(  S'>;cn  Miiii  Ijuinkt  di.  Cmtrale 

halbieren,  und  diese  muü  zwei  .leiten  des  Qua- 
drats parallel  sein.  Daraus  folgt,  daß  die  Dia- 
gonalen des  Quadrates  als  Gerade,  welche  die 
Ceiüralr  in  drren  1  lalbiemngspunkt  unter  Winkeln 
von  ir»  '  schneiden,  rlic  noch  fehlenden  Orter  für 
die  vier  lückpunkte  sind. 

Ist  dem  Kreissektor  AAfB  (Fig.  l.~)4)  ein 
Kreis  einzuschreiben,  so  muß  der  Mittelpunkt  X 
auf  der  Halbierungslinie  des  L'entriwinkels  liegen 
und  der  Halbiernnyspunkt  C  des  Rodens  wird  der 
Berührungspunkt  aul  dem  Kreisbogen  sein.  Legt 
man  In  C  die  gemeinsame  Tangente  der  beiden 
Kreise,  so  brsriimnl  diese  mit  d<  ii  Kailiin  MA,  MB 
ein  gleichschriiklifcs  IV  icek  MDE.  dess<'n  In- 
kreis  der  gesuchte   Ka  is   ist.     L.aUt   man  die 
erweiterte  .\ulfassung  zu,  daü  der  gesuchte  Kreis 
die  Radien  des  Sektors  in  ihrer  Verlängerung 
berühren  darf,  so  erhält  man  als  zweite  Lösung  den  .Ankreis  des  Dreiecks  .\fDE* 
Di<»  Methode   der   rihnlfclitni  Figuren   fülirt   häufig   zur  Auflösung  derartiger 
.\utgaben.    Ist  2.  B.  einein  Dreieck  ABC  (Hg.  ITiü)  ein  Quadrat  einzuschreiben, 

so  daß  zwei  £cken  auf  der  Grundlinie  AB 
and  die  beiden  andern  auf  den  Schenkeln 
des  Dreiecks  lie^icn,  so  kann  man  zunächst 
ein  Quadrat  konstrui<*ren,  von  di-m  eine  Kcke 
Q  in  AC  liegt,  während  die  andre  Ecke  /** 
nicht  auf  CB  fällt.  Dieses  Quadrat  ist  dem 
gesuchten  älnilicli  und  liegt  mit  ihm  |)crspek- 
tis  ;  d<'r  Ahidichkritspunkt  ist  A.  Die  \'er- 
bihdungsliiiie  von  ,/  mit  /"  lit'h-rl  also  in 
ihrem  Schnittpunkt  P  mit  Cli  eine  Lck»"  des 
gesuchten  Quadrats,  das  nunmehr  bestimmt  ist. 
Durfi'ii  die  Ecken  7'  und  Q  aucli  auf  den  Verla m:r rangen  der  Seiten  AC  und  CB 
über  C  oder  ül)er  A  und  />'  liinaiis  lifueii,  so  <Thäll  man  noch  zwei  Aullc»sn!i'^M'n. 

Diese  Aulgabe  lälil  öicb  duhiu  erweitern:  in  eine  gegelx-ne  Figur  eine 
andre  von  gegebener  Gestalt  einzuschreiben,  wenn  Ober  die  Lage  der  zweiten 
noch  g(*wisse  nähere  Bcstimmungc;n  getroffen  sind.  Ist  z.  B.  ein  F.ckpunkt  der 
<  iiizusc  lin  il)i  ud<  n  l  ii^ur  festgelegt,  SO  führt  die  folgende  Betrachtung  häufig  zu 
einer  Lösung  der  .Aufgabe. 


A  ^' 
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Durc-h  (Ii«'  I'-rkf  /J  des  Dri-icrks  .-i/iC  (Fi^;.  \  ~ii>)  zieht  man  eine  bclicbipt» 
Clfrafif  tin(i  konstruirrt  flr«*  fh-m  rrsteii  ähnlicht'n  iJrrieckc  Aii^L\  AB"C*\  80 
(lab  dir  cntsprccbcndoi)  tckrn  Jf  aul  dieser 
Geraden  liegen.  Wej^en  der  Gleichheil  der 
Winkel  der  I)reierke  ist.  wenn  man  C"  mit  C 
mid  C  v<Tbind«-t,  /ßAß''~ZCAC\  ZB'AB" 
-  Z  CAC"  und  da 


Aß 

.//." 


AC 


Äff 

AB" 


AC 

AC" 


C'AC'\ 
^IC'C'A. 


Fig.  IM. 

walirend   die   zweiten  ent- 
1  Heiden,  so  liejiren  auch  die 
Die  Eiwciterani;  des  Satzes  auf 

C 


Fi«.  »7. 


«->  isf  auch     /.'  ///'  ^  .    CAC, .    IV Air 
mitluu  Z  iiii'A  -  Z  CC'A,  /_  ß'  ß'A  - 
Da  aber  ^  ßffA-^Z.  ß"ß'A    IKtt«  ist,  so  sind 
auch  /,  CCA  und  Z  CC'A  Supplemente  und 

C,  C\  C"  lieijen  auf  einer  Geraden.  Man  hat 
also  den  Satz:  Ilaben  ähnlich«*  Dreiecke 
einen  enisprecijendeu  Eckpunkt  gemein, 

sprechenden  Eckpunkte  auf  einer  Geraden  Heiden,  so  liejjren  auch  die 

dritten  Kckpunkt«*  auf  einer  (l«'raden. 
älinbche  Vielecke,  die  ja  aus  älinlichen 
Dreiecken  zusammenijeseizt  werden  k<">nnen, 
ist  einleuchtend.  iMil  Hilfe  dieses  Satzes 
ergibt  sich  t.  B.  die  Lösuni;  der  Aufgabe: 
in  ein  Dreieck  AßC  (I  iu-  1  "»7)  ein  gleich» 
seiti^es  Dreieck  einzuschreiben,  von  dem 
eine  Ecke  P  auf  Aß  gej;eben  ist.  Kon- 
struiert man  swei  beliebige  {gleichseitige 
Dreiecke,  deren  eine  Ecke  in  P  liegt, 
während  zwei  andr«'  auf  AC  liefen,  so 
^^ibt  die  W-rbindunLi^linie  der  dritt«Mi  Eck- 
punkte M'  und  M  aul  Cß  die  Ecke  Af 
des  gesuchten  Dreiecks.  Die  Aufgabe  läßt  sich  sehr  verschiedenartig  abändern 
und  erweit«'ru. 

1))  Sr>ll  ciiw  I-ij;ur  um  eine  yeyebene  Fisjur  beschrieben,  oder  soll,  was  bei 
ßeradhnijien  1  iuureTi  dasselbe  ist,  eine  Fijjur  yezeichnet  werden,  deren  Seiten 
durch  pegebene  Punkte  gehen,  so  sind  diese  Seilen  durch  je  einen  zweiten  Punkt 
oder  durch  den  Winkel»  den  sie  mit  einer  bekannten  Geraden  bilden,  bestiramL 

Solche  Aufgaben  lassen  sich  dur«  !i  T  jnkohning  lösen.  Hätte  man  z.  B.  um 
ein  Dreieck  .A/K'  r\u  uir  ii  zu  beseht i  ilu  ii,  \on  dem 
eine  Ecke  mit  A  zusammentällt,  wahrend  die  nicht  an- 
stoßenden (^uadratsciten  durch  ß  und  C  gehen,  so  könnte 
man  zunächst  in  ein  beliebiges  Quadrat  nach  a)  ein 
dem  j;«*i.'el)enen  Dreieck  ähnliches  einschreiben  und  zu 
diesem  da«  ifeijehene  perspektiv  le;^'en:  dann  i^-l  d  ts 
gesuchte  C^uadrat  dem  angenommenen  perspektiv.  Kiirz«>r 
ist  die  direkte  Losung  nach  folgender  .\nalysis:  Sei  ADEF 
das  gesuchte  Quadrat  (Fig.  158)  und  errichtet  man  in  A 
auf  Aß  «lie  Senkrechte,  welche  die  \ «•rlaiiL.'ertc  (Jiiadral- 
seite  EP'  in  (i  schneidet,  so  ist  AI'G  ^  _  .ll)ß,  weil 
beide  auüi-r  in  dem  rechten  Winkel  in  .  //' -  AD  und 
in  /_  FAG  =*  Z  ßAD^  deren  Schenkel  senkrecht  aiif- 
einand<-r  sii-tien,  ul>ereinstiromen.  Mithin  ist  Ali  AH.  Danach  ist  die  Kon- 
struktion leiciit.  Erweitert  man  die  Auli^vibe,  wie  alli"  AiifLiabeii  dieser  (ini|>pe 
dahin,  daU  mau  die  gesuchte  Eigur  nicht  nur  als  im  engern  Sinne  umscliiiebeit 


;i(is 


Flauiuieuic. 
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Fig.  i:.'.». 


vrrlaiiijl,  soiuU'm  tlii'  rordtTung  Stellt,  dali  ihre  SrittMi  auch  in  ihrer  \'<  rI,in!jrrmiL4 
durch  gegebene  Punkte   liehen,   so   habi  n    dicsr  Aufj:aben  eine  ijröLli  r.-  Anzahl 

von  Lösungen.  Errichlel  muu  z.  B.  in  der  ubi^en  Aui<;abc 
die  Senkrechte  AG  =  AB  in  entge^engesetstem  Sinne  wie 
vorher  (Fig.  159),  so  erhält  man  das  Quadrat  AI^EF*^ 
dessen  Sein>n  D' E'  und  E'F*  in  ihrer  V'erlängerung 
durch  //  und  C  i:<"hen. 

Ebenso  könnte  man  entweder  durch  tinkehrutig 
oder  auf  direktem  Wege  die  Aufgaben  lösen:  Ein  Qua- 
drat zu  konstruieren,  dessen  Seiten  durch  vier  Punkte 
einer  Geraden  oder  durch  vier  beliebige  Punkte  gehen 
soüen. 

3.  Das  AruLLONische  Berührungsproblera  der 
Planimetrie  ist  die  Aufgabe,  einen  Kreis  «u  konstruieren, 
der  drei  fie^ebene  Kreise  berührt.  Indem  man  dabei 
den  l'unkt  als  die  Grenze  eines  Kreises,  dessen  Radius  j,dejrli  N'iiII  imd  die 
Gerade  als  die  Grenze  eines  Kreises,  dessen  Radius  unendlich  grob  wird,  mit 
heranziehe  also  gestattet,  statt  eines  oder  mehrerer  der  gegebenen  Kreise  einen 
Punkt,  durch  den  der  gesuchte  Kreis  gehen,  oder  eine  Gerade,  die  er  berfihren 
soll,  zu  setzen,  erhält  man  zehn  verschiedene  Aufgaben. 

Situl  drei  Punkte  oder  drei  Gerade  gegeben,  so  ist  di«'  Anf"abe  schon  ge- 
löst durch  den  Umkreis  oder  die  Berührungskreise  des  Dreiecks,  das  durch  die 

drei  Punkte  oder  die  drei  Geraden 
bestimmt  ist. 

Die  .\u(g.'il)«' .  i'inrn  Kreis  zu 
kdiislruicren,  der  durcli  zwei  Punkte 
A,  Ii  geht  und  die  Gerade  g  be- 
rührt (Fig.  160),  kann  gelöst  werden 
nach  folgender  Analysis:  Der  ge- 
siu  hte  Kreis  um  .1/  berühre  g  in  C', 
dann  moU,  wenn  AB  die  Gerade  g 
in  P  schneidet  nach  §  29  Nr.  1, 
PA'PB^  PC*,  also  PC  die  mitt- 
lere Proportifiririlr  zu  PA  und  /*ß  sein,  die  sich  iiach  H)  in  5;  'M)  konstruieren  liiÜt. 
j\f  ist  dann  bestimmt  als  Schnittpunkt  di-r  Milti  U<  nkrf  rhten  von  . //^  mit  der 
in  C  errichteten  Senkrechten.  Die  Aufgabe  ist  nur  losbar,  wenn  J*  aulierhalb 
des  Kreises  fällt,  also  A  und  B  auf  derselben  Seite  von  g  liegen.    Da  man  I'C 

nach  entgegengesetzten  Richtungen 
Ulf  auftragen  kann,  eibt  es  zwei 
Kreise  mit  den  Mittelpunkten  A/^ 
und  Af^. 

Die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu 
konstruieren,  der  dur«  h  einen  Punkt  A 
geht  und  zwei  si(-h  in  .S"  schneidende 
Gerade  g^,  g^  (Fig.  iGlj  berührt, 
läßt  sich  auf  die  vorige  zurückführen. 
Der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Krei- 
ses liegt  auf  der  \Viiikelhan»ierenden 
des  Winkelranms  der  l>ei<ien  (je- 
raden,  der  A  enthält.  Dann  luuÜ 
A  s>'rometrisch  in  Bezug  auf  die  Winkel- 
Die  Aufgabe  läßt  sich  auch  direkt  nach  der 
Melhodr  (Irr  aluiliclien  l'i<;iiren  losi-u.  Konstruiert  man  zunächst  einen  beliebigen 
Kreis,  der  ^,  und       berührt,  so  muü  der  gesuchte  zu  diesem  perspektiv  liegen 


Fig.  160. 


Fig.  161. 


dieser  Kreis  auch  durch  den  zu 

halltiereiide  liegenden  Punkt  yehen, 
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in  Bf'iüit^  auf  den  Ähnlichkeitspnnkt  S»  Der  Ähnlicbkeitsstrabl  SA  bestimmt  not 
dem  Hilfskrets  znrei  Punkte;  sieht  man  su  den  beiden  Radien,  deren  Endpunkte 
diese  beiden  Punkte  sind.  I'ir.illi  h  u  '  ir  Ii  f,  so  schneiden  diese  die  Winkel- 
halbierende in  den  Mittelpunkn  n  .1/,  uinl  J/,  der  eesiuhten  Krei«*e. 

Ist  ein  Kreis  zu  konstruieren,  der  durch  zwei  Punkte  .7,  B  geiit  uihI  einen 
(.M'^ebenen  Kreis  mit  dem  Mittelpmikt  A'  berührt»  so  möge  der  Berührungspunkt  C 
sein  (Fig.  102).  L<>gt  man  durch  C  die  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Kreise» 
so  wird  diese  dun'h  .//>'  in  /'  geschnitt<M). 
Zieht  man  durch  P  eine  .Sekant<'  des  Kreises  A', 
die  diesen  iu  Q  imd  /i  scluieidel,  so  ist  nach 
§  20  Nr.  1 

PC*  =  PA*  PB 

und  ebenso 

PC^-  -  PQ  '  PR  , 

mithin 

PA'PB^  PQ'  PR  : 


Fig.  1C2. 


die  vier  l'uukte  .4,  B,  Q,  K  liegen  also  auf 
einem  Kreise.    Konstruiert  man  einen  be- 
liebigen Kreis,  (l.  r  durch  A  und  B  geht  und 
A'  in  Q  und  K  srlm*  idcr.  so  ergibt  sicli  P  und  die  beiden  Tangenten  von  P 
an  A'  lieleni  zwei  l'unkl«*  C. 

Soll  ein  Kreis  konstruiert  werden,  der  durch  A  geht,  die  Gerade  j(  und  den 
Kreis  K  berfihrt,  so  nehme  man  an,  der  Kreis  M  gehe  durch  A^  berühre  g  in  B 
lind  A*  außen  in  C  (P'ig.  163),    Zieht  man  den  zu  g  senkrechten  Durchmesser  PQ 
\on  A'.  der      in  R  <:rl»neidet,  so  ist  C 
innerer  Ahnhchkeitspunkt  von  A  und  M\ 
es  mufi  also  die  Verlängerung  von  BC 
durdi    P  gehen.     Verl)in(h't   man  C 
mit  {) ,        sind  die  W'iiik«  !  /'("(' 
BkQ  Keciite,  niittnu  ßCQJi  ein  Kreis- 
\iereck:  folglich  ist 

PB  '  PC     ro  .  /'^ 

Zieht  man  P,4,  so  schneidet  diese 
Gerade  den  Kreis  M  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  S  und  es  ist 


PA .  PS 
folglieh  auch 

/'.  /  .  PS 


PB . 


/'{)  • 


S  liegt  also  aul  dem  durch  Q,  A'  besliramleri  Kreise.  iJamit  ist  die  Aufgabtr 
auf  die  zurückgeführt,  einen  Kreis  durch  A  und  .V  zu  legen,  der  .j,'^  berührt.  In 
gleicher  Weise  kann  der  Fall  behandelt  werden,  datt  der  gesuchte  Kreis  den 
Kreis  A'  innen  berührt.    Es  gibt  also  höchstens  vier  Kreise. 

Hat  mati  •'in«>n  Kr<'is  zu  konstruieren,  d'-r  dnrcli  einen  Punkt  geht  und  zwei 
Kreiüe  berührt,  so  möge  tler  Kreiü  AI  der  gesuchte;  sein,  der  dur<"h  A  geht  und 
die  Kreise  A\,  Aj  beide  von  außen  in  ^j,  Bg  berührt  (Fig.  liiA).  A\Af  muß 
flurch  Bft  A^^/ durch  Ä  gehen;  sieht  man  B^B^t  so  muLi  diese  (Icrade 
in  D  schneiden.  Verbindet  man  /)  mit  A'.,,  so  ist  /_  A'JiJ.)  gleichschenklig, 
also  /  A'.B.D  .  A',/)B,:  da  aber  auch  .  .l//>,/)'.  gleichschenklig  ist.  so  ist 
jLMBJ^  ^MBJh,  KJU)  und  MBJiy  sind  aber  Scheitelwinkel,  mithin  ist 
ZKJ^B,  ^  ZMByli^  und  K^D  ist  parallel  A',^,.  Damit  ist  bewiesen,  daß 
B^B^  die  Centrale  A'jAj  in  dem  äußern  Ähnlichkeitspunkt  .V  der  beiden  Kreise 
SeauMllllliCWlt  lUiidlnKh  der  Matheauitik,  8.  Aufl.,  Bd.  L  24 
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schneidet.  Dann  sind  aber,  wenn  dir  Centrale  A',  in  Cj ,  in  C\  und  jR 
schneidet,  C,^  und  D/'  als  entsprechende  S«'hnen  der  perspektiv  liegenden 
Kreise  parallel  und  dain  r  /  />£S  =  Z.  ^\C\S;  es  ist  aber  C\EDß^  ein  Kreis- 
viereck, also  Z  DES  ^  z.  CjÄ./?  und  mithin  /  i9jC,.V  Z  C/i,Z>.  also  ist  auch 
BiCiC^B*  ein  Kieisviereck  und 


Fig.  UM. 


Schneidet  nun  SA  den  Kreis  M  nochmals  in  /*,  so  ist  auch 
und  daher 

SA  .  SP^  SCt  .  5C  . 

/'  liegt  also  aiif  dem  durch  A,  C, ,  bestimmten  Kreise  und  die  .Aufgabe 
ist  darauf  suruckgefflhrtt  einen  Kreis  zu  konstruieren,  der  durch  A  und  P  geht 
und  einen  Kreis,  Ä'j  oder  Ä'^  berührt.  Diese  .\ufgabe  kann  bis  zu  vier  Lösungen 
hnbcn,  dn  M  die  Kreise  A^,  entn'eder  gleichartig  oder  ungleichartig  be- 
rühren kann. 

Die  drei  Beruhrungsaufgabin,  bei  denen  kein  Punkt  gegeben  ist,  sondern 
entweder  zwei  Gerade  und  ein  Kreis  oder  eine  Gerade  und  zwei  Kreise  oder 

drei  Kreise  lassen  sich  auf  die  vorigen  zurückführen,  wenn  man  sich  zu  dem 
gesuchten  Kreis  «'infn  konzentrischen  denkt,  der  durch  den  Mittelpunkt  eines 
der  gegebenen  Kreise  geht.  Dieser  berührt  eine  Gerade,  die  parallel  der  ge- 
gebenen im  Abstand  des  Radius  eines  der  gegebenen  Kreise  gezogen  wird  und 
einen  HUfskreis  um  den  Mittelpunkt  eines  der  gegebenen  Kreise  mit  einem 
Radius  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Kadini  \nn  zweien  dieser  Kreise. 
Damit  wird  die  Aufgabe  auf  eine  solche  /ut mkg«'tuhrt,  l>ei  der  staü  eines 
Kreises  ein  Punkt  gegeben  ist;  also  die  zuletzt  angeführten  drei  .\utgaben  auf 
die,  bei  denen  gegeben  sind:  zwei  Gerade  nnd  ein  Punkt,  oder  eine  Gerade, 
♦•in  Kreis  und  ein  Punkt,  oder  zwei  Kr»  i>.  und  ein  Punkt.  Diese  drei  Aufgaben 
köiuu;n  daher  bis  zu  ;u  ht  Aull '»einigen  hal>eii.  l-",ine  rdlui  iueine  Auflösung  des 
Problems  wird  mit  weitem  HiUsmilieln  in  §  öd  Nr.  4  gegeben. 
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SirbcnU'r  Absi  liiiili. 

Die  merkwürdigen  Punkte,  Geraden  und  Kreise  des  Dreiecks. 

§  43.    Beziehunifen  des  Dreiecks  zum  Umkreis,  zum  Inkreis 

und  zu  den  Ankreisen. 

1,  Im  Dreii'ck  AliC  (Fip.  10'»)  mÖK<'n  dit-  Seiten  und  Winkel  in  der  üblichen 
srhomatischen  \\'t  isr  l>rz»  i<  hTi*  t  sein.  Es  kann  dabei  </  >  /y  vorausposetzt  werden. 
Ks  sei  ferner  die  ll<»he  auf  der  Seite  c  :  CC"  ^  A.  Man  beschreibt  den  Umkreis 
de«  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  A/  und  zieht  den  zu  AB  senkrechten  Durch- 
messer, der  AB  in       und  die  zu  AB  frehörigen  Bo};en  in  C|  nnd  halbiert 


r 


|e(le  Seite  des  Dreieeks  i><f  Sehne  fies  Kreises  und  der  t'e'jcnulyerlie.jejidr  Winkel  isl 
ein  zu  der  Sehne  gehöriger  l*eri|)henewmkel.  Würde  mau  zwei  Lckpunkle  B  und  C 
mit  M verbinden,  so  wäre  Z  ßMC  =  2a  und  die  Mittelsenkrechte  von  BC  würde 
/iJil/C halbieren;  also  ist  ^  J/Ci?:=  nO«-a,  folglich  ZMCC^  90»-/? -(90»  -a) 
«=«  y?.  Da  aiu  h  /  ACC"  90"-  «  ist,  so  hat  man  r!< n  Sat/.:  Die  Hohe 
und  fler  Radius  tl>  <  T'mkreises  nach  der  Spit/e  bilden  mit  den  an- 
sto  Li  enden  Dreieeksse  ilen  gleiche  Winkel  und  diT  Winkel,  den  sie 
miteinander  bilden,  ist  gleich  der  Differenz  der  Winkel  an  der 
Grundlinie.  Verbindet  man  C  mit  C, ,  so  ist  CC\  die  Halbierungslinie  von  ;■. 
weil  auf  den  gleichen  Bogen  AC^  und  C^ß  gleiche  Peripheriewinkel,  jeder 
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gleich         stehen.    Dann  wird  auch  /.MCC*  durch  CC,  halbiert  und  es  ist 

Z  CCC,  -  /_  A/CCi  -  Ua  —  ß).  Dir  halbe  Differenz  von  anndß  mdge  mit  d 
bezeichnet  werden.     Dann  ist  aiuh  ,^  JfC^C  —  d. 

Auf  CCi  liegt  der  Mittelpunkt  O  des  Inkreises,  den  man  erhalt,  wenn  man 
noch  a  durch  halbiert  Verbindet  man  A  mit  C|«  so  ist  /^C^AB^  \  y, 
also  Z  Ci^fOss .]  o  4. 1  ^;  CS  ist  aber  auch  der  Außenwinkel  des  Dreirc  ks  AOC^ 
Z^^Oq  -  \n-f\y,  folglich  /  T, //Ö  -  Z  ^•^ÖC, :  also  ist  fOr,  Jeirh- 
srhenkli'u  iiiid  .'1C\  ^  0C\.  Man  erhält  al'^n  dfn  Mittelpunkt  6^  d«'s  liikrcist's 
ohn«'  norh  den  Winkel  a  halbieren  zu  müssen,  rndein  man  AC\  von  C,  aus,  aut  CC\ 
aalträgt  Es  ist  dann  die  von  O  auf  Aß  gefällte  Senkrechte  0(y  »  der  Radius 
des  Inkreises.  Fällt  man  auch  von  0  auf  die  beiden  andern  Dreiecksseiten  Senk- 
rrchtr,  so  müssen  hfidc  »■liciifalls  '^'lri(  h  o  sein  und  man  kann  um  O  dfii  In- 
kreis beschreiben,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Fulipunkten  der  drei  Senk- 
rechten berührt. 

Auf  der  Verlängening  von  CC^  liegt  auch  der  Mittelpunkt      des  znr  Seite  ^ 

gehörigen  Ankreises  des  DreieckSt  den  man  erhalten  n'ürde,  nenn  man  auf  AO 
in  A  die  Senkrechte  errichtete,  dir  den  Außenwinkel  bei  A  halbieren  muß. 
Dann  ist  aber  ^  OAO,  bei  A  rechtwinklig  aod  da  AC\  =  0L\  ist,  so  ist  (*,  der 
Mittelpunkt  des  über  00,  beschriebenen  Halbkreises,  midiin  anch  0(^C\  ~  AL\ . 
Man  erhält  also  auch  O,,  wenn  man  AC^  auf  der' Verlängerung  von  C*C,  auf- 
tiägt.  Der  Halbienmgspunkt  C\  des  Bogens  Aß  des  Umkreises  halbiert  dem- 
nach 00,  .  Die  von  0,  auf  AB  gefällte  Senkrechte  O.  Ol  o,-  ist  der  Radius 
de»  Ankreises»  der  die  Seite  AB  in  6^  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern 
Seiten  in  den  FuOpunkten  der  von  Oe  auf  diese  gefällten  Senkrechten  berührt 

Da  C,  der  Mittelpunkt  von  00,  ist,  so  ist  (XQ  =  C^CKi  «nd  Cr  liegen 
a!s(i  symmiMrisch  zu  C„.  Nach  {5  2S  Nr.  A  ist  AO'  -  s  —  </,  wenn  s  \  (n  b  r', 
dann    luit    man    C^i\,      ('„(y      \r —  '  i  (>/ —  A).  fk'zeichn«*t 

man  diese  halbe  I^irterenz  »irr  au  A  und  /»  anliegrnden  Seiten  mit  (/,  so  ist 
(7Q  Q(K  =  Femer  ist,  wenn  man  durch  O  die  Parallele  zu  AB  zieht, 
die  C,C  i»  O"  schneidet  C'iCo  =  i(öf  —  durch  ^  beaeichnet  werden 

mdge  und  i\0"     'I  '  Q  -    \  ioc-r  Q)- 

Ist  der  Winkel  y  spitz  wie  in  Figur  1  (».'>,  su  ist  <  /•  und  ,1/  fällt  innerhalb 
des  Dreiecks;  ist  y  90",  so  ist  AB  der  zu  C\t\  senkrechte  Durchmesser  des 
Kreises,  also  f^r;  ist  y  stumpf,  so  ist  ^ >  r  und  Af  liegt  außerhalb  des 
Dreiecks. 

2.  I)i<*  iti  Nr.  1  '  utwic  k«!llen  Bezieliuncren  i»eben  «'ine  be(iu(Mne  I,(>vim)o 
zahlreicher  Ivonstruktionsaulgabea  eines  Dreiecks  aus  drei  Bestimraungssiucken. 
Ist  der  Radius  r  des  Umkreises  und  9  =  iiQ.  —  Q)  gegeben,  so  ist  dadurch  die 
Seite  r  und  der  Winkel  y  bestimmt  Es  bedarf  also  noch  der  Angabe  eines 
unabhängigen  Stückes,  um  die  Spitze  C  ties  Dreiecks  zu  finden,  das  unter  der 
nicht  beschränkenden  Voraussetzung  </  A  i-indeiifii;'  hr^tinimf  i^f.  So  lassm 
sich  die  Aufgaben  lösen:  Kin  Dreieck  zu  konstruieren  aus  dem  Kadius  r  des 
Umkreises  und  y  -  !.  (o,  —  g),  wenn  auAerdem  gegeben  ist: 

1)  Kine  Seile  <i  oder  b:  '2)  ein  Winkel  «  oder  f{:  'S)  die  Höhe  //  auf  der 
Seile  1)  ein  HiVhenabschnitt  AC  od<  r  /'("  <!.  r  Seite  .'o  A  j,  (<<  01: 
{]),/—  \{a~b):  1)  AO'  -  ]  {/>  I  <■  -  a)  oder  Bc>'  i  (.7  — <■  -  />):  s>oodern^. 
welche  Aufgabe  identisch  isl  mit  der,  bei  der  auüer  /•  noch  q  und      bekannt  sind. 

Statt  ^  kann  auch  y  gegeben  sein,  denn  man  kann  entweder  diesen  Winkel 
an  einen  Durchmesser  C\C'.,  des  Umkreises  in  .1/  autragen  oder  das  recht- 
winklige Dreiri  k  C\AC.,  nut  dem  Winkel  AC^C\  ••  J  y  konstniieren,  womit  in 
beiden  Fällen  y  bestimmt  ist. 

Ist  aulter  dem  Umkreis  des  Dreiecks  die  Seite  r  gegeben,  so  ist  das  Dreieck 
im  allgemeinen  zweideutig  bestimmt,  weil  jeder  der  beiden  Ab.schnitte  des  auf  AB, 
das  man  als  Sehne  in  den  Umkreis  eintragen  kann,  senkrechten  Durchmessers 
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als  (las  zML;'  ti<"'ri};e  //  zu  betrachten  ist,  also  y  spitz  oder  stumpf  wird.  Srlhst- 
MTständlich  inuü  c  <^'lr  sein,  bei  c  '1  r  würde  man  riii  n«  htwitikli'.'fs  Dreieck 
erhaltt'U.  Üie  Aulj-aben,  bei  detu  u  außer  r  und  <  noch  eins  dv-x  vorigen  Be- 
stimmuDgsstOcke  geg^eben  sind,  lassen  sich  auf  die  obigen  siuückführen,  bedürfen 
aber  einer  Determination. 

T)nTrh  r  un<i  <">  ist  das  rerhtw  inküi^p  Dn'ieclc  L\Ci\  hestimmt,  mithin  auch 
dessen  iiohe  CC".  Ist  dann  noch  ii  ^jej^eben  und  maciit  man  CC^  fu  so  ist 
das  Dreieck  gefunden.  Kennt  man  aulier  r  und  b  noch  d  und  tragt  dies  von 
C*  aus  auf  (fc*  auf,  so  gibt  die  Parallele  zu  C|C  durch  den  Endpunkt  auf  CC, 
als  Schnittpunkt  O.  Hin  Kreisi>o^en  um  Cy  nut  dem  Radius  CyO  gibt  dann  die 
Schnittpunkte  ,/  untl  B  mit  dfni  L'mkreis, 

Sind  c  und  q  gegeben,  su  kann  mau  da^  rcchiwinklige  Dreieck  AC^C^  auti 
den  Katheten  \c  und  q  und  dann  das  rechtwinklige  Dreieck  C^AL\  konstrtderen, 
dessen  Hypotenuse  ist.    Dardt  ein  drittes  Bestimraungsstitck  wie 

ht  </,  //,  o  ofirr  o,  wird  tiaim  die  Aufgabe  auf  die  früli«>rn,  wo  /•  j^egeben  war, 
zurricki:t  (iilirt.  Das  rc«  htwinklige  i>reieck  ACf^Cy  ist  auch  bestimmt  durch  (  und  y» 
sowie  durch  q  und 

Durch  //  und  d  ist  das  rechtwinklige  Dreieck  O&'Cy  bestimmt.  Ist  dann 
durch  ein  drittes  Stück  ein  geometrischer  ( )rt  für  .  /  herzustellen,  so  ist  .7  als 
Schnittijuiikt  dieses  ( )rtfs  und  (h's  um  C\  mit  0(\  beschriefiencn  Krei^hnjens 
i:<'lun(ieii.  Damit  hat  n»an  wieder  rins  fffhtwinkhue  I)reierk  .K'„C',  uiui  <l<  r 
L'mkreis  lielert  die  Spitze  C".  So  kann  man  das  Dreieck  konstruieren,  wenn 
außer  //  und  h  noch  gegeben  ist:  q  oder  q  oder  c. 

Das  Dreiec  k  .IffC  kann  auf  dieselbe  Art  mittels  des  rechtwinkligen  Drei- 
vrkK  nn"i\  fiiiulfMi  werden,  wenn  q  und  q  oder,  was  dasselbe  ist,  q  und  g^., 
auUerdein  d  oder  //  ;;e^rlicii  ist. 

Ü.  Die  \  erlängerujig  von  0"0  schneidet  CC  in  Q  und  die  Parallele 
durch  Oe  zu  Aß  schneidet  die  Verlängerungen  von  CC*  und  C^Q  in  und  (yj. 
Fällt  man  von  O  und  die  Senkrechten  auf  eine  der  Seiten  AC  oder  Cß,  so 
sind  die  rechtwinklii;eii  Dreir-rke  mit  dem  Winkel  ),  y  und  den  gegenüberliegenden 
Katheten  <>  und       dem  Dreieck  AC^C\  ähnlich.    Mithin  hat  man: 

CO       n  CO,  o. 

.R-,       q  '         ACy  q 

oder  da  ./C,  -  OCy  ^  0A\  '^t: 

CO  ^  o  CO,  o, 

OC,      q  '  0X\    '  q  * 

Nun  ist  auch  l^CQO  ^      C^O"0  und  /  CQ,0,-^  .    C^C'Ot,  daher 

QO       CO      o  QO,       CO,  n, 

o"o    öc^  ~  q  '     o'jo^  '  o,q    7  ' 

wofür  man  wegen  0"0  ~  0'C^^,  0''0,   =  0'X\,  schreiben  kann: 

QO  _  Q        Q.  O^  _  o, 

q  '       OXo      </  ' 

Daraus  folgt,  daü  S .  QOO' ^      (^'QC,  und  .    (J^OJK  ^  ^'Ho<^i 
daU         O'r  (2  wie  C'j,  Ol,        auf  einer  Geraden  liegen.    Daraus  ergibt  sich 
weiter:  ^-^.^ 

o"c,  ~  r„r,  • 

Es  ist  .    C\,CC"      ly  und  daher      CT  "< ^  .    ( C^'  Ü,  woraus  folgt: 
c,c^_cc"     QiT     eye,        C.C"  _ä  CC"^"^' 
öb"  ■  l\a'    ax\     C^C,  '        ä   "  q*       -        q  ' 
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Der  letzte*  Ausdruck  läÜt  sich  konstrnicrPM,  wenn  man  in  O'  die  Spnkrechlf 
aal  C7Cj  frrichlet;  der  Abschuitt,  den  die  Senkrechte  auf  C\C^  bildet,  von  t'g  an 
gerechnet,  ist  dann  ä*\q*    Nan  ist  C^C"=^2r  —  y      /r,  also  eriiält  man: 

d-  d* 

'1  f  '/ 

Aus  der  Ahiiliclikcit   drr  I;ii-u:i:ke   CQO  un(i   C^O"0  l<jlj;t  iluch: 
CQ       CO         h  —  o      o         h  —  ß      q  -X-  Q 

(y'c\    ~öc,'     '/    Q    y '     ~y  ^  ' 

die  letxte  Proportion  läßt  sich  veniandeln  in 

A-'2q  g 
9  9 

woraus  sich  eigibt 

^  '/ 

Hieraus  ersieiit  man,  daU  //,  o,  q  oder  was  dasselbe  int  ß,  niclil 
unabhängige  Bestimmungsstückc  dcj»  Dreiecks  sind. 

Der  Eckpunkt  C  ist  der  Ahnlichkcitspunkt  {%  36  Nr.  2)  des  Inkreises  und 
des  Ankreises  der  Seite  <*.  Bestimmt  man  daher  zu  den  Diametralpunkt  des 
Inkreis«»*;,  «so  muß  dieser  auf  dem  Ähidichkeitsitrahl  C0[  liegen;  ebenso  muli  dir 
\'<'rlängerung  \on  CO'  durch  den  Diametralpunkt  von  O'c  des  Ankreises  gehen. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C^AC,  findet  man: 

oder  da  ACy      OCy  -  O^C^ 

:»)  0C\     0,  C\  ~-  2/  '/  . 

Durch  Multiplikation  mit  den  Gleichungen  1)  erhäh  man 

CO  'OCy^  'lrg,       CO,  •  O^Cy  =  2 r . 

Nun  ist  CO'  OCy  der  absolute  Wert  der  Potenz  von  O  und  CO,  •  0,Cy  die 
!V>ten7  \<>n  O  in  Bezug  auf  den  Umkreis  des  Dreiecks  (i;  LM)  Nr.  1);  sind  also 
die  Kntlernungen  dieser  Punkte  von  M:0A/  -  f,  0,J/     c  ,  »o  ist 

^*  —  r*  =  —  2 r e  ,  —  r'  —  2ror 

und  daraus  tolgt 

Aus  tl.  r  Fonni  1  ffir  e  erkennt  man,  daß  im  allgemeinen  r>  2g  sein  muß; 
beim  gleicliseitigen  Dreieck  ist  /■      '1  o  und  ^  ^  0. 

Der  Kreisbogen,  der  um  C'j  mit  C^A  beschrieben  wird  und  der  durch  O 
und  B  geht  (Fig.  Ififi),  schneidet  auf  CB  die  Strecke  CD AC  b  ab,  so  datt 
/)/;  a  —  /'  2  d  ist.  Fällt  man  auf  die  Sehne  Dß  dieses  Kreisbogens  di«'  Senk- 
re«hte  C",/;,  so  ist  DE  FM  \{a  —  b\  d  CK  ti  —  d  -  - /> d  -  />). 
Da  C^EJ)  ^  C,  0"0  (Kig.  Iü5  S.  371)  scm  muß,  so  ist  Z  DC^E  -  Ol\0"  Ö 
und  C^M-'  C^Of*  ^  q  ;  o  Ks  ist  aber  /  C£C|  ex>  A/iCpCi ,  also  wenn  man 
\\a-\-h)^m  einfährt: 

CE       EC  m      ^  -\-  Q 


und  daher 
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\'orlän'4ert  man  AC  um  (  '/■>'  bis  /,  s(t  tiaU  . //•  ii  -'  wird,  so  ist  in  dem 
glei(  lisrlunivlipen  Dreieck  />C/'  der  Basiswinkel  CJ'B  —  lyi  da  nun  ^AC\B  =  y, 
/^I.-^CjCq  —  I  y  ist,  so  liegt  /'  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Radios  C^A  um  den  Mittel- 
punkt L\  und  die  von  C,  auf  die  Sehne  AF 
dieses  Kreises  gefällte  Senkrechte  C^G  hal- 
biert diese  Sehne,  mithin  ist  AG  —  \{a-^b) 

s=m,  CG     l{a  In  dem  lechtwtnk-  /  \ 

ligen  Dreieck        ist  Z  GAC^  =-=  Z  C'C,    -  d  / 
und  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CGCg  /  \ 


T 
A 


ist 


CC\G 


7- 


Durch  diese  beiden  Konstruktionen  er- 
hält man  rechtwinklige  Dreiecke,  die  m 
und  </  und  die  Winkel  4  y  "nd  d  enthalten. 

4.  Die  Rr/.it'lumt,'(>ii  in  Nr.  H  'j^ehen 
wieder  die  Möglichkeit,  Knnstniktionsaulgaben 
zu  lösen.  Aus  der  grolien  Zahl  solcher  Auf- 
gaben sollen  nur  einige  ala  Beispiele  heraus- 
gegriffen  und  deren  Lösungen  angedeutet  . 

werden. 

Durch  //  und  d  ist  das  l)reieck  0'Cf,C^ 
(Fig.  105)  bestimmt;  ist  dann  noch  q  ge- 
geben, so  erhalt  man  den  Punkt  Q  der  Höhe, 
womit  die  Spitxe  ('  fjefunden  werden  katm. 

Ist  auüer  </  und  </  noch  //  ge^f']>i>n,  80 
konstruiere  man  d-  :  q  und  erhält  dann 

2r=-^-{  yh    ,  Flfri» 

'/ 

womit  die  Aufgabe  auf  eine  in  Nr.  1  f)ehandeite  z.ucüi-kgctührt  ist. 
Kennt  man  umgekehrt  /•,  </,  //,  so  kann  man  aus 


\ 


 » 

/yr- 

\               *  \ 

\               \  ) 

N.   71  * 

h 

r  -f — ^ 

w 

•       '      '  1 

-  -  2r 


9 


q  und  d-  :  q  bestimmen.  Man  tragt  aui  einem  Durchmesser  C,  C'g  des  gegebeneu 
Umkreises  von  C  ans  A  ab,  schlägt  über  der  Strecke  2  r  — >  A  den  Halbkreis, 
zieht  in  der  Kiitfrrniing  //  eine  Tarallele  zu  C\C\,  die  den  Halbkreis  in  zwei 
Punkten  schneid«  !.  l)ir  Senkrechten  von  den  .Schnittpunkten  auf  den  Durch- 
messer des  Halbkreises  teilen  diesen  in  q  and  d-  :  q.  Da  man  beide  vertauschen 
darf,  so  ist  die  Aufgabe  zweideutig. 

Um  das  Dreieck  aus  A,  6  zu  konstruieren,  kann  man  C*C  =  h  senkrecht 
zu  einer  beliebigen  Geraden  errichten  und  C'Q  -—  o  auf  der  Senkrechten  auf- 
tragen. Dann  ist  durch  (^Q  -  //  —  o  und  :  QCO  ü  das  rpchtwinklige  Drei- 
eck CQO  bestimmt  und  damit  00'.    Der  .Schnittpunkt  von  CO  und  QO'  gibt  C|. 

Ist  ^,  //,  d  gegeben,  80  ist  durch  q  und  d  das  Dreieck  00'C^i  und  auf  der 
Verlängerung  von  der  Punkt  O^^  bestimmt    Trägt  man  auf  (/O  vott  O 

aus  //  ab,  zieht  durch  den  Endj)unkt  von  //  die  Parallele  zu  0^C^^  und  durch  0^ 
die  Parallele  zu  OCf^,  so  ist  dt-r  Schnittpunkt  der  Parallelen  die  Spitze  C  und  CO 
schneidet  die  Senkrechte  in  C  j,  /.u  0'0[  in  C, . 

Sind  von  einem  Dreieck  r  imd  q  gegeben,  so  kann  man  (  —  \r  '  f  Q 
als  mittlere  Proportionale  zu  r  und  r  —  2  g  konstruieren:  damit  erhält  man 
für  O  als  geometrischen  Ort  den  mit  e  um  O  beschriebenen  Kreis.  Gibt  ein 
dritte^  Hi  stimmtin<r<:>til(  k  l  iin-n  zwj'iten  Ort  für  O,  so  ist  das  Dreieck  hr^^finimt 
und  zwar  im    aUg(?meinen   zweideutig.     Ist   dieses  dritte  Stück  d,  .so  ist  der 
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zweite  Ort  die  in  der  Knllcrnuii};  </  von  (im»  beliebigeu  IJurchmesser  C\C^  des 
Umkreises  ^«  /ogene  Parallele.  Ist  6  gegeben,  so  ist  dadurch  C|C  bestimmt, 
welclw  Gerad*'  dnrch  O  gehen  muß. 

In  allen  di'  -rn  Aufsahen  kann  statt  g  aucb  gegeben  sein,  wodurch  sich 
die  Lösung  nicht  wesentlich  abänderl. 

Ist  die  Summe  der  Seiten  a  und  /'  also  auch  m  bekannt,  so  ist  durch  m 
und  y  das  Dreieck  ACfß  und  C^M  —  ^  Q*  durch  m  and  6  das  Dreieck  AGC^ 
bestimmt    So  kann  man  ein  Dreieck  k  instruieren  aas  m,  y,  o  oder  g^l  jm,  e. 

Die  in  Nr.  3  etiiwii  krticn  Furint  ln  <licnen  auch  m  Berechnung  gesuchter 
Stücke  eines  durch  Konstruktion  erhaltenen  Dreiecks,  Ist  z.  Ii.  /■,  £>,  ^  gegeben, 
m  hat  man  nach  H) 

9        ff  if 

.\us  dem  rechtwinkligen  Dreieck  (7,^C  (Fig.  Uni  S.  871)  orhäll  man: 

If  --  I^U''  —  'J)  -  I-''  !/  -  S'- 

tind  nun  gibt  1) 

9   

Das  rechtwinklige  Dreieck  Oa'C^t  in  dem  Oe?"=-  ^/  und  0C\  =-  /IC, 
ist,  helert  .     ,  ,    ,     -  ^ 

Durch  l  {a  -\-  h)  un<l  \{tT  —      sind  a  und     bestimmt,  ebenso  der  Inhalt 
aus     <-  und  //.    Krs<'tzt  man  y  durch  seinen  Wert  ),{Qf —  j>),  so  erhält  man  die 
eben  berechneten  Stücke  durch  /*,  ausgedrückt: 

Qe  —  Q 


f  =  ]  4  r  (e^  —  @)  —  («,  —  t>)-  . 

4-    =  ^     I  4 '  lö.  —     —  lt><  —  e)-  » 

<;  —  /'      I  I  /  (o  —  ij)  —  {ij,    ;  o)-'  . 
Ut  /',      //  ge  geben,  so  findet  mau  </  und  /»  aus  der  Be/iehung  (cj  21i  Nr.  '1) 

a  0.  -  2  /  // 

und  der  gegebenen 

nämlich   

Aus  der  quadratischen  Gleichung: 

ergibt  sich  .  _  ._  _ 

^  =  |(-    —  ^  ±      .        ^      I  (- —       —  ^ff- 
und  daraus  _ 

i-  -  1  -    <f)      \{I  r    -  ft      7.')CJ;  ;<•]  . 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  AO'O  und  C\Ol  i  (I  ii.'-  !<>•"»  ^-  -{"D  sind  ähnlich, 
weil  die  Schenkel  der  spitzen  Winkel  0.10"  und  .iO^Oc  auleinander  senkrecht 
stehen  und  da  A(T  —  s  —  « ,  ^£7^     BCX  =  *  —  ^  ist,  so  erhält  man 
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Aus  der  Ähnlichkeit  der  rechU'inkligen  Dreiecke  CPO  und  AC^Ci  folgi: 

Q       _s  —  r  tj         V  —  <• 

welche  Proportion  sich  umändern  läßt  in 

Durch  Miilii|>likation  und  Division  di(*M»r  Gleichung  und  d<>r  für  tt^Q  er« 
hält  man 

0  —  1  »  —  I/'  — 

Xach  1$  24  Nr.  'i  ist  nun  der  Inhalt  des  Dreieck« 

/>"  ~  s  o  -  {f  —  t-) ,)       I  f  (s  —  17)  (.f  —  d)(s  —  /)  . 
Diese  rt)riiu'l  isi  die  I  li.ui  f\ ist  lu-  Drcii'ck.->turnicl  (5;  2s  Nr.  ;>). 


0, 


Fi«.  167. 


5.  Beschreiht  man  um  das  Dreieck  ABC  den  Umkreis  und  zieht  den  zu 

.'//)'  senkrechten  Diiri  liimsser  C\C^,  der  .^iB  in  C,^  halbiert  (Fig.  167),  SO  ist 
aul  der  Halbierungslinie  ('C\  des  Winkels  der  Mittelpunkt  O  des  Inkreises  zu 
betiiimraeu,  inilum  man  0C\  ~  .-/C,  inachu  Ist  C/  der  Beruhrun^<;puiikt  des  In- 
kreises nnd  macht  man  C^O'c=^  O'Q,  so  ist  ^  der  Berührungspunkt  des  An- 
kreises der  Seite  f.  Es  ist  dann  AO^e  ß(y  —  s  —  A  und  ßC^  -  .l(y  =  s  —  a. 
Nun  ist  CC\  die  Halbierungslinie  des  .\uÜenwinkels  bei  C,  weil  CC.  auf  C'Q 
senkrecht  ist.     Die  Halbierungslinie  AO  und  BO  der  Innenwinkel  a  und  fi 
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scluieideu  die  Verlängerung  von  C'Q  in  0„  und  0^,  den  Mittelpunkten  {ier  An- 
kreise der  Seiten  a  und  fi.  Fällt  man  von  Oa  und  die  Senkrechten  0„0a  and 
C?^^,  auf  die  Verlängerung  von  ^,  so  sind  OaO'a  =  Qitt  O^Ci  «  die  Radien 
der  Ankreise  und  (/„,  die  Berührungspunkte  auf  ^.  Der  Berührungspunkt  des 
Ankreises  einer  Seite  teilt  aber,  wie  bei  dem  Ankreise  von  <•  ijezeiet  wurde,  die 
Seite  im  umgekehrten  Verhältnis  wie  der  Berührungspunkt  des  Inkreises.  Daher  rauU 
O^B  =«  C^A  —  *  —  r  und  /lO^  =  BCfi,  -—  c  ■\  s  —  c  —  s  sein.  Daraus  folgt  weiter: 

CA  =  t\Ot  -  \i-  -r  \  <rt      b  —  i)  ^  \  (rr  -f  b\  , 

aa,  -  a'  er.  =  i  («^  -i-  ^)  —    _  a)  =  . 

n.i  t'i  der  Mittelpunkt  von  i'^t,  so  wird  nach  0^0;  dnrrfi  C,  halbiert.  Zieht 

man  Oi,At  so  ist  O^AO^  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypotenuse  0^0 i, 
und  da  ihr  Mittelpunkt  ist,  so  Ist  —  C^O^  —  C\Ot.  Man  erhält  also  Oa 
und       indem  man  C^A  auf  die  Verlängerung  von  CC^  von       aas  nach  beiden 

Seif'' II  abträgt 

In  dem  Trapez  Ö«<?iC^(?/.  ist  ('„6g  die  Mittelparallelc,  also 

Da  nun  C^C^  ^  \{Qc  —  ^       so  ergibt  sich  die  bemerkenswerte  Besiehung 
oder 

Qa  +  Qh  -I-         e  =  4r  . 
/IC*^  ist  mittlere  Proportionale  zu  C^C^  und  C^Q  also  ist 

<r»  =.  (ß.  -}-  g^)  {Q^  —  q)  , 
oder  mit  Berücksichtigung  von  8) 

Die  Srhenkcl  voti     '  /^6?«(^  stehen   senkrecht  auf  denen  \on  Of,f*0'^, 
daher  smd  die  rechtwmkligen  Dreiecke  O^C/^ß  und  BObOb  ähnlich  und  es  ist; 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  der  in  Nr.  4  erhaltenen 
äo  erhält  man: 

o  Oa  <)/,       -  .»  (.V  —  a)  (.V  -   A)  (,v  —  r)  /'** 
in  Übereinstimmung  mit  §  228  Nr.  H.    Die  Addition  beider  Gleichungen  ergibt: 

Zieht  man  in  Fig.  167  die  Parallele  «u  AB  durch  6.,,  die      in  Z  schneidet, 

ist  /  OaC  J.     Ua  -- fi)     d  und  0„L     Uq^  ~  g^).    Fällt  man  von  C* 

die   Senkrechte    (',6'  Fig.    KW!)    auf    die    X'erlängerung    von   AC,    so  ist 

^(\,A0„  ^      .  IC/t.,,  nuthin  ist  auch  (  '(!>.«  —  ß*)»    l^s  ist  weiter  ^  .  C'a/.6^a 

^  C\0"0  und  daher,  weil  C",(7'  j  ist 

i  (rf     '     A)  i  ;  Ol 

Hq»  —  Q/.)       i  W  —  b) 

oder 

rfS  _       »  (g^  —  Ojt)(Oc   r  o)  , 
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Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C^LO^  ergibt  noch  der  pythagoreische  Lehrsatz 

und  da 

ist,  erhält  man 

Die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  CtrC«  und  >4C«Q  ergibt  noch: 
woraus  folgt: 

ff«  T  ö*      -r  e* 

Auch  die  hier  abgeleiten  BeziehoogeD  dienen  xur  Lösung  vieler  Konstruktions- 

iiiui  Kcchonauf^aben,  bei  dcnrn  als  Bestimmungsstäcke  Radien  der  Ankreise, 
sowie  deren  Summe  oder  I>ifterenz  gegeben  sind. 


§  44.    Der  Höhenschnittpunkt  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks. 

1.  Ks  seien  Ajf^  Bif,  CC,  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  168) 
und  //  ihr  Schnittpunkt.  Der  Ilöhcnschnittpunkt  teilt  jede  Höhe  in  iwei  Ab- 
schnitte: der  an  der  t"ckf>  aidiciicndr  heilit  der 
obere,  <Ut  an  die  .^eite  ansloüende  ist  der 
untere  U öhe nabsc lui i lt.  Da  die  VViukel  AA'B 
und  BJ¥A  rechte  sind,  so  folgt,  daß  der  über 
einer  Seite  eines  I)rci«-cks  als  Durch- 
messer beschrieb«"ne  Kreis  durch  di<'  FuÜ- 
puiikte  der  aut  den  andern  Seiten  stehen- 
den Höhen  geht. 

Ffir  die  einander  in  H  schneidenden  Sehnen  i 
y   AA'   und    ebenso    für   die    einander   in  C 
srhnetdonden  /)',/',  .//»"  erfjibt  sich  hieraus 


und 


oder 


BII  •  HB  -  All 'J£A^{=  ClI .  HC) 

CA' '  cß    ar  ■  CA 


CA  :  CB  =  CAT :  CB' 

Produkte  der  beiden  Abschnitte  der  Höben 

i;  I  e  i  c  h , 


d.  h.  die 

eines  Dreiecks  sind  einander  ijleich,  und  zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  \  erhalten  sich  zueinander 
umgekehrt  w  ie  ihre  dem  j^emciuschattlichen  Kck-  Fig.  IWb. 

punkt  anliegenden  Abschnitte. 

Heriicksichtißt  man,  daß  durcli  die  drei  Höhen  drei  neue 
A//C,  /)'//(■  iMitsteheii .  (Irr  irt  (!,iü  beispielsweise  für  fUfC  die 
CH' ,  HC  Hr)hen,  also  jedesmal  der  dritte  Eckpunkt  des  L'rdreiecks  der  Holu-n- 
schnittpuitkl  des  neuen  ist,  so  sieht  man,  daU  die  beiden  vorstehenden  Sätze  in 
einen  einsigen  xusammenfaUen.  Auch  sind  sie  identisch  mit  den  bereits  in  §  25 
Nr.  4  bewiesenen  Satze,  daß  die  Produkte  aus  einer  von  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  der  Projektion  der  andern  auf  diese  einander  gleich  sind. 


Dr«'iecke  AI  Iii, 

Sejtenabsrluiii  te 
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r)if  His  enthält  k-rnor  drei  Gruppen  \oii  je  vier  ähnlichrn  Drcieckfu, 

wie  durch  die  l  hereinstimmung  in  den  Winkeln  bewiesen  werden  kann.  Ks  ist 
luunlich  1 )  ^  JBJi '  ^ .  ACC  ^  ^  C7/Ji '  ^  /?//C" ;  2j  .  />' C'C"  ^  .  .  üAA' 
cv,  A  AHC  y  £i  CTÄT;  3)  _  C4^'  ev,  A  CifÄ'  cv,  A  BI/A'  ^  L.  Am\  Auch  mir 
Mill(>  der  Ähnlichkeit  dieser  Dreiecke  lassen  sich  die  vorstehenden  Sätze  un- 
mittelbar beweisen. 

Man  erhält  in  ents|)rechender  Weise  mittels  d«T  durch  je  vier  l'unkte,  wie 
B.  C,  A',  JJ,  /»",  geheudcu  Kreise  oder  durch  die  Ähnlichkeit  der  Dreieckt? 
denselben  Sats  in  der  Form: 

'  BC  =~  HH  ^  BIV  , 

d.  h.  das  Produkt  aus  einer  Seite  und  einem  ihrer  Abschnitte  ist  gleich 
dem  Produkt  aus  der  mit  dii-seni  Abschnill  zu  sa  m  m  e  n  st  o  Üen  d  en  Höhe 
aul  einer  andern  *»eite  und  dem  obern  Abschnitt  dieser  Hohe. 

Durch  die  Alinlichkeit  vorher  angegebener  Dreieckspaare  oder  durch 
Gleichsetzung  dreier  Ausdräcke  fär  den  dop|)eltcn  Flächeninhalt  dvs  Drei<*ck8, 
tlh„  —l>h^  •- c erhält  man  femer  den  Satz,  daO  die  Produkte  aus  einer 
Seit«'  d Dn  irr  ks  und  der  zul' ''h  "iritien  Höhe  einander  Ii  sind. 

\  erbindet  man  endlich  den  Sau  HA'  •  BC  BN BB'  mit  dem  allj;emeijieu 
pylhagorciHchen  Lehrsatz: 

Aa-  -  AB*-  -f  BC*-  ■:.  2  BC  •  BA  » 

so  erhäit  man  den  Salz: 

Das  Quadrat  der  Seite  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  bt'iden  andern  Seiten,  vermehrt  oder  \ ermindert  um  das  doppelt«»  Produkt 
<ler  Höhe  auf  der  ersten  Seite  und  ihrem  obem  Abschnitt. 


("ig.  iw. 


'2.  Die  Fußpunkte       B',  C  der  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  (Fig. 

bestimmen  das  F u  üpu nk te nd  r«'i eck  des  Urdreiecks. 

|ed<'  Seit»'  des  FuUpunktendreif-rks   -<  hiit'iii<-t   von  dem  urs|)rünplirhen  ein 
diesem  äiinliches  Dreieck  ab;  denn  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  stimmen  außer 
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in  dem  gemeinschaftlichen  Winkel  C  zufolge  der  Gleichung  •  CB  =  CB'  ■  Cyl 
nach  in  den  Wrhältnissen  der  einschlieUendm  Seiten  überein. 

Daher  int  /  C.^'/i'  -  ^  C'.//?  -  a.  Ebenso  ist  Z  BA'C  ^  n,  und  da  auch 
die  ret Ilten  Winkel  .4.4' C  und  AA^ß  einander  gleich  sind,  so  toigt  ^B'ÄJi 
=  Z  CAH*  Man  erhält  somit  den  Satz:  Die  Höhen  eines  Dreiecks 
halbleren  die  Winkel  oder  die  Auüenwinkrj  des  FuUpunktendreiecks, 
TinrhHem  sie  innerhalb  oder  auUerhalb  des  Urdreiecks  liegen,  nnd 
die  Seiten  des  Urdreiecks  halbieren  die  .\uUenwinkel  oder  Innen- 
winkel des  1' uUpunktendrc iecks. 

Der  Höhenachnittpnnkt  ist  demnach  der  Mittelpunkt  des  Inkreises  oder  eines 
Ankreises  des  Fiißpunktendreiecks  und  die  Eckpunkte  des  Urdreiecks  sind  die 
MiUelpUTiktc  (Irr  (irri  aiuii-rn  Beriihrtitiifak reise. 

Auch  ergibt  sich  aus  dem  vorstehenden,  daü  Jeder  Winkel  des  Jrußpunktun- 
dreiecks  durch  einen  UVInk^  des  Urdreiecks  bestimmt  to.  Ist  dieses  spttswinklig» 
so  ist  jeder  Winkel  des  ersten  doppelt  so  groß  als  das  Komplement  des  gegen- 
überliegenden Winkels  des  Urdreiecks. 

\'(  rlän"jert  man  eine  Höhe  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  über 
ihren  Fuüpunkt  bis  zum  Umkreis,  so  ist  die  Verlängerung  gleich  dem 
untern  Höhenabschnitt.  Ist  (Fig.  109)  CH^  die  Verlängerung  der  Höhe  CC, 
und  zieht  man  AH,,  so  ist  /  MAß  / /fX^ dd^  —  ^  =  AÄAB^  daher 
JlxJf.AC  ^  IfAC  und  also  CJf  IfC. 

Daher  muÜ  auch  umirpki  hrt.  wenn  rnari  eine  Höhe  über  iiireii  I  uL'ipmikt 
um  ihren  untern  .\bschniti  verlauj^ert,  der  Endpunkt  der  Verlängerung  aul  d«*m 
Umkreise  liegen. 

Für  sttimpiwinklige  und  rechtwinklige  J)reiecke  ^ih  im  wesentlichen  derselbe 
S.fi/  ihm)  R<'w»*is:  nneh  Iiier  iKilbiort  der  FuUpunkt  ili  r  Ilölie  den  Abstand  ihres 
.Schnittpunktes  tiui  dem  l  nikreis  von  dem  Höhenschnittpunkt 

Die  Schnittpunkte  7/^,  /A,  //^  der  drei  Höhen  mit  dem  Umkreis  be- 
stimmen ein  Dreieck,  das  dem  FuU|)unktendTeieck  ähnlich  ist  nnd  zu  ihm  per- 
spektiv  liei;t:  //  ist  der  äußere  AhnüchkeiLspunkt  und  die  Seiten  des  Dreiecks 
y/<,//^//  sind  dopprir       groß  als  die  des  Fulipunkfendreiecks. 

Zieht  man  durch  eine  Ecke  A  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  S.  ;iöO)  den 
Durchmesser  des  Umkreises,  dessen  Mittelpunkt  M  ist  und  verbindet  den  Diametral- 
punkt  Am  mit  B  und  C,  sowie  M  mit  dem  Mittelpunkt  L\  von  AB^  so  sind  die 
Dreiecke  AßA,,,  und  ACA„  bei  />'  und  C  rechtwinklig.  Daher  ist  .f,„ß  ))nrallel 
C  7f  und  .-/,„(■  parallel  tv  />7/,  mithin  //ßA„C  ein  ParaIlelot,'raium  und  .-l^ß  CIL 
Da  nun  wegen  der  .Vhnliclikeii  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ABA^  und  ACqM, 
AmB  ~-  2  A/Cq  also  auch  C/f—  "2  AfC^  ist,  so  hat  man  den  Sats  bewiesen:  Ein 
ol)erer  1 1  ö h e  ii a hse h n i  1 1  ist  doppelt  SO  groß  als  die  M i  t  telse ii k rech t e 
der  Seite,  auf  der  die  Höhe  «fehf.  wobei  als  Mittelsenkrechte  der  Seile 
kurz  der  Abstand  des  l'mkreismitielpunkts  von  der  S»"ite  bezeichnet  ist.  Da  sich 
tlic  Diagonalen  des  Farallcloyrainms  HBA^C  gegenseitig  in  A^^  halbieren,  so 
geht  die  Verbindungslinie  des  HÖhenschnittpunkts  mit  dem  Diametral- 
punkt einer  F.cke  durch  den  Mittelpunkt  der  dieser  Ecke  gegenüber- 
liegenden Seite,  l'mgekehrt  muü,  wenn  man  die  Verbindungsiiiiii  (!<s  Höhen- 
schnittpunkts mit  dem  Mittelpunkt  einer  Seite  über  diesen  um  sich  selbst  ver- 
längert, der  Kndpunkt  der  Verlängerung  auf  dem  Umkreis  liegen.  Zieht  man 
die  Mittellinie  CC^  und  verbimlet  H  mit  so  wird  CCq  durch  HM  in  S  im 
\'erhältnts 

cn  ■> 

MC\,  1 

geteilt  Mithin  ist  S  der  Schnittpunkt  der  drei  Mittellinien  (t:;  22  Nr.  :>),  d.  i.  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks.    F.r  liegt  auf  der  Verbindungslinie  des  Höhcn- 
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Schnittpunkts  mit  dem  Umkreis,  der  Kui.kr sc lien  Geraden  des  Dreiecks  und 
teilt  IfM  i-hciifalls  im  Verhältnis  :  1.  Der  Abstand  des  Srh\veq»inkfs  \T»ti 
einer  Dreiecksseite  ist  ein  Drittel  der  H<>he  auf  dieser  Seite.  Die  Abstände 
des  Schwcrpuukts  von  zwei  Dreiecksseiteu  verhalten  sich  daher  umgekehrt  wie 
diese  Seiten. 

Die  V'erhin  1  inpslinien  des  Sclnv  i  r|iiiiikts  mit  den  Ecken  teilen  das  Dreieck 
in  drei  gleiche  i  eile.  Jede  solche  \  erbindunir-^linie  ist  zw  ei  Drittel  der  Mittel» 
linie,  die  durch  die  Ecke  geht.    Es  ist  also  nach      Js  Nr.  4 


und 


Zieht  man  dorch  ytf«  Bf  C  und  S  Parallele,  die  eine  beliebige  außerhalb  des 
Dreiecks  liegende  Gerade  in  W*,  B*,  C*»  S*  (Fig.  17<i)  schneiden,  die  Mittellinie 

C'C„,    durch  (lif  l'arallclf 

C\>Ct,  zu  den  ersten  uiitl  endlich 
durch  eine  l'arallele  zu  der 
beliebigen  Geraden,  die  SS*  in 
D  und  CC  in  £  schneidet,  so  ist 

SD  ^  SS'   ^»a  _  1 
O/S     CO*  —  CoCo  3 
worans  sich 

SS*  -  l  (2  Ctd  H-  CC) 

ergibt.  Als  Mittelparallele  des 
Trapezes  ABBA  ist  aber 

CoC;  =  \  {AA'     BB*)  . 

daher  erhält  man: 

SS'  =  l  {AA'  n-  BB*  -i^  CC)  . 


Fi«.lTOi 


Die  Parallele  durch  den  Schwerpunkt  ist  also  das  arithmetische  Mittel  der 
Parallelen  durch  die  Eckpunkte.  Insbesondere  ist  der  Abstand  des  Schwer- 
punkts von  einer  beliebigen  Geraden  außerhalb  des  Dreiecks  das 

arithmetische  Mittel  der  Abstände  der  Ecken. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daü  der  Satz  auch  noch  gelten  mul»,  wenn  die 
beliebige  Gerade  das  Dreieck  schneidet;  nur  hat  man  dann  den  Sind  in  dem 
die  Parallelen  zu  ziehen  sind,  zu  beachten,  also  die  Parallelen  auf  einer  Stnte 
der  Geraden  positiv,  auf  d«"r  andern  negativ  zu  nehmen.  D.is  aritluuetische 
Mittel  wird  dann  fler  dritte  Teil  der  algebraisrlion  Sninnie  <i<  r  I'.ir  illi  Im.  Ins- 
besondere rauü  lur  jede  durch  den  Schwerpunkt  geiieiidc  Gerade  die  algebraische 
Summe  der  in  beliebiger  Richtung;  gezogenen  Parallelen  oder  die  algebraische 
Summe  der  Entfernungen  der  I'ckni  'gleich  Null  sein. 

4.  Wird  «Irr  r,bere  Höhenal»!  luiitt  67/  in  d  hali.i^Tt  (I  i-.  ]  r,'j  S.  :;si(y 
und  verbindet  man  (i  mit  C„  und  C  mit  .)/,  so  halbieren  (i,C'i,  un<l  //J/  einamii  i 
gegenseitig  iu  Daher  ist  /'  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  ^CC„.  Dieselbe  Konstruktion  für  die  obern  Abschnitte  der  beiden 
andern  Hohen  muU,  da  //Af  dasselbe  bleibt,  zu  deniselb«'n  l'unkt  A  fuhren.  F 
ist  daher  fler  Mittf  l[)unkt  fiTi»-<  Krci-.e'!.  (I'T  durch  ,7'.  />''.  C  U''ht,  also  der 
Mittelpunkt  des  Utukrel^es  des  H«>iM  nttiüpunktendreiecks.  Da  C'(i  gleich  und 
parallel  ATCq  ist,  so  ist  auch  (SCq  gleich  und  parallel  CM  ^  r,  dem  Radius  des 
Umkreises.  Mithin  ist  der  Durchmesser  des  Umkreises  des  Höhenfutt- 
p  u  nk  t  en<l  re  i  er  k  s  i;leicli  «lein  Radius  des  l  Inkreises  des  L'rdreiecks: 
der  Kadius  dieses  Kreises  ist  also  i  r.    Derselbe  Kreis  gehl  aber  auch  durch 
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die  Seitenmittelpunkt«'  .^i»  A>»  durch  die  Ualbierun^spunkt«?        ©.  l£ 

der  obcrii  TTöhcnahschnittr.  Kr  ^rht  also  durch  neun  Punkte  des  Dn-ii-cks  und 
heilit  der  Kr«is  der  nfiin  Punkte  odrr  der  Fkukrbach  sc  iic  Kreis  des 
Urdreiecks.  Seui  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Ki  i.tR  sehen  Geraden  und  halbiert 
//Af:  diese  Gerade  enthält  also  die  vier  Punkte  If^  F,  M  und  zvrar  ist 
/.V  ^  \  SM  und  ///  l  IfMf  daher  wird  ßM  dnrch  //  und  S  harmonisch 
im  Verhältnis  1 :  2  geteilu 


l.  Die  Reziehnng  des  Feikrhac  h  sehen  Kreises  zum  l'm kreis  kann  auch 
durch  foljjende  Bctrarhtnnt»  crnütteli  werdfii.  Die  Ilöhr'nfuli])unkte  /f,  /f,  C* 
(Fig.  1G9  S.  380)  liegen  nach  §  44  Nr.  H  so,  daU  die  V'erlängeruQgeu  der 
Hollen  vom  Höhensdinittpunkt  bis  zum  Umkreis  durch  die  Hdhenfufipinikte 
halbiert  werden.  Dann  teilt  also  //  die  Strecken  /fifat  ^Hh^  CH^.  aufien  im 
Verhältnis  1  :  2.  Daher  ist  durch  A,  Ffy  C  ein  Kreis  bestimmt  iUi  Nr.  2), 
der  zum  Umkreis  so  liejjt,  daß  //  der  äußere  Ahnlichkeitspiitikt  der  beiden 
Kreise  ist.  Der  Mittelpunkt  /'  des  Umkreises  des  HöhentuÜpunktendreiecks 
oder  des  Felüuibach  sehen  Kreises  muß  also  auf  IfM  so  liefen,  daß  H  die  Cen- 
trale FM  außen  in  demselben  \  i  rhältnis  1  :  2  teilt  oder  daß  /'  die  Strecke  HM 
lialltiert.  Der  Radius  dieses  Kreises  muß  /  sein,  wenn  r  der  Kadius  des  Um- 
kreises ist.  Jede  von  //  nach  einem  Punkte  des  Umkreises  p«'7.oj;ene  Gerade 
wird  durch  den  Fkikriiach scheu  Kreis  halbiert  und  umj;ekehrt,  der  Ilalbierungs- 
pnnkt  der  Verbindungslinie  von  H  mit  einem  Punkte  des  Umkreises  liegt  auf 
dem  pKt  KRiJACH sehen  Kreis.  Da  nun  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Urdreiecks 
die  Mittelpunkte  der  \'erbindiuj^slinien  \riw  ff  mit  den  Dinmetralpnnkten  der 
Ecken  sind  (i;  44  Nr.  so  midi  der  Fkv  krhai  Hsche  Kreis  durch  die  Mittel- 
ponkte  A^^y  ß^^,  Q  der  Seiten  gehen.  Endlich  muß  er  die  obem  Höhenabschnitte 
in  0,  9,  G  halbieren.  Da  der  Schwerpunkt  S  die  Strecke  FM  innen  im  Ver- 
hähiüs  1  :  2  teilt,  so  ist  S  der  innere  Ähnlichkeitspunkt  des  FKUKRBACHSchen 
Kreises  und  des  Umkreises. 


2,  Fällt  man  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises  eines  Dreiecks  Senk- 
rechte auf  die  drei  Seiten  «r,  deren  FuUpunkte  y«,  /V«  sind  (Fig.  171) 
und  verbindet  /V  i^it  Pa  und  y^,  sowie  P  mit  A  und  ß,  so  entstehen  die  drei 


g  4».    Der  FfiL'KRBACHSche  Kreis. 


Fig.  171. 
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§  4:> 


Kroisviereck««  CAPB,  AP^PP,,  BPPcP^-  t)er  AuUcnwinkrl  PAPt,  dos  Kr«  is\i.  r- 
ock«;  CAPB  ifit  qlrirli  dem  Innenwinkel  CPP  und  yleich  dem  Prriphrriowinkel 
PkPc^'  in  dem  Krcisvicreck  AF^PP,:  mithin  ist  ^  P^BP  ^  ^  PbPcP  oder  7'^/',/' 
nra0  AuAemrinkel  des  Kreisvierecks  BPPcP«  sein.  Daraus  (olgt,  daß  /\  ,  T',, 
anf  einer  Geraden  liegen.  Man  hat  also  den  Satz  bewiesen:  Die  Fuflpnnkte 
der  von  einem  Punkte  des  Umkreises  eines  Dreiecks  auf  die  Seiten 
getälltenSenkrerhten  liegen  auf  einer  Geraden.  Diese  ist  die  Simson  sehe 
Gerade  des  Punktes  des  Umkreises. 

Zieht  man  die  Höhe  die  den  Umkreis  in  ^^^^  and  die  SiMsoKsche 

Gerade  des  Punktes  P  vn  G  schneidet  und  verbiiulct  //,  und  G  mit  P,  su  ist  ins 

Kreisviereck  BPJ\.P„,  Z  PBP,  -  zl  PPaP  - 
/  PBPr  ist  aber  im  l'mkreis  Peripheriewinkel 
auf  dem  Bog«*»  AP,  mitbin  ist  Z  PBP^- 
^LAHaP,  also  ist  auch  ^PPjG^  Z.PH»G. 
Als  Wechselwinkel  an  den  Parallelen  H^G 
und  PP„  ist  nun  /  PP^G  -  /_  P^GIU  "nd 
Z  P^UG  -  Z  ILPPm^  mithin  bilden  die  Dia- 
gonalen des  Trapeses  PP^tf^G  mit  den 
parallelen  Seiten  gleiche  Winkel  nad  das 
Trapez  ist  daher  «leichschenklig.  Träpt  man 
A' ff,r  auf  A' A  von  A'  ruis  anf,  «n  ist  der 
Kndpunkt  //  der  Höhenst  lniitipunki  des  Drei- 
ecks ABC  nnd  es  ist  IIP^  If^^Pm*  woraus 
folgi,  daß  PPa/fG  ein  Pamllelogramin  ist, 
d<'ssrii  Dia'^iuiati'ii  rinaiidcr  in  D  halbieren. 
Somit  f-rhalt  mau  den  Satz:  l)ie  Verbin- 
dungslinie des  lloliensclinittpunktes 
mit  einem  Punkte  des  Umkreises  des 
Dreiecks  wird  durch  die  Simeon  sehe 
Gerade  jliesf*s  Ptmkres  h  iil)iert-  Daun 
muU  aber  dieser  Halbierungspunkt  Z>  auC  dem 
Feuerb  ALM  sehen  Kreise  liegen. 

8.  Der  Mittelpunkt  Fde»  pKci-ntBACHschen 
Kreises  halbiert  die  Hypotenuse  -  /•  de> 

rechtwinkligen  Dreiecks  ^C'C\,  (l"ig.  172: 
vgL  i'ig.  iCU),  so  dali  die  von  /'  auf  AB  ge- 
fällte Senkrechte  PF*  =  \ilC  nnd  CF* «  P'C„ 
1  C'Q  ist  Verbindet  man  P  mit  den 
Mittelpunkten  O  und  (7^  des  Inkreises  und 
des  Ankreises  der  Seite  so  kann  man  die 
Kntlemungen  PO  und  P0^  als  die  Hypo- 
tenusen von  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
berechnen,  die  man  erhält,  wenn  man  von 
O  und  O,  Parallel,  n  jn  AB  zieht,  die  /•/•  ' 
s«'lbst    und    in   der    \  erlangerung  schneiden. 


FiR.  »2. 


Dabei  i»t  nach  der  Bezeichnung 
Man  erhält  so: 


von 


\:\  Nr.  1  ac\,  -  L\,a^-  -  i  {a  -  b) 


PO*  =  (i  er  —  j»)*  ^  (d—i  cc,,Y 


hührt  man  die  Quadrate  aus  mid  beachtet,  dalt 


ist,  so  hat  man: 


Digitized  by  Google 


§  45  Feuerbach  tcbe  Kreiü.  HS.~> 

Nun  ist  (§  4H  Nr.  H:  §  44  Nr.  4) 

und 

so  dafi  eich  ergibt: 

also,  weil  |r>  ^  (§  43  Nr.  H)  sein  muß. 

Die  Centrale  des  l  i-.LhKiiAtH sehen  und  des  Inkreises  ist  also  gleich  der 
Differenz  der  Radien  dieser  Kreise,  mithin  berührt  der  Feuers  ach  sehe 
Kreis  den  Inkreis  einschlieBend. 

Ebenso  erhält  man: 

/-ö;  =  (i «r  +  e.)* -f- -h  i  cCo)*=  i    +  c'Q  +  eJ  +  rf«  . 

Hier  kann  man  setzen: 


und  es  fol|;t: 
also 

FOc  =  \r-^Q,  . 

Die  Centrale  des  Fki>:rha(H  sehen  und  des  Ankreises  der  Seite  (  ist  also 
gleich  der  Summe  ihrer  Radien  tind  (!a  dieselbe  Rechnung  für  jedmi  andern 
Ankroi-c  ancfstellf  werden  k«)nnie,  so  ergibt  sich  der  Satz:  D^r  Fft  i  k  k  ach  »che 
Kreis  berührt  die  dr»-i  Ankreise  des  Dreiecks  aussclilieüend. 

Die  vier  Beiührutigspiinkte  des  Feuerbach  sehen  Kreises  mit  den  vier  Be- 
rühmngskreisen  des  Dn-iorks  sind  hiernach  leicht  zu  finden.  Schneide  (Hl*  Ver- 
längerung V0I5  FF'  den  I  i  I  I  KüArHsrhen  Kreis  in  D,  so  ifatJ  D  der  I lalbierungs- 
punkt  des  Rogen  (.  'C',,  dieses  Kreises  ist,  so  muß  D(/  die  \  erlängerung  von  FO 
in  dem  iiuliern  AludichkeiUipunkt  T  des  Fkukruach sehen  und  des  Inkreises 
schneiden,  also  ist  T  der  Berührungspunkt  beider  Kreise.  Ebenso  schneidet  DOc 
die  Gerade  FO,  in  7].,  dem  innem  Ähnlichkeitspunkt  des  Fn  KknAcH sehen  und 
des  Ankreises  der  Seit«-  c,  also  deren  Berührungspunkt.  Der  absolute  Wert 
der  l'otenz  von  O  iu  Bezug  auf  den  Kreis  F  ist 

Schneidet  die  VcrlänKcrnng  von  C^O  den  Kreis  F  nochmals  in  A',  so  muß 
demnach 

sein.  Verlängert  man  also  cyo,  macht  O'/  —  r  und  fällt  von  /  auf  die  Ver- 
längerung von  C^^O  die  SeiikrerlUe,  so  ist  deren  FiiUpunkt  d«T  Punkt  K  des 
Kreises  F.    Die  Potenz  vor»  Oc  in  Bexug  auf  den  Kreis  F  hat  den  Wert: 

8cKM»KiniJCHS  Handbuch  d«r  M ntbcmatik,  2.  Aufl.,  B<L  1.  25  ' 
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Die  Verläiqreraag  von  C^Og  möge  den  Kreis  F  nochmals  in  Kc  schneiden; 
dann  ist 

Verlangen  man  alsu  Ü^C,-   um  r   bis        so   ist  der  Fuüpunkt   der  von  1^ 
auf  die  Verlängerung  von  O^^Ot  gefällten  Senkiechten  der  Punkt  Kt  des  Kienes 
Die  Mittelpunkte  O«,        Oe  der  drei  Ankreise  eines  Dreiecks  bestimmen 

ein  Dri  ieck,  dessen  pKUERBACHsrhrr  Kreis  der  Umkreis  dos  Urdreiecks  ist. 
Der  Umkreis  des  Dreiecks  O^O^Of  hat  daher  den  Radios  "ir» 


Achter  Abschnitt 
Einfuhrung  in  die  Geometrie  der  L^ge. 

§  40.    Harmonische  Punkte  und  Büschel. 

1.  T>tr  (lesamthfit  aller  Piniktf,  die  in  dcrselboii  ricr.-ulcTi  liefen,  wird  eine 
Punktreihe  genannt,  und  die  (jerade  heißt  ihr  Träger.  iJio  Gesamtheit  aller 
Geraden  einer  Ebene,  die  durch  denselben  Punkt  gehen,  wird  ein  Stralilbüschel 
oder  Büschel  kumreg  genannt*  und  der  Punkt  heißt  sein  Scheitel,  jede 
(Jerade  eines  Büschels  heißt  ein  Strahl;  sie  wird  durch  den  Scheitel  in  zwei 
Halbstrahlcn  ut  teilt. 

Vier  l'unktc  Af  B,  t',  D  einer  Punktreihe  heiüea  nach  ^  23,  Nr.  H  insitesondere 
harmonische  Punkte,  nnd  zvar  A  und  sowie  Cund  D  einander  zugeordnet» 
wenn  die  Strecke  AB  durch  C  und  D  oder  CD  durch  A  und  B  innen  and 
außen  in  demselben  Verhältnis  geteilt  wird. 

N'ier  Strahlen  eine»<  I^ri«rhph  hciücn  harmonischf»  Strahlfti.  wenn  sif* 
eine  Gerade  in  vier  hannonischou  l^mkten  schneiden.  Dabei  heilten  je  zwei 
Strahlen,  die  durch  zwei  zugeordnete  Punkte  gehen,  zugeordnete  Strahlen. 

Nach  §  2:{  gibt  es  zu  einer  Strecke  AB  unendlich  viele  einander  zugeordnete 
harmonische  Teilpunl.ii-  (\  D.  Di-r  änßere.  z.  B.  D,  Hegt  auf  der  V«'rlane''ning 
von  Ali  über  den  Endpunkt,  (ier  dem  mnern  naher  liegt  als  der  andre,  oder 
beide  Teilpunkte  liegen  vom  Ilalbieriuigspuukte  M  der  Strecke  AB  aus  nach 
derselben  Richtung.  Diesem  Ilatbiertmgspunkte  selbst  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  Geraden  zugeordnet.  In  jedem  Endpunkt  der  Strecke  AB  lallen  zwei 
einander  zugoordn«*te  harmonische  Teilptmkte  ^n-satnmen.  Bewegt  sirh  der  innere 
Teilpunkt  C  vom  Ilalbierungspunkte  M  aus  stetig  bis  nach  so  bewegt  sich 
der  äußere  Teilpunkt  D  stetig  aus  unendlicher  Entfernung  bis  B\  die  beiden 
Punkte  bewegen  sich  also  einander  entgegen.  Auch  ist  in  §  28  Nr.  3  eine  Lösung 
der  Aufgabe  gegeben,  eine  gegebene  Strecke  nach  einem  gegebenen  Verhältnis 
harmonisch  zu  «eilen  od«?r  zu  einem  'je-jebencn  TeUpunkt  einer  Strecke  den 
zugehörigen  harmonischen  Teilpunkt  zu  linden. 

Wird  im  allgemeinen  AB  durch  C  und  D  in  beliebigen  Verhältnissen  ge- 
teilt, so  heißt  das  Verhältnis  der  Teilverhältnisse 

AC  AD 
CB '  DB 

das  Doppel  Verhältnis  der  Teilung.     Dieses  ist   positiv   oder  negativ  zu 

nehni4*n,  je  nachdem  die  Teilungen  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne 

aiH'^efiihrt  sind.    Ist  daher  das  Doppelvcrhältnis  -|  1,  so  lallen  dir  Punkte  C 

und  1)  zusammen;  ist  dagegen  sein  Wert  —  l ,  so  wird  AB  durch  C  und  D 
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harmonisch  geteilt.  Die  Bedingung  dafür,  daB  B,  C  D  hannoniache  Punkte 
sind,  ist  demnach 

AC  AD 

Von  tlrni  Vor/.eicheii  darf  .'ibj.'cschrn  werdon.  wfnn  os  sich  um  roin  mrtrisrhi» 
Hcziehunfien  handelt,  die  Strecken  also  nur  in  absoluter  Länpe  zu  nehmen  sind. 
Eine  solche  metrische  Beziehung  erhält  man,  wenn  man  die  Strecke  AB  =  a 
setzt  und  die  absoluten  Längen  der  Entfernungen  der  harmonischen  Teilpnnkte 
vom  Mittelpunkt  M  der  Strecke  ausdrückt,  man  erhält  dann: 


\  a 


MC  MD 


a 


oder 


MC 


\a  —  MC     MD-\a  ' 
MC'  MD^{\aY 


MD 


Das  Produkt  der  Entfernungen  der  harmonischen  Teilpunkte 
einer  Strecke  von  ihrem  Mittelpunkt  ist  konstant  und  zwar  gleich  dem 
Quadrat  der  halben  Strecke 
und  unvjt'kfhrt:  ist  das  Produkt 
der  Kntlernungen  zweier  Teil- 
punkte einer  Strecke  von 
ihrem  Mittelpunkt  gleich  dem 
Quadrat  der  halben  Strecke, 
so  wird  die  Strecke  durch  die 
Punkte  harmonisch  geteilt, 
wobei  vorausgesetzt  werden  muft, 
daß  die  Teilpunkte  in  derselben 
Richtung  vom  Mittelpunkt  aus  li»'j:en. 

Beschreibt    man    üb«-r  einer 


Stri'cke  AB  als  Durchmesser  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  M  (Fig.  ITiij,  legt 
in  einem  Punkte  E  die  Tangente,  die  AB  in  D  schneidet  und  föllt  von  E  die 

Senkrechte  EC  auf  AB,  so  sind  C  und  D 

harnionis«  h"'  r<  i!|)iiiiktc  \iin  . //';  denn  es 
ist  in  «lern  («'clitw  iiikligeii  Dreieck  MED 

MC .  MD  =  J//;-'  =^     ABf  . 

Man  sieht  sofort,  wie  hiernai-h  zu 
eiiirin  der  Punkte  C  oder  D  der  zu- 
geordnete harmonische  l'eilpunkt  zu  fin- 
den ist. 

Zieht  man  in  dem  Kreis  über  dem 

Durchmesser  AB  unt!  d«  ni  Mittelpunkt  .\f 
den  zu  AB  senkri  f  'if*'n  l  )iin''unesser  PQ 
(lig.  174),  verbindet  i'  luul  Q  mit  dem 
beliebigen  Krcis)mnkt  i?,  so  daß  QR 
und  PR  den  Durchmesser  AB  in  C  und  D  achneiden,  so  ist  ACMQ^o  AFMD, 
also 

J/(       MQ       MC' MD^MP' MQ:^{\AB)^  . 


1 

1 

/c    m  3 

/  / 
/  / 

{ 

Fl«.  174 


MD 


C  luid  D  teilen  demnach  Aß  harmonisch.  .\uch  damit  läßt  sich  zu  einem  Teil- 
ponkt  der  zugeordnete  harmonische  konstruieren. 

2i>* 
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2»  Zieht  man  durch  vier  h.irmonischr  Punkte  ^4,        (\  D  einer  Geraden 
von  dem  beliebigen  Punkt  S  ans  Strahlen  (Fig.  ITä)  und  durch  einen  di-r  Punkte 

z.  B.  B  die  l'arallele  ru  dem 
durch  den  zugeordneten  Punkt  A 
gehenden  Strahl  SA^  der  die 
beiden  andern  Strahlen  in  P 
und  Q  schneidet,  so  ist 

AC  _  AS 

Cß      PB  ' 

AD     _  AS 

DB  ~  ~  BQ  ' 

Nach  der  Voraussetzung  ist 

aber 

AC  AD 

CB^~DB  ' 

folglich  ist  Pß^BQ.  Schnei- 
det man  nun  das  harmonische 
Fi».  175.  Büschel  S\,AßCD)  durch  eiue 

beliebige  Gerade,  die  die  Strah- 
len in  C\  ly  trifft  und  zieht  durch  ff  die  Parallele  au  SA,  die  SC 
und  SD  in  P'  und  Q  schneidet,  so  ist 

AC     rs     Aiy  _^Ars 
CB  ^  P'ff  *    ÜB  "    ffq  ' 

Nun  ist  aber  P'Q^  auch  parallel  PQ  und  da  PB  —  BQ  ist,  so  ist  auch 
P*B^0Q\  mithin  muß  sein 

AC  Aiy 

CB  ~     äB  * 

d.  h.  die  Schnittpunkte  A^  By  C,  Pf  sind  wieder  vier  harmonische  Punkte.  Damit 

erhält  man  den  Fundamentalsatz: 

K  i  n  h  ,1  r  III  o  II  i  >  (■  h  e  s  Hüs<'!ir|  wird  durch  jedr  Gerad'-  in  vier  har- 
monisclien  Punkten  geschnitten  und  zwar  die  zugeordneten  Strahlen  in  zu- 
geordneten Punkten. 

Die  zum  Ben'eise  dieses  Satzes  benutzte  Beziehung.  daÜ  BB  =^  B(^  ist, 
stellt  einen  hesondern  l  all  dieses  Satzes  dar.  Die  zu  einem  Strahl  SA  parallele 
Trniisversale  schneidet  SA  in  d»'m  unendlich  fernen  Pnnkt«',  fdl^Iirh  muß  der 
.Schnut|iunkt  B  auf  dem  zugeordneten  Strahl  d  r  dem  unendlich  fernen  Punkte 
auf  P*(^  zugeordnete  Mittelpunkt  der  Strecke  P'Q'  sein. 

Zieht  man  also  eine  Transversale  so,  daß  sie  einem  von  vier  harmonischen 
Strahlen  parallel  i<t.  so  muß  der  zugeordnete  Strahl  das  zwischen  den  beiden 
andern  Strahlen  in-yrndr  Stück  di-r  Transversa!*'  Iialhieren,  und  wenn  utnijekehrt 
das  zwischen  zwei  einander  zugeordneten  harmonischen  Strahlen  liegende  Stück 
einer  Transversale  durch  einen  der  übrigen  Strahlen  halbiert  wird,  so  muß  der 
vierte  Strahl  der  Transversale  iiarallel  sein. 

Hiernach  krinn  nun  rlii  hat iiiMiiisi  ht  v  Büschel  konstruieren,  wenn  man  die 
l'.ndpunkte  und  den  1  lalt)i<Timij;spunki  einer  Strecke  mit  einem  auUerhalb  liegen- 
den Punkte  verbindet  und  durch  diesen  Punkt  die  Parallele  zu  der  Strecke  zieht. 

Man  kann  dies  auch  durch  den  Satz  ausdrucken:  Zwei  Seiten  eines  Dreiecks 
bilden  mit  der  Mittellinie  der  dritten  .Seite  und  der  ParalleU-n  zu  dieser  durch 
den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  ein  harmonisches  Büschel. 
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4l>  H«nilonjtcfat;  Punkte  und  BÜschd.  3^<j 

In  15  2'A  Nr. ist  ^oy.eint  worden,  dall  dif  Winkfllialbiert-ndc  eint's  Dreiecks  und 
rbrnso  die  Halhit  rtin^sltnlr  rinfs  Augenwinkels  di<'  ne|;eniihf rlieq-pnde  S»Mte  im 
X'erhältuis  der  anliegenden  Seiten  trilt.  ilieraus  geht  hervor,  dali  zwei  einander 
schneidende  Geraden  mit  den  Halbierungslinien  der  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkel  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Von  den  Strahlen 
difsts  Biischels  st»h<  ii  zwi-i  einander  zugeordnete ,  närnlieh  die  beiden  Winkel- 
halbierenden, aufemander  senkrecht.  Umjjekehrt  muU,  wenn  ein  Winkel  zw«Mer 
2ugeordiieteu  von  vier  harmonischen  Strahlen  durch  den  dritten  Strahl  halbiert 
wird,  der  vierte  auf  diesem  senkrecht  stehen  und  wenn  sivei  angeordnete  von 
vier  harmonischen  Strahlen  aufeinander  senkrecht  stehen»  so  halbieren  sie  die 
von  den  beiden  andern  i^ehi!det«'n  Winkel. 

Durch  Urakehrung  des  i  undamental&atzes  gewinnt  man  den  tol^endeu;  Liegen 
auf  zwei  Geraden  je  vier  harmonische  Punkte  C*  D  und  /f,  /f,  C\  so, 

daß  drei  der  Geraden  A/tt  BEt^  CC^  DEt  einander  in  demselben  Punkte  S 
schneiden,  so  geht  auch  die  vierte  durch  diesen  Punkt. 

Der  Punkt  S  kann  hierbei  auch  unendlich  iem  liegen,  d.  h.  die  vier  Ge- 
raden äind  dann  parallel. 

Gehen  insbesondere  zwei  harmonisch  geteilte  Strecken  AB^  AB  von  dem- 
selben Knd|)unkt  .7  aus,  so  müssen  sich  die  drei  HiTaden,  die  je  *wci  ent- 
sprechende der  übrigen  Punkte  verbinden,  in  demselben  endlichen  oder  unendlich 
lernen  Punkte  schneiden, 

Sind  ferner  \on  zwei  verschiedenen  Punkten  .V,  .S"  aus  durch  drei  beliebige 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  B^  C  Strahlen  gezogen,  so  schneiden  die 
zu  je  zwei  durch  denselben  Pankt  gehenden  Strahlen  zugeordneten  harmonischen 
Strahlen  einander  ebenfalls  in  einem  Punkte  dieser  (Jeraden. 

3.  Die  Sätze  über  harmonische  Büschel  führen  zu  Auflösungen  folgender 
Aufgaben: 

1)  Zu  einem  gegebenen  Teilpunkt  einer  Strecke  AB  den  angeordneten  har- 
monischen Teil;)tinkt  zu  finden. 

Man  zi'  he  von  einem  beliebigen  Punkte  S  aulierhalb  der  Geraden  ./A  die 
Strahlen  durch  die  Endpunkte  A,  B  und  den  gegebeneu  1  eilpunkt.  ist  dieser 
der  innere  C,  so  ziehe  man  zwischen  SA  und  SB  eine  Strecke  so,  daß  sie  durch 
.SX'  halbiert  wird  und  dann  zu  dieser  Strecke  durch  S  den  parallelen  Strahl. 
Dieser  tritit  die  Verlängenme  von  A/i  im  [j»'suchten  'rrilpiinkte  /).  Oder  man 
ziehe  zwischen  SC  und  eine  Parallele  /iV*  zu  .-/.S\  verlängere  /i/^  um  /^'G  Kf 
und  ziehe  durch  (J  den  Strahl  SD,  Ist  dagegen  der  gegebene  Teilpunki  der 
äußere  />,  so  ziehe  man  zwischen  SD  und  SB  eine  Parallele  GF  zu  SA,  ver- 
längere sie  um  FE  ^  GF  und  ziehe  durch  /;  den  Strahl  SC,  Abänderungen 
dieser  Koirstniktion  sind  hiernach  leicht  zu  finden. 

2)  Zu  einem  von  drei  gegebenen  Strahlen  den  zugeordneten  harmonischen 
Strahl  zu  konstruieren. 

Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  jenes  Strahls  die  Parallele  zu  einem 
der  beiden  andern,  verlängere  sie  über  ihren  Schnittpunkt  mit  dem  zweiten  um 
ihre  eigene  Länge  nnd  ztelie  dnrch  den  Kndpunkt  der  V'erlänirerunt!  den  ver- 
langten StrahL    Man  kann  auch  hierbei  verschiedene  l  alle  unterscheiden. 

3)  Den  Scheitel  %'on  vier  harmonischen  Strahlen  zu  konstruieren,  wenn  ein  % 
Strahl  und  für  jeden  der  drei  übrigen  ein  Punkt  gegeben  ist,  durch  den  er 
gehen  soll. 

Man  ziehe  dunii  zwei  der  gegebenen  l'imkte  die  (Jerade,  snrhe  Tinm  Schnitt- 
punkt dieser  Geraden  mit  dem  gegebenen  Strahl  den  vierten  liarmonischen  Punkt, 
verbinde  diesen  mit  dem  vierten  gegebenen  Punkt  und  bestimme  den  Schnittpunkt 
der  Verbindungslinie  mit  dem  gegebenen  Strahl.  Liegen  die  gegebenen  Punkte 
in  einer  (i«'raden,  und  bilden  sie  mit  dem  Schnittpunkt  dieser  Geraden  nnd  des 
gegebenen  Strahls  vier  harmonische   Punkte,  so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt: 
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ist  dips  nicht  der  Fall,  so  faU«D  drei  Strahlen  in  die  Verbindungslinie  su- 

sammen. 

4)  Von  vier  harmonisdien  Punkten  sei  einer,  nnd  für  jeden  der  übrigen 
sei  eine  Gerade  gegeben,  auf  der  er  liegen  soll;  man  konstruiere  die  übrigen 

Punkte. 

Man  snrhe  tu  zwei  der  gegebenen  Geraden  und  der  VcrhindtuivisliTiie 
ihres  Schnittpunkts  mit  dem  gegebenen  Punkte  A  den  vierten  harmonischen  Strahl, 
der  die  dritte  gegebene  Gerade  in  I?  schneidet,  ziehe  AD  und  bestimme  die 
Schnittpunkte  Bt  C  dieser  Geraden  mit  den  beiden  andern  gegebenen  Geraden. 
Wenn  die  drei  «jPiiebenon  ncradcn  (liir(-h  (icnsclhen  Funkt  5  urhrn.  5:0  mü<is<Mi 
sie  mit  SA  vier  harmonische  Strahlen  bilden  und  dit*  Aufgabe  ist  dann  uobestimml, 
oder  es  fallen  die  drei  gesuchten  Punkte  in  S  zusammen. 

4.  Die  Sätze  über  harmonische  Punkte  und  Strahlbüschel  bieten  weiter  ein 
Hilfsmittel  aar  Auffindung  von  Lehrsätzen,  wovon  im  folgenden  einige  Beispiele 

gegeben  werden  sollen. 

Da  nach  §  41  Nr.  ;j  die  Höhen  eines 
Dreiecks  die  Winkel  des  Fnßpunktendrei- 
ecks  halbieren,  so  bildet  eine  Höhe  mit 
der  Seite,  auf  der  sie  steht  und  mit  den 
\'erl)in(huitrslinien  dires  FtitJptnikt<«s  mit 
den  beiden  andern  Hohentulipunkten  ein 
harmonisches  Büschel.  So  ist  in  Fig.  1G9 
S.  380.  C(ACBä)  ein  solches. 

Iti  fitirrn  Kreise  wcrrtr»  die  einem 
iJurc  linu'ss«*r    Aß    senkrechte    Seline  PQ 
(l  ig.  1  70)  gezogen.   Die  Verbindungslinien 
Flg.  178.  des  beliebigen  Kreispanktes  R  mit  P  and  Q 

teilen  dann  den  Durchmesser  in  C  und  D 
harmonisrh.  Denn  die  Strahlen  RA  und  Kf'  >t<  fu  n  infi  inander  senkrecht  und 
es   ist  /_ARP—Z_ARQ  als   Peripherieivinkel   aut   gleichen   Bogen;   mithin  ist 

R(AßCD)  ein  harmonisches  Büschel,  woraus  die 
Behauptung  herx-orgeht.  Dasselbe  Büschel  wird 
auch  durch  PQ  in  vier  harmonischen  I'niikten 
geschiiitftMi.  Miti  erkennt  die  Sätze  als  \'er- 
allgememening  d<'r  in  Nr.  1  (lig.  ITH)  gezeigten 
Konstruktion. 

Die  Konstruktion  in  F'ig.  173«  S.  ^)87t  gibt 


■ 

X 

\  \ 

\  \ 

\v 

1 

den  Satz:  Fin  I'unkt  auüerhalb  ein»/'.  Krtis.-s 
und  seine  HcruhniTi'^'^schnf  !<'i!»»n  f!iii  Durcii- 
messer,  auf  dessen  \  <-rlangeriirig  der  Punkt  liegt, 
harmonisch. 

I-.egt  man  in  den  !'<  kitunkt«'n  A  und  B 
(l«'s  Dreiecks  //>'("  \V\i\.  177)  dir  T  iirj<Mif»'i!  an 
den  Umkreis,  di«-  sich  in  D  schneiden,  so  wird 
der  durch  D  gehende  Durchmesser  L\  L\  die 
Seite  AB  in  halbieren.  Dann  sind  nach  dem 
vorigen  /),  T,,,  C, ,  C,  \ier  harmonische  Punkte, 
also  C'( />>6'„( ',  ( '.)  ein  harmonisches  Biischel,  von 
dein  die  zugeordneten  Strahlen  und  CL\  senk- 
recht aufeinander  sind;  folglich  muß  Z^C^CD 
-  ZC^CC^  und  daher  auch  Z  C\,Cß  Z.  I>CA 
sein.  CD  bildet  also  mit  der  Seite  CA  denselben  Winkel  wie  die  Mittellinie  CC„ 
mit  Cß. 


Flg.  1T7. 
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Fig.  178a. 

seines  Scheitelwinkels 


§  47.   Die  Transversalen  des  Dreiecks.   Das  vollständige  Viereck 

nnd  Vierseit. 

1*  Eine  Gerade,  die  durch  eine  Ecke  eines  Dreiecks  gezogen  wird«  eine 
Ecktrantversalc,  teilt  die  gegenüberliegend t    '^'i  te 

innen  oder  außen  in  einem  gewissen  Verhältnis.  Zieht 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  O  die  drei  Eck* 
transversalen,  su  werden  alle  drei  Seiten  des  Drei* 
ecks  in  Verhältnissen  geteilt,  die  in  einer  Beziehung 
stehen  müssen,  da  ilnrcli  zwei  der  Transversalen  die 
dritte  bestimmt  ist.    Lie^jt  O  innerhalb  dt-s  r)rtM<  (  ks 
(Fig.  17öa),  so  werden  alle  drei  Seiten  innen  geteilt, 
die   drei  Teüverhältnisse  sind   positiv.    Liegt  der 
Punkt  0  auSerhalb  des  Dreiecks  (Fig.  176  b),  so  muß 
er  doch   in   dem   Winkelraum  eines   Innenwinkels  oder 
liegen:  sodann  wird  die  iiPijrnüherliegende 
Seite    innen,    die    beiden    andern  außen 
geteilt,  so  daß  das  erste  Tettvechältnis 
positiv,    die    beiden    andern    negativ  zu 
iifhmcn  sind.    Sind  die  Schnittpunkte  der 
durch  A,  B,  C  gehenden  Ecklransversalen 
auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  A't  /f,  C", 
so  haben  die  Dreiecke  AOC  und  COS 
dieselbe  Grundlinie  CO  und  verhalten  sich 
daher  wie  die  aid  CO  stehenden  Höhen, 
also  wie  die  Abstände  der  Ecken  A  und 
ß  von  CC".    Für  dieses  Verhältnis  kaiui 
man  aber  aach  das  Verhältnis  AC:  Cß  setzen. 
Gleichungen: 

AC  ,1.A0C  R.r  _  ABOA  cjr  _  ^  con 
Cß      £^COß  '      A'C  "~  /.  AOC  '      BA  i\BOA 


Flg.  ITBb. 
Man  erhält  daher  die  drei 


deren  Multiplikation  ergibt: 


AC 
CB 


AC 


c/r 

BA 


Im  Falle  b)  sind  die  beiden  Teilverhähnisse  ACi  CB  nnd  C0\  BA  negativ 
zu  nehmen,  ihr  Produkt  ist  also  wieder  positiv.    Daher  gilt  altgemein  der  Satz 

des  C!;v\: 

Schneiden  sich  drei  Ecktruusvcrsalen  eines  Dreiecks  in  einem 
Punkte,  so  ist  das  Produkt  der  Teilverhältnisse  der  Seiten  gleich  1. 

Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  Teil\erh.i!tnisse  in  cyklischer  Reihenfolge 
zu  ixinniMi  sind,  indem  man  die  S»*!ten  des  Dreiecks  in  rinerl«  !  Riehtitnc  von 
riiur  Ecke  anlangend  durchläuft.  I)ir  richtige  Anurdnuiii:  i  rkennl  man  daran, 
daß  jeder  der  sechs  Buchstaben  A,  B,  c',  A\  C'  im  Zaiiler  und  Neuner  nur 
Je  einmal  .vorkommt. 

Wichtiger  als  dieser  Satz  ist  Seine  Umkehrung,  die  indirekt  zu  beweisen  ist : 
Teilen  drei  Ecktraiisversal«*n   dii'  Seiten   eines  Dreiecks  so,  d  n 
das  Produkt  der  Teil  Verhältnisse   gleich  1   ist,  so  gehen  sie  durch 
einen  Punkt 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  könnte  man,  was  schon  von  früher  bekannt  ist,  he> 

weisen,  daß  einander  die  Mittellinien  eines  Dreiecks,  die  Winkellialbiercndrn.  die 
Halbierungslinien  eines  Innen-  uiul  die  der  beiden  andern  Außenwinkel,  die  Höhen 
und  die  Mittel.seiikrechten  in  einem  Punkte  schneiden. 
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Wcitrr  fol^t  ans  rlipsrm  Sat/.t%  daÜ  die  Frkf ransvi-rsalen  nach  den  Beruhrungs- 
punkien  des  Inkreises  einander  im  Punkt  von  Gkr(;onne,  die  nach  den  ßerührungs« 
punkten  der  Ankreise  au!  den  Seiten  einander  im  Punkt  von  Na<;kl  schneiden. 

2.  Trägt  man  den  Winkel»  den  eine  Eckiransversale  CC  des  Dreiecks  AßC 
<Fig.  170)  mit  AC  bildet  an  der  andern  anstoßend. n  s.  ii.  cn  in  r  so  an.  daU 

die  dadurch  erhaltene  Gerade,  Af> 
in  demselben  Sinne  wie  CC  teilt, 
80  nennt  man  CC"  die  Gegen- 
transversale  von  CC  Fällt  man 
von  A  und  B  die  Senkrechten  AA^ , 
AA,  und  BBi^,  BB^  auf  CC  und 
CC\  so  ist  ans  leidit  erkennbaren 
ähnlichen  Dreiecken: 


AC 
CB 


AA^  AC*  _  AA.^ 

BB^  *  CB  ~  BB^ 

und  ebenso 

//./,       AC  AA,  AC 

JUK  ^  Cß  '  ~Bß^  "  CB 


Daher  erhält  man  durch  Multiplikation  der  beiden  ersten  Gleichungen  mit  Be- 
rücksichtigung der  beiden  letzten: 

AC    AC^  ^  AC* 

CB  *  CB  ~  CB  *  ' 

Das  Produkt  der  TeilvcrhäJtnisse  einer  Kcktransversale  und  ihrer  Ge^eu- 
transversale  mit  der  gegenflberliegenden  Dreiecksseite  ist  konstant  und  siv*ar  gleich 

dem  Verhältnis  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten. 

Zieht  man  diirr!i  icdr  Frke  eine  Transversal««  und  ihre  (jeimitransvcrsalf, 
so  hat  man  auUer  der  vorig<*n  (ileichunp,  mit  entsprechender  Bezeichnung  noch: 


Ä4'  BA" 


BA- 
AC- 


CR' 
B'A 


A'C  A"C 

Die  MultipUkation  der  drei  Gleichungen  ergibt: 

AC      BA      CB'  AC" 
CB  '  A'C  '  jrÄ   '   C'B  ' 


CB" 
'  B'A 

BA" 
A  'C  ' 


CB- 
BA- 


CB" 
B"A 


=  1 


Schneiden  sich  also  dir«  drei  Kcktrans\ ersalen  AA\  BB',  CC  in  ein<"m  Punktr. 
so  schneiden  sich  auch  ihrf  drei  (jegentrans\  ersalen  AA",  AA'",  CC"  in  einem 
Punkte.  Diese  beiden  Punkte  heilien  Gegen  punkte.  Zu  jedem  Pimkte  gibt  es 
also  in  Bezug  auf  das  Dreieck  einen  zugeordneten,  den  Gegenpunkt. 

Die  Halbierungdinien  der  Innen-  imd  Außenwinkel  eines  Dreiecks  sind  ihre 
eignen  Gegent^aT1s^ r  rsalen,  daher  sind  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise 
ihre  eignen  Gegenpunkte. 

Die  Höhen  des  Dreiecks  sind  die  Gegentransventaicn  zu  den  Durchmessern 
des  Umkreises,  die  durch  die  entsprechenden  Ecken  gezogen  sind;  -der  Höhen- 
schiiiitpnnkt  und  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  sind  also  Geirenpnnktc. 

1  Gegentransversaleii  der  Mitt«'llinifn  «'ine*;  Dreiecks  tuMrcn  Symmedlanen. 
Sie  smd  nach  §  40  Nr.  4  in  Pig.  177  zu  konstruieren,  indem  man  in  den  Ecken 
des  Dreiecks  Tangenten  an  den  Umkreis  legt  und  jede  Kcke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  den  beiden  andern  Ecken  verbindet.  Der  Schnittpunkt 
der  Svmmedianen,  der  Punkt  von  I.kmoink  ist  der  (»etienpunkt  zum  Schwerpunkt. 
Die  Symmrdiane  durch  einen  Eckpunkt  teilt  die  gegenüberliegende  Seite  im  \'er- 
hältnis  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten. 
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3.  Eine  Gerade,  die  nicht  durch  einer»  Kckpnnkt  eines  Dreiecks  geht,  teilt 
jede  S(>it«>  in  einem  bestimmten  ^'f'^hältni8  und  swAT  entnreder  zwei  Seiten  innen 
imü  die  dritte  außen,  oder  alle  drei 
Seiten  anflen  (Fig.  180u,  b).  Sind  die 
Schnittpunkte  der  Transveiaale  anf  den 
Seiten  ßC,  CA,  AB :  .r,  C  und  zieht 
man  durch  />'  Hie  Parnüelc  zu  AC,  die 
die  Transversal«*  in  D  schneidet,  so  hat 
man  die  Teilverhältnisse: 


AC  BA  _  BD^ 

~CB  ~     BD  *   ~AC  ~  ~CF 

deren  Multiplikation  gibt 


Fi«.  IM)  a. 


oder 


AC 
CJi 

AC 
Cß  ' 


BA' 
A'C 


BA' 
A'C 


c/r 

B'A 


BA 
=  1 


Diese  Beziehung  gilt  in  lie  idi-n  I'ällen; 
im  Falle  h  \\W-  dr-  i   TciU  iThältnisse 

negativ,  so  daU  auch  hier  das  Produkt 
negativ  ist  Es  gilt  also  immer  der  Sata 
des  MENEt^ofs: 

1. inr  Transversale   teilt  die  Seiten 
Pro<iiiki  der  Tf  1 1  \  (*  rh  ä  1 1  n  i  ss  r  trliMch  1 


eines  Dreiecks  soi  daß  das 

ist. 

in  Bezietuuig  aiil  liu-  Anordnung  der  Teilverhältnisse  gilt  dasselbe,  was  iu  Nr.  1 
bei  dem  analofren  Satze  des  Ceva  bemerkt  wurde. 

Auch  von  diesemSatze  kann  anf  indirektem  W6{(e  die  Umkehrung  bewiesenwerdcn: 

Werdt  ii  die  Si'iicn  eines  Drt'iccks  so  t"'t'*ilt,  daß  das  Produkt 
der  Teilverhaltnisse  gleich  — 1  ist,  so  liegen  die  drei  Teilpunkte  aul 
einer  Geraden. 

Dieser  Sats  dient  zum  Beweise  der  folgenden: 

Die  Schnittpunkte  der  Halbierungslinien  zweier  Innenwinkel  und  des  dritten 

Anüenwinkels  eines  Dreiecks 
mit  den  gegenüberliegenden 
Seiten  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  Schnittpunkte  der  Hal- 
bierungslinien der  drei  Außen- 
winkel eines  Dreiecks  mit  den 
gegenüberliegenden  Seiten  lie- 
gen au!  einer  Geraden. 

Auch  der  Satz,  daß  die 
Fußpunkti'  d<'r  von  einem  Punkte 
des  Umkreises  auf  die  Dreiecks- 
seiten gefällten  Senkrechten  auf 
einer  Geraden  liegen  (vgL  §  45 
Nr.  2)  l&Ot  sich  durch  den  Satz 
von  Menki.aos  heweiH»>n. 

Liegen  zwei  beliebige  Drei- 
ecke ABC^  p'Tspek- 
iiv,  d.  b.  sot  daS  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Kcken 


.1  und  A, 


Ftg.181. 

B  und  y?, ,    C  und  C,  durch 


denselben  Punkt  J>  gehen  (Fig.  Ibl)  und  schneiden  sich  die  entsprechenden 
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Seiten  und  ^j/>,  in  C,  ÄC'und^,C\  in  A\  CA  mu\  t', //,  in  C\  so  wird  das 
Dreieck  SAß  durch  die  Transversale  A^CB^ ,  SBC  durch  B^A'C^ ,  SCA  durch  CyB^A^ 
geschnitten.  Man  erhält  daher  nach  dem  Satze  von  Menelaos  die  drei  Gleichungen: 


-  — 1 


deren  Multiplikation  ergibt: 


AC 

BBy 

AyA 

C  B 

RA* 

£r/t 

cc, 

B^C  ' 

~ÄC  ' 

SC, 

CB' 

AA, 

CiC 

B'A 

A^S 

AC 

BÄ 

CB' 

CB  ' 

AC 

'  B'A 

d.  h.  die  Punkte  C,  A',  B'  auf  den  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC  liefen 
auf  einet  Geraden.    Damit  ist  der  wichtige  üatz  von  DtusARc.n^  bewiesen: 

Die  Schnittpunkte  eui- 
sprechender  Seiten  von  xwei 
perspektiv  liegenden  Drei- 
ecken liegen  auf  einer  Ge> 
raden. 

Sind  die  perspektiv  liegenden 
Dreiecke  ähnlich,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  entsprechender  S«m- 
ten  iin«'ndlich  fern  und  die  durch 
die  Schnittpunkte  gebende  Gerade 
liegt  selbst  unendlich  fern* 

Legt  man  in  einem  Eckpunkt 
Cdes  Drei.-cks  A/^C  (Fi«.  IS  J)  die 
Tanuente  an  den  l'mkrri«,  die  AB 
in  C*'  schneidet,  so  l.iüt  sicli  zu- 
nächst mir  Hilfe  der  ähnlichen  Drei- 


ecke  ACC  und  CC'ß  beweisen,  daß  AB  durch  C  außen  im  Verhältnis  AC-  CB* 
peteih  wird.  I),i(iiirih  ergibt  sich,  daß  die  Seiten  des  Dieierks,  die  in  C  '/n- 
samnienstoL'fn  uiil  der  Symmediane  (Nr.  2)  durch  diese  Kcke  und  mit  der  in  ihr 
an  den  Umkreis  gelegten  Tangente  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Legt  man 
auch  an  die  Kcken  A  und  S  die  Tangenten,  die  SC  in  A'  und  CA  in  fi' 
schneiden,  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 


AC  ^  _  Aa  BA' 
CS         CB^  *  AC 

und  (iurcii  iMuitipiikauuu 


AC^-  ' 


CB^ 
B'A 


CB* 
BA* 


AC 
CB  * 


BA'  CB* 
A'C  '  B'A 


also  den  Satz:  Die  S c Ii n i 1 1 pii n k t e  der  Tanj^enteii,  die  man  in  den  I. «  ki-n 
eines  Dreiecks  an  den  Umkreis  legt,  mit  den  gegenüberliegendeu 
Seiten,  liegen  auf  einer  Geraden.    Diese  heißt  die  Gerade  von  Lemoixe. 

4.    In  einen  Kreis  sei  ein  Sechseck  ABCDEF  einiicschrit-ben  (l'ig.  iN.t). 
\  erl;iMi:<  'r   nim   die  pei^MMiüberheyenden  Seilen  nruf  DB.,   l'C  und  JiB,  CD 

uiul  /'./,  Ins  sie  sich  iu  Cr*,  7/,  /  schneiden,  so  bihien  die  Schmitpunkie  Z,  J/,  A 
der  nicht  aneinander  stottendcn  Seiten  BCt  DE  und  FA  ein  Dreieck,  das  durch 
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üi(>  drei  Transversalen  GAB,  DICy  EFff  gesdinittcn  wird.  Also  erhält  man  nach 
dem  batze  des  Mexelaos: 


—  1 


LG 

MA 

NB 

GM  * 

AN  ' 

BL 

LD 

MI 

NC 

dm' 

IN 

CL 

LB 

MF 

NU 

EM  ' 

FN  ' 

HL 

~1 


Multipliziert    man    diese  drei 
GleicbuiiK^n  miteinaDder  und   be-  ^ 
achtet,  daß  von  L,  M,  N  jedesmal  " 

zwei  Sekanten  in  d»'n  Krei«  «gezogen 
sind,   also  die  B<"'/ii'liiiiiL;»  ii  u«'lten: 

LD  .  LE  =  CL  •  BL  ,    MA  •  MF 

so  erhält  man 

IAj 


Fig.  18». 

DM 'EM,    NB 'NC 


AN'FN  , 


  MI  NU 

GM  '  IN  *  Iii 


—  1 


d.  h.  die  drei  J'unkle  G,  /,  //  der  Seiten  des  Dreiecks  LMA  liegen  auf  einer 
Geraden.    Damit  ist  der  Satz  von  Pascal  bewiesen: 

Die  gegentÜH  rliegenden  Seiten  eines  Sehnensechsecks  schneiden 
sich  auf  einer  Geraden,  d<T  Dcraflcn  von  pASCAr.. 

Der  Beweis  dieses  höchst  wichtigen  Satzes  hängt  durchaus  nicht  davon  ab, 
daß  das  Sechseck  ein  einfaches  Sechseck  ist, 
sondern  es  können  sich  seine  Seiten  auch  durch- 
schneiden. Bezeichnet  man  also  sechs  Punkte 
eines  Kreises  in  beli«'hi'j»T  Reihenfoljjp  durc  Ii 
At  Bt  C,  D,  /'  und  verbiudet  sie  m  dieser 
Reihenfolge  miteinander,  so  müssen  sich  immer 
Aß  und  DE,  ßC  und  EI'\  CD  und  FA  auf  einer 
fjeraden  schneiden  (Mn-  ISI).  Sind  zwei  dieser 
( jernfi'-n  pnrallel,  liet>t  also  ihr  Sclinit'])tinkt  un- 
endlii  l»  lern,  so  muß  die  P.\i)<  Ai.sche  (ierade 
den  beiden  Geraden  parallel  sein. 

Der  Lehrsatz  gestattet  auch  di(*  folgende 
fmkehnni'^.  I^cslimm»  mnti  zniifu  li>t  (im  Schnitt- 
punkt G  von  Ali  und  DK  und  legt  durch  G 
eine  beliebige  Gerade,  so  bestimmt  sich  auf 
dieser  II  als  Schnittpunkt  von  SC  und  /  als 
Schnittpunkt  von  CD,  mithin  müssen  sich  EH  und  AI  in  /•',  einem  Punkte 
des  Kreises  «clincidcn.  T)»*nkt  mnn  sich  durch  (/  alle  Geraden  fjelejjt,  so 
erhält  man  unendlich  viele  Punkt<'  /'  des  Kreises.  Es  ist  also  möglich,  aus 
fünf  Punkten  eines  Kreises  alle  übrigen  Kreispunkte  xu  erhalten  nur  durch 
Ziehen  von  Geraden,  also  nur  mit  Hilfe  des  Lineals,  ohne  den  Zirkel  zu  benutzen. 
Die  Ausführune  di«'s«T  Konstruktion  hat  natürlich  keine  praktische  Bedeutuni;  für 
die  Zeichnunt;  ein«'s  Kreises,  aber  sie  ist  dadurch  interessant,  daü  h»'i  ihr  die 
metrische  tigenschalt  des  Kreises,  die  bei  der  Benutzung  des  Zirkels  mali^ebeini 
ist,  ausgeschaltet  erscheint.  Daher  ist  sie  von  großer  Bedeutung  für  die  Geo« 
mctrie  der  Lam'. 

Tin  Sehnenfünfeck  kann  als  fiu  Si'fincns'TliM-i  k  hrirarhtft  werdf'ii.  tTi 
dem  zwei  Eckpunkte  xusammenlallen,  abo  eine  Seite  verschwindet,  deren  Rich- 
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tunp  aber  noch  durch  dii*  in  di*in  betreffenden  Eckpunkt  an  d«Mi  Kreis  j^elejite 
Tangente  angegeben  wird,  l  allen  al^o  z.  B.  D  und  E  m  D  zusammen,  so  wird 
GM  SU  der  durch  D  gehenden  Tangente  des  Kreises.  Der  PASC'Ai.sche  Satz  führt 
hiemach  auf  den  fcdgeoden  als  besondern  Fall: 

In  einem  Sehnenfünfeck  lie^t  der  Srhiiitt|)imkt  ciin  i  Seite  und  der  im 
op.jf.nüberliej^enden  Eckpunkt  an  den  Kreis  gelegten  i  angente  mit  den  Schnitt- 
punkten je  zweier  einander  gegenüberliegender  übrigen  Seileu  auf  einer  Geraden. 

Läßt  man  noch  zwei  Eckpunkte  Sttsammenfallen,  so  erhält  man  ein  Sehnen- 
Wereck  und  diMi  Sat»! 

Sind  die  Berührungspunktf  eines  Tangentem ii  rccks  zugleich  die  Eckpunkt«- 
eines  Sehnenvierecks  desselben  Kreises,  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten beider  Vierecke  in  gerader  Linie. 

Endlich  erhält  man  für  das  Dreieck  auf  gleiche  Weise  den  Satx:  Die  Schnitt- 
punkte der  daich  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  gehenden  Tangenten  des  Um- 
kreises mit  den  pepenührrh'rcenden  Seiten  liegen  in  eera«ler  Linie  (vgl.  Nr.  Hl. 

5*  Zieht  mau  in  dem  Dreieck  ABC  die  drei  Ecktrausversalen  AA\  BB^,  C'C\ 
die  sich  in  O  schneiden  (Fig.  1A.'>)»  so  daß  also  nach  dem  Satze  des  Oeva 

AC    Ä'f    CB'  _ 
aß '  /TC'  ETA 

ist  und  bestimmt  den  zu  C"  zu- 
geordneten harmonischen  Teii- 
pankt  C"  auf  AB^  so  ist 

AC  ^_AC* 
CB  ~  CB 

und  mithin 
AC   BÄ  CBT 
CB '  AC'  BfA 


Daraus  folgt,  daß  die  drei  Punkte  C%  Bf  auf  einer  Geraden  liegen. 
Kbcnso  müssen  umgekehrt,  wenn  man  die  Seiten  des  Dreiecks  durch  eine  Trans- 
versale in  C'\  A\  B"  schneidet  und  zu  ("'  fh^n  zugeordneten  harmonischen  Teil- 
punkt C  auf  AB  bestimmt,  die  Geraden  AA,  BI^^  tC  einander  in  einem  Punkte 
iichueiden. 

Zieht  man  noch  CC't  so  ist  C  {Ay  B,  C",  C)  ein  harmonisches  Büschel. 

Diese  Sätze  geben  ein  Mittel,  zu  drei  funkten  den  einem  dieser  Punkte  zu- 
geordn^'tcn  hr»rmniii>;clit'n  Punkt  oder  zu  drei  Strahlen  den  eitn-ni  dieser  Strahlen 
zugeordneten  harmonisclien  Strahl  zu  konstruic-ren  nur  mit  Hille  (l»>s  Lineals  als<j 
ohne  den  Zirkel  zu  gebrauchen  (wie  in  Nr.  4),  so  daU  die  Beziehungen  von  vier 
Punkten  einer  Geraden  als  harmonische  Punkte  oder  von  vier  Stralilen  als  har- 
monisches Büschel  als  reine  Lagenbeziehungrn.  erscheinen.  Um  nämlich  zu  .-/,  /t 
und  ("  den  vifrtfn  C"  zugeordTH*tf>n  Punkt  zu  finden,  zieht  man  fliirdi  . /,  //,  (" 
und  durch  einen  beliebigen  Punkt  C  die  Strahlen  CA,  CB,  CC  und  durch  den 
beliebigen  Punkt  0  auf  CC  die  Geraden  AA'  und  Bß',  die  Verbindungslinie  A'B' 
gibt  dann  auf  AB  den  Punkt  C".  Es  ist  leicht  ersichtlich,  wie  die  Konstruktion 
auszuführen  ist,  wenn  C"  gegeben  und  C'  gc sucht  ist.  Hat  man  zu  drei  Strahlen 
den  einem  dieser  .Strahlen  zugeordneten  vierten  .Strahl  zu  snch'-ii,  der  mit  den  drei 
gegebenen  ein  harmouisiiies  Büschel  bildet,  so  schneidet  man  die  Strahlen  durch 
eine  Transversale  und  bestimmt  nach  dem  vorigen  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zn  den  drei  Schnittpunkten.  Der  durch  diesen  gehende  Strahl  ist  dann 
der  gesuchte. 

Ist  C' der  Mittelpunkt  \uii  so  miili  ,-/'//'  durch  den  unendlich  lernen  Punkt 
von  AB  gehen,  also  mit  AB  parallel  sein.    Man  kann  also,  wenn  eine  Strecke 
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and  ihr  Mlttelpnnkc  gegeben  ist,  durch  einen  beliebigen  Punkt  eine  Parallele  zu 

der  Strecke  ziehen  nur  mit  Hilfe  des  Lint-als. 

Ist  umgekehrt  A'B"  parallel  zu  AB,  so  muLS  ('  der  Mittelpunkt  von  .4/^  sein, 
es  ist  also  auch  die  Aufgabe,  eine  Strecke  zu  halbieren  nur  durch  das  Lineal  zu 
lösen,  wenn  eine  Parallele  m  diener  Strecke  gegeben  ist 

Man  sieht  ferner  noch«  daü  auf  den  von  A  und  C"  durch  O  (gezogenen  Ge- 
raden \it'r  liarmnnisrhe  Punkte  durch  die  Strahlen  CA,  Cß,  CC,  CC"  entstehen 
ntiüssen  und  das  demnach  auch  die  vier  durch  O  gehenden  Strahlen  ein  harmo- 
nisches Büschel  bilden,  das  wieder  auf  den  Strahlen  CA  und  CB  vier  harmonische 
Punkte  bestimmt.  Endlich  bilden  auch  die  vier  von  C*  an^gehenden  Strahlen 
ein  harmonisches  Büschel,  das  die  Strahlen  CW,  CB  und  CC  in  vier  harmonischen 
Punkten  schneidet. 

Die  vier  l'uukte  ÄOBC  in  Fig.  iH't  (Nr.  5)  »iud  die  Eckpunkte  eines 
Vierecks,  von  dem  je  mrei  gegenüberliegende  Seiten  bis  au  ihrem  Schnittpunkt 
B  oder  A  verlängert,  und  in  dem  die  Diagonalen  CO,  A^Ef  gezogen  sind. 

Man  nennt  ein  System  von  vier  Punkten  A\  O,  B",  C  mit  sämtlichen  durch 
je  zwei  der  Punkte  bestimmten  Gcradm:  A'C.  A'O,  /f/?',  CO,  C  /f,  1^0  ein  voll- 
ständiges Viereck,  diese  Geraden  seine  Seilen,  die  vier  Punkte  seine  Eck- 
punkte und  die  drei  andern  Schnittpunkte  der  Seiten  Af  Bt  E  seine  Diagonal* 
punkte.  I'titsprechend  nennt  man  ein  System  von  vier  Geraden,  von  denen  jede 
die  übrigen  sclin<Mr!*'f ,  fin  voll- 
ständiges   VierseiL     Die  sechs 


Schnittpunkte  hcilien  die  Eckpunkte, 
die  vier  Geraden  seine  Seiten,  und 

die  drei  übrigen  Verbindungslinien 
je  aweier  Frkj»iinkie  seine  Diagfitialm. 

Die  Figur  kann  hiernach  so- 
wohl als  ein  vollständiges  Viereck, 
wie  als  ein  vollständiges  Vierseit 
aufgffalit  \vfrd«Mi,  und  ihre  Eigen- 
"ffinttfMi  l.'issfii  <\v\\  zum  l^cwt^isr 
von  Leiirsaizen  über  iieide  verwenden. 

Ist  also  ABCDEF  (Fig.  180)  ^ 


ein  vollständiges  \'irrseit,  so  hat  man,  Fif^lM- 

in(!i  in  man  AEF  als  ein  Dreieck  mit 

den  durch  C  gehenden  Fcktransversalen  Ail,  KD,  //>'  aiilfaüt,  diircii  die  F.n<- 
vvicklungen  in  Nr.  ."j  den  Salz:  In  jedem  vollständigen  Vierseit  teilen  dir 
Diagonalen  einander  harmonisch. 
Hieraus  ergibt  sich  femer: 

In  jedem  vollständigen  \'iirii-k  sind  füe  Diag  onal  p  ti  it  k  t  e  die 
Scheitel  harmonischer  Hüschel,  deren  zugeordnete  Si  ralUenpaare 
zwei  Seiten  und  zwei  Verbindungslinien  der  Diagonalpunkte  sind.  So  ■ 
ist  im  vollständigen  Viereck  ABCD,  dessen  Seiten  AB,  BC,  CD,  AD,  AC  und  BD 
«-iiiil.  der  l)ia;^nnalpunkt  (/  Scheitel  zu  rli  n  vier  harmonischen  Strahlen  GF.,  GC, 
GF,  GD,  eheiiso  /t  Silieitel  zu  d<'ii  ^tr.ilden  EA,  F.G^  EC,  FF  \\m\  /-'Scheitel 
zu  den  Stralden  FA,  FG,  FC,  FF..  lIieraiLS  folgt  weiter,  daU,  wenn  man  in  einem 
vollständigen  Viereck  die  Diagonalpunkte  E,  F,  G  untereinander  verbindet  und 
die  Verbindungslinien  bis  zu  den  Seiten  verlängert,  jede  der  so  entstandenen  Linien 
wieder  \ier  harmonische  Punkte  enthält,  sowie  daÜ,  \vi»nn  man  in  einem  vollständigen 
N'ierseit  einen  Fckpunkt  und  einen  Diajionalsi-hnittpunkf  \'Tbindet,  dadurrli  mf 
jed«'r  der  gegrnuberliegenden  Seileu  ein  vierter  harmonisclier  Punkt  bestimmt  wird. 

Wir  fügen  endlich  den  vorstehenden  Sätzen  noch  den  (olgenden  hinzu:  Die 
Halbierungs])uiik;>  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits 
liegen  in  gerader  Linie. 
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Ist  nämlich  im  voUs(ändif»en  Vierscit  ABCDEF  (Fi}».  I  ST)  der  Punkt  M  die 
Mitte  der  Diagonale  AC^  ebenso  N  die  Mitte  von  HD  und  O  dif  Mitte  von  EF 

und  zieht  man  durch  M  die  i'arallele 
GH  zn  j?Z>,  die  AE  in  G  und 
.<4Z7  in  //  lialbieren  miiO,  feiner  durch 
C  die  Parallrlr  711  AD,  die  ED  in  / 
halbieren  und  EE  in  ihrem  Halbierunj;.s- 
piuikt  O  treffen  muU,  so  inuU  /// 
dnrch  N  geben,  da  /»  -A^  H  die 
Halbiemngspunkte  chT  drei  Strahlen 
/?7r,  DA  sind.    Betrachtet  man 

nun  BCF  als  Trausveraale  des  Drei- 
ecks AED,  so  ist 

.^/;    EC    DE  _ 
HE  '  CD  '  EA  -  '   ^  * 

2  '  /EV,  EC-=2  '  GM,  DE  =^  2  - 10  u.  s.  w.,  so  er- 

6  .1/  HN  ro 

MJf  '  .\7  '  OG  '' 

und  da  .1/".  .Y,  'rcilpiinkte  der  Seiten  des  Dreiecks  G///  sind,  SO  ergibt  sich 
hieraus,  daü  sie  aui  einer  (ieraden  liegen  miisseu. 


Setzt  man  hier  AJÜ 
hält  man 


-i 


i;  4S.    Die  Potenz. 

1.  Nach  j5  20  Nr.  1,  3)  is't  die  l'otenz  einen  l^nüktcs"  iu  Bezuj:  auf 
einen  Kreis  der  konstaute  Wen,  den  die  Produkte  der  Alisclimtte  aller  Sekanten 
haben,  die  von  dem  Punkt  durch  den  Kreis  gezogen  werden  können.  Ist  e  die 
Entfernung  des  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  vom  Radius  /■,  so  ist 
der  Wert  d^r  Potr-nz  r-  — Kr  ist  i^xiiiv,  l:!.m.1i  \nll,  ii.'L;,iti\  ]<•  nachdem 
der  Punkt  außerhalb,  auf  der  Peripherie,  ninerhaib  des  Kreisi-s  iieu't.  S«"hncidet 
eine  beliebige  durch  J'  gehende  Sekante  den  Kreis  in  A  und  E,  so  ist  der 
Weit  der  Potenz  J*A  •  PB,  wobei  PA  and  PB  positiv  zn  nehmen  sind,  wenn  P 
auüerhalb  des  Kreises,  dagegen  mit  ent^e^enj-esetzten  X'orzeichen,  wenn  /*  inner- 
liall)  des  Kreises  lietjr.  ]m  ersf»>n  Falle  ist  der  Wert  der  Potenz  aneh  tdcich 
dem  Quadrat  der  von  dem  i'unkt  an  den  Kreis  gelegten  Tangente:  im  zweiten 
ist  der  absolute  Wert  der  negativen  Potenz  gleich  dem  Quadrat  der  halben 
durch  den  Punkt  gehenden  kürzesten  Sehne.  Die  Potenz  des  Mittelpunkts  des 
Kreises  in  Bezng  auf  den  Kreis  ist  ^r*. 

Für  viTsthiedene  Punkte  bei  fi«'inselben 
Kreis  lolgl  hieraus:  Zu  jetlem  Punkte  gibt  es 
unendlich  viele,  die  mit  ihm  in  Beziehung  auf  den- 
s«*lben  Kreis  gleiche  Poi<'nz  haben.  Alle  dii>se 
Puiikte  ntflssen  mit  dem  ''rNtfit  t-leifh**  Fnt- 
fernung  \om  Mittelpunkt  hal)eii:  thr  ijeometrischer 
Ort  ist  also  der  durcli  den  gegebenen  Punkt 
gehende  konzentrische  Kreis.  Dagegen  ändert 
sich  die  Potenz  (  ines  Punktes,  wenn  seine  Ent- 
fernung vom  Mitti'lpiiiikt  siel»  .iiiderl. 

Hiernach  läUt  sich  die  Aufgabe  lu.sen:  .\ul 
einer  Geraden  oder  einem  Kreise  einen  Punkt  zu 
bestimmen,  der  in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Kreis  eine  gegebene  Potenz  hat. 

Ist  /'ein  Punkt  innerhalb  eim-s  Kreises  .l/(l"ii:.  A/i  die  in  /' iialbierie 

Sehne  dieses  Kreises,  so  wird  <ler  uro      mit  der  ilälite  der  Sehne  als  Radius 
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beachriebene  Kreis  von  dem  Kreise  M  in  einem  Durchmesser  geschnitten  nnd 

umjiekehrt  muü  der  Mittelpunkt  P  eines  Kreises,  der  von  einem  gegebenen 
Kreise  .1/  In  einem  Durchmesser  tirschiiittcn  worden  soll,  innrrhrUi>  dieses  Kreises 
so  liegen,  dali  er  die  gemeinschaJtliche  Sehne  beider  Kreise  halbierU 

Wird  also  ein  Kreis  P  von  einem  Kreise  M  in  einem  Durchmesser  ge- 
schnitten, so  ist  das  negative  Quadrat  des  Radius  von  P  die  Potenz  des  Mittel- 
punkts P  in  Beziehung  auf  den  Kreis  M. 

Ist  P  ein  Punkt  atißrrhalh  eines  Kreises  M  (Fig.  189),  PT  die  von  P  an 
diesen  Kreis  gelegte  iangente, 


so  schneidet  der  mit  PT  um  P 
beschriebene  Kreis  den  Kreis 

M  in  7"  so,  daß  die  in  T  an 
b«*irlf'  Kreise  gelr<jtpn  Tarcntcn 
auteinander  senicrecht  stelu-n; 
denn  ist  /7  Tangente  des  Kreises 
J/,  so  ist  sie  senkrecht  zu  dem 
llrriilinin'^'STri<liiis  .1/7'  mihI  dieser 
aiso  ais  Scnkreciite  zu  dem 
Radius  PT  des  Kreises  P  eine 
Tangente  dieses  Kreises.  Man 
versteht  nun  unter  dem  Winkel 


zweier    einander     schiieideiKl«  t  Fig.  Iä 

Kurven  allgemein   den  Winkel 

der  in  dem  Schnittpunkt  an  diese  Kursen  gelegten  Tangenten.  Daher  kann  mau 
hier  sagen,  dafi  jeder  der.  Kreise  M  nnd  P  den  andern  rechtwinklig  schneide. 

Da  jedt  der  in  T  an  diese  Kreise  gelegten  Tangenten  zugleich  Radius  des 
andern  Kr«"ises  ist,  so  kann  man  auch  saeen,  daß  zwei  Kreise  einandf»r  rccht- 
wmklig  scbaeiden,  wenn  die  nach  einem  Schnittpunkt  gezogenen  Radien  auf- 
einander senkrecht  stehen  und  umgekehrt 

Schneiden  zvrei  Kreise  einander  rechtwinklig,  so  ist  das  Quadrat  des  Radius 
des  einen  die  Potenz  seines  Mitteljjunkts  in  Beziehung  auf  den  andern. 

Irder  Dnrrhmcfj^er  AB  eines  von  zwei  einander  rerhhviiiklie  schneidenden 
Kreisen  wir<i  »lurch  die  Schnittpunkte  6',  D  mit  dem  andern  harmonisch  geteilt: 
denn  ist  M  der  Mittelpunkt  des  ersten  Kreises,  so  ist  =  MA^  ^  MC  -  MDt 
woraus  nach  §  4«i  Nr.  1  die  Behauptung  folgt. 

Es  ergel)en  sich  nnn  unmittelbar  die  L<')snnt,"'n  folgender  Aiifu'aben: 

Den  geotnetrischen  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise  zu  bestimmen,  die 
einen  gegebeneu  Radius  haben  und  a)  von  einem  gegebenen  Kreise  in  einem 
Durchmesser  geschnitten  werden  oder  b)  einen  gegebenen  Kreis  rechtirinklig 
schneiden. 

I)«'n  geometrischen  Ort  der  Mitte!|)unkte  aller  Kreise  zn  liestimmen,  die 
einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  rechtwinklig  scheiden. 

Einen  Kreis  zu  konstruieren,  der  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen 
Punkte  rechtwinklig  schneidet  und  a)  seinen  Mittelpunkt  auf  einer  Geraden 
oder  b)  einen  gegebenen  Radius  hat. 

Killen  Kreis  zu  k«instruieren,  der  einen  g«'gebeneii  Radius  hat,  dc^xen  Mittel- 
punkt auf  einer  gegebenen  Geraden  liegt  und  der  aj  einen  gegebenen  Kreis 
rechtwinklig  schneidet '  oder  b)  von  einem  g(>g(^benen  Kreis  in  einem  Durch- 
messor  u'eschnitten  wird. 

2.  Sc  hneidet  man  zwei  gegebene  Kn-ise  .1/,  und  M.  i  l"ig.  1(10)  durch 
einen  beliebigen  dritten  Kreis  und  \erbindet  si'ine  Schnittpunkte  auf  jedem 
Kreise  ,  /, ,  /»',  und  .7, ,  Aj,,  so  schneiden  sich  diese  Verbindungslinien  in  I\ 
Da  nun  /W,//,  und  PA  Jl,  Sekanten  des  dritten  Kreises  sind,  so  muß 

PA^'  PBy^      PA^  *  PB^ 
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sein,  d.  ii.  /*  mnü  in  B«^/!!«,'  finf  bfMilc  Kreise  gleiche  Potenz  haben.  Zieht  man 
iiiUKckehrl  durch  einen  Punkt  P  der  in  Beziehung  au{  beide  Kreise  glcicht- 

Potenz  hat  zwei  beliebige 
Sekanten  durch  beide  Kreise, 
so  liegen  die  vier  Schnitt- 
punkte   auf   ein*'m  Kreise. 

Liegt  ein  i^uikt,  der 
in  Bezuf!  auf  svet  Kreise 
gleiche  Potenz  hat,  außer- 
halb beider,  so  situ!  rlie 
von  ihm  an  die  beiden 
Kreise  gelegten  Tangenten 
einander  gleich  und  er  ist 
der  Mittelpunkt  eines  Krei- 
ses, der  beide  geyebenen 
rechtwinklig  schneidet. 

Liegt  ein  Punkt,  der 
in  Bezug  auf  zwei  Kreise 
Ijleiche   Potenz   hat,  inner- 
Fig.  liiQi  halb   beider,    so    sind  die 

durch  diesen  l'unkt  zu  ziehen- 
den kleinsten  Sehnen  der  beiden  Kreise  einander  gleich  und  er  ist  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises,  der  beide  in  Diametralpunkten  schneidet. 

Verbitidi  t  man  einen  Punkt  P,  der  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreis«-  J/, 
und  .1/.  mit  (l'-n  Kadi«*n  r,  und  gleiche  Potenz  hat,  mit  den  Mittelpunkten 
der  beiden  Kreise,  so  muli 

rM\  —  r\  -  PMl  —  r\ 

sein,  oder  anch 

/W.»  —  PM*     r?  =  r»  , 

I'älU  man  von  /'  die  SmikrtH  lur  /*Q  auf  die  Cenir.ile  J/j.l/,  ■-=      so  isl 

P</  -  PMl  —  QMl  -  PMi  -  QAfl  , 

mithin 

PM*—l\Ml      Q.\f;      QMl  -  r[      ,\  . 

Nimmt  man  auf  PQ  den  beliebigen  Punkt  P  an  und  verbindet  ihn  mit  J/| 
und  jy^,  so  ist  auch 

P<^  =  PMl  —  QMl  -  PMl  —  QMl  . 

also 

J"A/-      PMl     QMl  ~  QMl     /  i  —  /  • 

oder 

P'Ml  —  r^^P'Ml-rl  , 

d.  h.  der  Punkt  P  hat  ebenfalls  gleiclie  Potenz  in  Bezug  aul  beitu-  Kr«'i»o. 
Da  P  ein  beliebiger  Punkt  von  PQ  war,  so  haben  alle  Ptuikte  dieser  Geraden 

•gleiche  Pottii/  in  Bezn^  auf  beide  Kr«-isf.  Uni'^ek«|iri  zei-i  die  Kntwicklung, 
(|;tU  jeder  Punkt,  der  in  \W/.\\\i  auf  b»M(!e  Krciv-  -!.  ;,  h.-  I'mI.  i,/  hat,  auf  der 
(ieradeu  J^Q  hegen  muli.  iNenni  man  daher  den  gfometriN«  Ikmi  Ort  alh  r  Punkte, 
die  in  Bezug  auf  zwei  Kreise  gleiche  Potenz  haben,  die  Potenzlinie  der 
beiden  Kreise,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Poteiizlinie  z\vei«  r  Kreise  isl  eine  auf  dt-r  Centrale  senk- 
r«  clit<-  (lerade.  Sie  ist  b<->timmt  durch  einen  ihrer  Punkte  und  die  Centrale 
o»ler  durch  zwei  ilirer  Punkte. 
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Haben  die  beiden  Kreise  einen  freroeinsamen  Punkt,  so  mnß  die  Potenz- 

linif  durch  difsiMi  Punkt  pchtMi,  weil  er  in  R«v.iii;  auf  Ix  idi'  Kn'ise  die  Potenz, 
Null  hat.  Dahrr  ist  dir  Potcnzliiiir  /wi  kt  ciiiandcr  schn<Md«*nd«T  Kreise  die 
durch  ihre  Schnittpunkte  gehende  Gerade  und  di<'  Polenzlinie  zweier  sich  be- 
rührender Kreise  die  durch  den  Berührungspunkt  j^ehendc  gemeinsame  Tangente. 

Wenn  swei  Kreise  gemeinsanie  Tangenten  haben,  so  werden  ihre  Abschnitte 
zwischen  den  ßenihrangspunkten  durch  die  Potenzlinie  halbiert,  weil  die  von  den 
Schnittpunkten  der  gemeinsamen  Tanyentefi  und  der  Potenzltnie  an  die  Kreise 
gelegten  Tangenteil  einander  gleicii  seia  müssen. 

Im  allgemeinen  ist  die  Lage  der  Potenzlinie  zweier  Kreise  durch  den  Punkt  Q 
bestimmt.    Aus  den  beiden  Gleichungen 

W  +  <2'^/.  -  ^  .    Q^^fi  -  QM;  -r\  -  -  r', 

findet  man 

und  dann 

Setzt  mau      >       voraus,  so  ist  (^JJ^  immer  positiv,  nur  so  lanije  als 

ist.    Im  Falle 

wird  der  kleinere  Kreis  von  dem  großem  in  Diametralponkten  geschnitten,  es 
ist  dann  QM^  --^  )/  (  /  QA/^  =»0:  der  Durchmesser  selbst  ist  die  Potendinie. 
Ist     <     —       so  wird  QAf^  negativ,  Q  liegt  auf  der  Verlängerung  der  Ccn- 

tralr  über  den  Mittelpunkt  des  kh  inr-rn  Kreises.  Ks  liegt  also  immer  die  Poteiiz- 
linie  dem  Mittelpunkt  des  kleinern  Kreise«;  »riher.  Ist  <*  =  0,  sind  die  Kreise 
also  konzentrisch,  so  liegt  die  Potenzlinie  unendlich  fern.  Die  besondern  haiie: 
^  —  /-^  +  /\,  und  <•  =  r,  —  r,  fuhren  auf  schon  bekannte  Resultate  zurück. 

3.  Zu  ririem  gegebent  u  Kreise  Und  einer  gegebenen  Geraden  gibt  es  un- 
endlich viele  Kn  isf.  dit"  niii  (i<-m  c'^fbencn  die  Gerade  als  Potenzlinir  haben; 
ihre  Mittelpunkte  liegen  aul  der  Senkrecliten  zu  der  gegebenen  Geraden,  die 
durch  den  Mittelpunkt  des  gegebeneu  Kreises  geht.  Aus  Nr.  2  ergibt  sich,  wie 
man  irgend  einen  dieser  Kreise  konstruieren  kann.  Ist  der  Radius  eines  solchen 
gegeben,  so  gibt  es  zwei  symmetrisch  zur  gegebenen  Geraden  Ii(*genden  Kreise. 

Alle  unendlich  vicliii  Kreise,  «lie  inif  einem  gegebenen  Kreise  eine  i;e- 
gebene  Gerade  als  Potenzlinie  haben,  bilden  eiu  KreisbüHchel.  Irgend  zwei 
Kreise  eines  Bfischels  haben  dieselbe  Gerade  als  Potenzlinie.  Schneiden  sich 
zwei  Kreise  eines  Büschels,  so  gehen  alle  Kreise  des  Bfischels  durch  dieselben 
zwei  Punkte.  Beriihren  sich  zwei  Kreise  eines  Fiüschels,  so  berühren  alle  Kreise 
des  Buschpls  einander  in  demselben  Punkte.  Hab^n  irgend  zwei  Kreise  ein«-s 
Büscheln  keinen  Punkt  gemein,  so  haben  keine  zwei  Kreise  einen  Punkt  gemein. 

Liegt  ein  Punkt  der  Potenzlinie  eines  Büschels  außerhalb  eines  Kreises,  so 
lii  i^'t  er  außerhalb  aller  Kreise  des  Büschels:  man  kann  von  ihm  an  alle  Kreise 
des  Büschel«;  'jlcii  iir  TaTiircnitni  Ifj'-n.  Dit  I'imkt  ist  dann  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  der  samtliclie  Kreise  recitiwinkliu  schneidet. 

4*  Sind  drei  Kreise  ^f^,  J/j,  gegeben,  so  erhalt  man  durch  \'er- 
bindnng  von  je  zweien  drei  Potenzlinien.  Der  Schnittpunkt  der  Potenzlinie  von 
imd  JH^  mit  der  Potenzlinie  von  Af^  und  Ji^  hat  die  Eigenschaft,  daß  seine 
BcauwiOLeiis  Handbudi  der  Matlieiutik,  S.  Anit,  Bd.  L  26 
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I'ntcnz  in  B«'zif>httnp  auf  .l/j  irleich  seiner  Potenz  in  Beziehung;  auf  .1/,  nnd  2:!eirh 
seiner  Potenz  in  Beziehung  auf        ist,  d.  h.  er  muli  ein  Punkt  der  Potenzlinie 

von       und       sein«   Daher  ergibt  sich  der  Satt: 

Die  drei  Poteazlinien  dreier  Kreise  schneiden  einander  in  dem- 
selben Punkte. 

Dieser  Punkt  heiüi  der  Potenzpunkt  der  drei  Kreise, 

Ein  endlicher  Poteiupuukt  existiert  nur  dann,  wenn  die  Mittelpunkte  der 
drei  Kreise  nicht  aaf  einer  Geraden  liegen.  Liegen  die  drei  Mittelpunkte  auf 
einer  Geraden,  so  sind  im  allgemeinen  die  drei  Potenzlinien  parallel,  der  Potenz- 
punkt liegt  al^sn  niien(1lich  fem.  Bilden  die  drei  Kreise  ein  Büschel,  so  fallen 
die  drei  Potenzlinien  in  eine  Gerade  zusammen  und  es  ist  dann  jeder  Punkt 
der  gemeinsamen  BotensKnie  Potempunkt  der  drei  Kreise. 

Ans  dem  Sats  vom  Potenzponkt  erhält  man  folgende  besondere  Fälle: 

Schneiden  drei  Kreise  einander,  so  s(  lineiden  ihre  drei  pemeinschaftlichen 
.Sehnen  einander  in  demselben  Punkte.  —  Berührt  jeder  von  drei  Kreisen  di«« 
beiden  andern,  so  gehen  die  an  die  Berührungspunkte  gelegten  gemeinschaiüichcu 
Tangenten  durch  denselben  Punkt  —  Berührt  ein  Kreis  zwei  einander  schneidende 
Kreise,  so  liegt  der  Schnittpunkt  der  durch  die  Berührungspunkte  gehenden  ge- 
meinschaftliche:! T:inL'''nten  auf  der  gemeinschafdichen  Sehne.  Für  alle  Kreise, 
die  zwei  '^e^ehi  ii'-  Kreise  schneiden  oder  berühren,  liefen  die  Schiiilt]nuikte  di-r 
beiden  gemeinsciiaidichen  Sehnen  oder  der  enusprerhenden  Tangenten  in  ein«-r 
Geraden,  nämlich  der  Potendinic  der  beiden  gegebenen  Kreise. 

Insbesondere  ist  die  in  Nr.  2  angegebene  Konstruktion  eines  Punktes,  der 
in  Bezug  atif  zwei  Kreise  gleiche  Polenz  hat,  niehts  anders  als  die  Konstruktion 
des  Potenzpunktes  der  beiden  Kreise  und  eines  beliebigen  dritten,  der  beide 
schneidet 

5.  Denkt  man  sich  den  Radios  eines  Kreises  stetig  abnehmend,  so  kann 

der  Mittelpunkt  als  die  Grenze  betrachtet  werden,  der  sich  der  Kreit  cdme 

Ende  nähert.  Iti  diesem  Sinne  kann  man  einen  Punkt  als  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  Null  ansehen.  Man  kann  daher  auch  die  vorstehenden  Untersuchungen 
auf  die  Fälle  ausdehnen«  daS  ein  oder  mehrere  Kreise  sich  auf  Punkte  reduzieren. 

Hiemach  hat  man  unter  der  Potenz  eines  Punktes  P  in  Beziehung  auf  einen 
gegebenen  Punkt  M  das  Quadrat  der  Kntfernnng  beider  I'unkte  voneinander  zu 
verstehen.  Der  geometrische  ( )rt  der  Punkte,  die  in  Heziehiuii^  .lul  den  ge- 
gebenen Punkt  M  die  gegebene  Potenz  haben,  ist  also  der  mii  dem  Radius  /" 
um  M  beschriebene  Kreis. 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  ^f  und  eines  Punktes  P  ist  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  die  in  Hi  ziehuii^  auf  diesen  Kreis  und  diesen  Punkt  gleiche 
J'otenzen  haben.  Um  sie  zu  bestimmen,  hat  man  nur  die  vorstehenden  Ent- 
wicklungen mit  der  .Vbänderung  zu  wiederholen,  daU  der  Radius  des  kleinem 
Kreises  gleich  Null  gesetzt  wird.  Die  gesuchte  Potenzlinie  ist  eine  Gerade  und 
steht  senkrecht  auf  der  \"erbindnngslinie  des  Punktes  P  mit  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises  .1/  Li«'gt  /*  auf  dem  Kreise  M,  so  ist  die  Potenzlinie  die  dur«  Ii  /' 
gehende  iangente  des  Kreises;  iu  allen  andern  Fällen  liegt  die  Potenzlinie 
außerhalb  des  Kreises.  Ist  P  insbesondere  der  Mittelpunkt  von  AT,  so  liegt  die 
Potenzlinie  tmendlich  fem. 

Die  Polenslinie  zweier  Punkte  Ai  B  ist  die  Mittelsenkrecbte  ihrer  Ver- 
bindungslinie. 

Die  drei  Potenzlinien  zweier  Kreise  und  eines  Punktes  oder  eines  Kreises 
und  zweier  Punkte  oder  dreier  Punkte  schneiden  einander  in  demselben  Punkte« 

dem  Potenzpunkte  der  Kreise  oder  Punkte. 

I"ür  den  l",dl,  (laL'i  drei  Punkte  gegeluMi  -.ind.  ri-duznTt  sicti  der  \nrstchen<le 
Satz  aui  den  bekannten,  daü  die  drei  Mittelseukrechten  der  S«nten  eines  Drei- 
ecks einander  in  dem  Mittelpunkte   des  Umkreises  schneiden.     Ist  ein  Kreis 
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nebst  svrei  auf  ihm  liegenden  Punkten  gegeben,  so  hat  man  den  cbenfallä  be- 
kannten  Sau:  Zwei  Tanpcntcn  eines  Krrises,  die  einander  schneiden,  sind  — 
von  den  Berührungspunkten  bis  zum  Schnittpunkt  gerechnet  —  gleu  li  lang,  und 
ihr  Schnittpunkt  liegt  aul  der  zur  Verbindungsschne  der  Berührungspunkte  senk- 
rechten nnd  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  Geraden. 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  und  eines  außerhalb  liegenden  Punktes  halbiert 
die  beiden  von  dem  Punkt  an  den  Kreis  ijplci;tt'n  Tanj^cntcn. 

Zieht  man  die  Bcrühruogssehnc  EF  (Fig.  IUI)  zu  den  von  einem  Punkte Z> 
auOeclialb  eines  Kreises  M  an  diesen  gelegten  Tangenten  DE,  DE,  so  ist  diese, 
weil  zu  der  Centrale  DM  senkrecht,  zu  der 


Potenzlinie  des  Punktes  D  und  des  Kreises 
parallel.  Der  Abstand  des  Punktes  C,  in 
dem  die  berutiruiigssehne  die  Centrale  schnei- 
det, \fm  dem  Punkte  D  wird  daher  ebenso, 
wie  die  Tangenten,  von  der  Potenzlinie  halbiert. 
Da  also  die  Potenzlinie  die  Mittrlscnkrerhtf' 
zu  CD  ist,  so  muÜ  ihr  Schnittpunkt  G  mit 
DE  \on  C  und  D  gleich  weit  entfernt  sein. 
Es  ist  mithin  auch  GE  =  GC\  also  G  ein 


Punkt,   der  in  Beziehung  .auf  den  Kreis  Af  Flg. ItL 

un<l  den  Pimkt  C  gleiche  Potenz  hat.  Illrratis 

geht  her\or,  daß  die  Potcnzlinie  von  AI  und  D  zugleich  die  Potenzlinic  von 
M  und  C  ist,  oder  der  Saht: 

Die  Potenslinie  eines  Kreises  nnd  eines  innerhalb  liegenden 
Punktes  C  halbiert  die  beiden  Tangenten,  deren  Berfihrnngssehne  in 
dem  I*nnkte'  f'hnlbicrt  wird. 

l-",s  läÜt  sicii  dieser  Satz  mit  dem  vorhergeiieiiden  vereinigen.  Aus  §  40  Nr.  1 
ist  bekannt,  daß  die  Punkte  C  nnd  D  den  durch  C  gehenden  Durchmesser 
harmonisch  teilen.    Daher  gilt  der  Sata: 

Die  Potenzlinir  rincs  Kreises  und  eines  Punktes  h.illiiert  den 
Absland  dieses  Punktes  von  dem  ihm  zugeordneten  harmonischeu 
Teilpunkt  des  Durchmessers,  auf  dem  der  Punkt  liegt. 

Hiernach  kann  die  Konstruktion  der  Potenslinie  eines  Kreises  und  eines 
Punktes  auf  verschiedene  Weise  ausgeführt  werden.  Auf  die  Halbierung  der 
Tani!<*nten  führt  die  .\nwendung  des  Pntenzpunktes.  Um  mit  dessen  Hilfe  die 
Potenzlioie  eines  Kreises  M  und  eines  Punktes  D  zu  konstruieren,  kann  man 
einen  Kreis  zeichnen,  der  durch  D  geht  und  M  schneidet  oder  berührt.  Die 
gemeinschaftliche  Sehne  beider  Kreise  und  die  in  D  an  den  Hilfokreis  gelegte 
Tangente  müssen  sich  als  Potenzlinien  in  dem  Potenzpunkt  srluieideii,  der  alsn 
ein  Punkt  der  cresnrhtrn  Potcnzlinie  ist.  Noch  einfacher  nimmt  man  auf  M 
irgend  einen  andern  Punkt  //  an  und  bestimmt  den  Potenzpunkt  von  J/,  D 
und  H  mittels  der  in  H  vn  M  gelegten  Tangente  und  der  Mittelsenkrechten 
von  D  und  H.  Da  H  willkürlich  ist,  so  kann  man  für  einen  äufiem  Punkt  D 
den  Berührungspunkt  einer  von  D  an  M  i:eIeL;ten  Tan£;ente  wählen  und  man 
sieht,  daü  man  dann  auf  den  Satz  zurückkommt,  nach  dem  der  ilalbierungspuukt 
dieser  Tangente  ein  Punkt  der  gesuchten  Poienzlinie  ist. 

Der  Potenzpnnkt  dreier  Kreise  führt  snr  Auflösung  folgender  Aufgaben: 

Einen  Kreis  zu  konstruieren,  der  a)  drei  gegegebene  Kreise  rechtwinklig 
schneidet  oder  b)  von  jedem  von  drei  gegebenen  einander  schneidenden  Kreisen 
unter  einem  Durchmesser  geschnitten  wird,  oder  c)  zwei  gegebene  Kreise  recht- 
winklig schneidet  und  durch  einen  gegebenen  Pnnkt  geht  oder  d)  einen  gegebenen 
Kreis  rechtwinklig  schneidet  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht 

Man  kann  den  Radius  eines  Kreises  unbegrenzt  wachsen  la.ssen  und  die 
Gerade  als  einen  Kreis  mit  unendlich  groliem  Radius  ansehen.    Naclt  Nr.  2  ist 
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dann  die  PolcnzJinie  nincs  Kreises  und  <'iiif^r  r.orarien  odf-r  eines  Punktes  und 
einer  Ger.iden  diese  G»*rade  selbst.  l)5iher  ist  die  l'otcn/linie  eines  Kreisbüschels 
als,  der  zu  diesem  Büsclu-l  gehörige  Kreis  mit  unendlich  großem  kadius  zu 
betrachten. 


§  49.    Pol  und  Polare. 

1.  Zwei  Punkte  C,  die  den  Dur«  hni<  r  AB  eines  Kreises  harmonisch 
feilen.  Iii*iß>Mi  7ti?enrdnele  Pole  des  Kreises  (vgl.  ^  46  Nr.  1).  Ist  M  der 
Mittelpunkt,  r  der  Radius  des  Kreises,  so  ist 

MC  .  MD   -  r-'  . 

\V)n  zw  ri  /.iiiicordiieten  Polfii  des  Kreises  Ii'  _  r  i  r  rine  iniierliallv.  der  «indr»- 
aut  derselben  Seite  des  Mittelpunkte  aulierhalb  des  Kreises.  Der  zugeordnete  l*ol 
des  Mittelpunkts  liegt  unendlich  lern  auf  einem  beliebigen  Durchmesser  und  der  zu 
dem  unendlich  fernen  Punkte  eines  Durchmessers  zugeordnete  Pol  ist  der  Mittelpunkt 
des  Kreises.  In  einem  Punkt  der  Peripherie  fallen  zwei  zi^eordncte  Pole  zusammen. 

Zwei  zugeordnet»'  Pole  eines  Kreises  haben  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  eine 
gemeinschaftliche  PuteozUnie  und  umgekehrt.  Jeder  Kreis,  der  durch  zwei  zu- 
geordnete Pole  eines  Kreises  geht,  schneidet  diesen  rechtvrinklig. 

Eine  Gerade,  die  in  einem  von  svei  zugeordneten  Polen  auf  dem  zu  diesen 
gehörigen  Durchmesser  senkrecht  steht,  lieilit  die  Polare  des  andern  Pols  und 
dieser  der  Pol  der  Geraden.  7m  jedem  Punkte  gibt  es  als  in  Bezug  auf  den 
Kreis  eine  Polare;  zu  jeder  Geraden  eim-n  Pol. 

Die  Polare  eines  außerhalb  des  Kreises  liegenden  Punktes  geht  durch  die 
Berührungspunkte  der  von  dem  Punkt  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten,  ist  also 
die  Hi-rührungssehne  dieses  Punktes.  Die  i'nlare  eines  auf  de-m  Kreise  liei;i  fulen 
Punktes  ist  die  durch  diesen  Punkt  gehende  langente.  Die  Polare  eni.  s  inner- 
halb des  Kreises  liegenden  Punktes  liegt  außerhalb  des  Kreises  und  geht  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten,  deren  Berührungssehne  in  dem  Punkte 
halbiert  wird.  Die  Polare  des  Mittelpiuiktes  ist  eine  unendlich  ferne  Gerade, 
jeder  Dnrrliiiiesser  des  Kreises  ist  die  Polare  des  auf  dem  ZU  ihm  senkrechten 
Durchmesser  unendlich  lern  liegenden  Punktes. 

Der  Pol  einer  Geraden,  die  den  Kreis  schneidet,  ist  der  Schnittpunkt  der 
beiden  an  die  gemeinsamen  Punkte  von  Kreis  und  Gerade  gelegten  Tangente. 
Der  Pol  einer  Tangente  eines  Kreises  ist  der  Berührungspunkt.  Liegt  eine  Ge- 
rade außerhalb  eines  Kreises  und  le'jt 
man  von  ihrem  Schnittpunkt  mit  dem 
ZU  ihr  senkrechten  Durchmesser  die 
beiden  'Pangenten  an  den  Kreis,  so 
schneidet  die  Berührungssehne  diesen 
Durchmesser  im  Pol  der  (Geraden.  Der 
I'ol  einer  unendlich  lernen  Geraden  ist 
der  Mittelpunkt  des  Kreises. 

2.  Ks  sei  A  »'in  beliebiger  Punkt 
und  MX  (l'ig.  11(2 a.  b)  seine  l'nlaf  in 
Beziehung  auf  den  Kreis  A'.  Zieht  man 
nun  eine  beliebige  Gerade  und  fällt  auf 
sie  vom  Mittelpunkt  K  die  Senkrechte 
KP,  die  MX  in  Q  schneidet,  .so  ist, 
wenn  B  der  zu  A  zu'j^eordnete  Pol,  also  KB  «enkrerlit  /n  MN  ist,  /_  KBQ 
=  Zl  KrA  ^  au"  und  daher  :^KBQ      ._  KBA .    Hieraus  lulgt: 

A  B  :  A'Q  =  A7' ;  KA 


\ 


\ 


oder 


KA  '  KB  =  KP  .  KQ 
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Da  nun  nach  der  Voraussetxung  KA  *  KB     r^,  so  ist  auch 

KP*KQ^r*  , 

d.  h.  P  und  Q  sind  ebcnfalb  sufi^eordnet«  Pole  des  Kreises  A';  AP  ist  die  Pollire 

\'on  Q  und  Q  ist  der  Pol  von  AP. 

Ilirraiis  foIf;t:  Die  Fnlf  aller  (It'- 
raden,  die  tlurch  dcnsi^lben  Punkt 
liehen,  liegen  auf  einer  Geraden» 
nämlirh  der  l'olare  dieses  Punktes; 
oder  dreht  sich  tinr  (Jerade  um 
einen  festen  I*uiilct,  so  Ixwe^t 
sich  ihr  Pol  auf  der  Polare  dieses 
Punktes. 

Nimmt  man  um^iekehrt  auf  derPolare 
ein'-s  I'uiikics  ./  auUrr  »<einem  zugpord- 
neien  l'ole  B  einen  zweiten  Punkt  Q  an, 
SO  folgt  in  gleicher  Weise,  daß  die  Polare 
von  Q  durch  A  gehen  muß,  d.  h.:  Die 
Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden 
!;elien  durch  den  Pol  dieser  Ge- 
raden, oder  bewegt  sich  eiu  Punkt 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich 
die  Polare  des  Punktes  um  den 
Pol  der  fjerad«'n. 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkt«' 
ist  iuernach  die  Polare  des  Sciuiittpunktü 

der  Polaren  dieser  Punkte.    Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden  ist  der  Pol  der 

\'erbiiulun^slinie  der  Poli    dieser  Geraden.     Ist  der  Schnittpunkt  zweier  Geraden 
der  Po!  <  iurr  (iritim  (Ii  racirn,  -^o  geht  diese  durch  die  Pole  der  beiden  Geraden. 
Als  besoniiere  Kalle  ergelien  sich  noch  folgende: 

Liegen  die  Scheitel  mehrerer  Winkel,  deren  Schenkel  einen  Kreis  berühren, 
auf  einer  Geraden,  so  schneiden  die  zugehörigen  Berührungssehnen  einander  in 
ein»  in  l'iinkte,  d«'m  Pole  der  Geraden. 

Zieht  man  <lurch  einen  Punkt  beliebig  \iele  Sehnen  dnrrh   dir  l'.iul- 

puukte  einer  jedeu  die  Tangenten  an  den  Kreis,  so  hegen  die  Schnittpunkte  aller 
Tangentenpaare  auf  einer  Geraden,  der  Polare  des  Punktes. 


Fig.»«a. 


Fi«.  198 


Ij.  Zi«'ht  man  durch  einen  Punkt  B  <'ine  Sehne  CD  in  einem  Kr«'ise  K 
(l"ig.  lt>3a,  b),  die  \un  der  Polare  des  Punktes  ß  \vl  E  geschnitten  wird,  so  sind, 
wenn  A  der  zugeordnete  Pol  und  FG  der  Durchmesser  durch  den  Punkt  B  ist, 
die  Geraden  DF%  DG  und  Dli,  DA  vier  harmonische  Strahlen.  Da  nun  DG 
auf  dem  zugeor(lnet<>n  Strahl»-  DF  senkrecht  steht,  so  muß  DG  den  Winkel  HDA 
der  beiden  andern  Strahlen  halbieren.    Aus  der  Gleichheit  der  Periphenewinkel 
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CDGt  GD/f  folgt  aber  dir  Cilcicbheit  der  xiitrehSrigen  Bogen  und  der  SehiHn  CG 
und  Gfi',  die  dann  leicht  zu  beweisende  Konijnienz  der  Dreiecke  CGA  und  G//A 
führt  zu  der  l-'olgerung,  daU  auch  die  Winkel  CAG*  HAG  eiuaoder  gleich  sind. 
Da  außerdem  die  Polare  AE  auf  dem  Strahl  AG  senkreclit  wt,  so  bilden  AE^ 
AB  und  ACr  AH  ebenfalls  ein  harmonisches  Büschel  und  müssen  daher  die 
Sekant«>  DE  in  vier  harmonischen  Punkten  schneiden.  Somit  ergibt  sich  der  Satz: 
Je<le  (Inrrh  einen  l'unkt  gehend«'  Sehne  eines  Kreises  wird  durch 
diesen  Punkt  und  seine  Polare  harmonisch  geteilL 

Umgekehrt  mufi  jeder  von  zwei  harmonischen  Teilpunkten  einer  beliebigen 
Sehne  CD  eines  Kreises  auf  der  Polare  des  andi-rii  Teilpunkts  liegen. 

Bestimmt  man  anf  allrn  durrli  fitini  Punkt  u«  h<'ii(ifn  Srkanfen  eines  Krpisrs. 
den  dem  Punkt  zugeordneten  liarmonischen  1  eilpunkt  der  Kreissehne,  so  lieg«'n 
alle  diese  Punkte  auf  der  Polare  des  ersten  Punktes.  Die  Polare  eines  Punktes 
ist  also  der  geometrische  Ort  der  diesem  Punkte  sngeordneten  harmonischen  Teil- 
pnnkt  aller  Sehnen  des  Kreises,  die  durch  (iii-s«  n  l'unkt  gehen.  Sie  ist  durch 
zwei  dieser  zugeordneten  harmonischen  Teilpunkto  bi  stimmt. 

Durch  \  erbindung  der  Kndpuukte 
zweier  durch  denselben  Punkt  in  den 
Kreis  gesogenen  Sehnen  entsteht  ein 
dem  Kreise  eingeschriebenes  X'iereck, 
Ks  sei  /iinärhst  füpser  Punkt  G  ein 
innerhalb  des  Kreises  A'  (Fig.  1 1>4 ) 
liegender,  AC  und  BD  seien  die  durch 
ihn  gezogenen  Sehnen»  und  das  \'ier- 
eck  ABCD  werde  /um  \  oll-r.iiHÜgen 
Vierselt  ergänzt.  Dann  tritit,  wie  in 
§  47  Nr.  ü  gezeigt,  die  N'erlängerung  der 
innem  Diagonale  AC  die  äußere  Dia- 
gonale EF  in  dem  zu  G  zugeordneten 
harmonischen  T<'ilj)tnikti-  /:  die  Pnlar»» 
von  Q  rauU  also  durch  /  gehen. 
Ebenso  triffk  die  Verlängerung  der 
innera  Diagonale  BD  die  äußere  EP  in  dem  zu  G  zugeordneten  Teilpunkte  // 
von  EF\  die  Polare  von  G  muU  also  auch  durch  //  gehen.  Diese  Polare  ist 
also  die  durch  /  und  //  ^flKMidr  C ^frnde  /:/',  und  man  hat  den  Sat?: 

Der  Schuiltpiuikt  der  inn«Tn  Diagonah'n  eines  einem  Kreise  eingeschrielieneu 
vollständigen  Vierseits  ist  der  Pol  der  äußern  Diagonale. 

Daher  muü  ferner  die  Polare  des  auf  dieser  (leraden  liegend<'n  Punktes  F 
durch  diesen  Li  hen,  und  zieht  man  noch  KG,  \\<'\c\w  d  rarlc  HC  in  dem 
zu  F  zugeordneten  harmoni<;rhen  Tfilpuukii'  /.  ^fhiu  uif'n  muU,  so  <'rgibt  sich, 
daU  die  Polare  von  /'  aucli  durch  /,  gelieii  muij,  daLJ  also  EG  die  l'olare  von  P 
ist.  Selbstverständlich  kann  man  in  gleicher  Weise  zeigen,  daß  GF  die  Polare 
von  E  ist. 

Sind  also  durch  feinen  auli<'rhalb  des  Kreis'Vs  ht  „'enden  Punkt  /'  die  Sehnen 
C'Z?,  DA  gezogen,  so  ergeben  die  übrigen  \'erbinduDgslinieu  der  Endpunkte  dieser 
Sehnen  das  über^hlagene  Viereck  BCDA,  das  zum  vollständigen  Vieneit  ergänzt, 
die  weitem  Eckpunkte  G  und  E  erhält,  und  es  gilt  wieder  der  Satz»  daß  der 
Schnittpunkt  /•'  der  Diagonalen  AD^  BC  der  Pol  der  Diagonale  EG  ist.  Es  gilt 
also  allgemein  der  '^'atz: 

Der  Schnittpunkt  zweier  Sehnen  eine«  Kreises  ist  der  Pol  zu  der- 
jenigen Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  der  beiden  übrigen  Paar« 
von  Verbindungslinien  der  Knd]>unktc  dieser  Sehnen  verbindet. 

Man  kann  (Ii<>vfn  Satz  auch  wie  folgt  aussprechen:  Verlän-j'crt  man  die  Setten 
eines  einfachen  Sehnenvierecks,  so  daii  das  zugehörige  vollständige  Viersett  eni- 
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steht,  so  bildet  der  Schnittpunkt  der  beiden  innem  Diagonalen  mit  den  beiden 
äußern  Kckpunkten  ein  Dreieclc,  in  dem  jeder  Eckpunkt  der  Pol  der  gegenüber^ 

liegenden  Seite  ist. 

Der  vorstehende  Salz  gibt  ein  Mittel,  um  zu  einem  gegebeneu  Punkte  die 
Polare  in  Besug  auf  einen  Kreis  mittels  des  Lineals  allein  zn  konstruieren.  Ist 

nämlich  R  der  pej>ebene,  außerhalb  des  Kreises  liegende  Punkt,  so  ziehe  man 
durch  E  zwei  beliebige  Transversalen,  die  den  Kreis  in  /?.  ./  und  C,  D  schneiden, 
erj;änzp  durch  die  Geraden  BC,  AD,  die  einander  in  F  schneiden,  d.is  vollständige 
Vierseit,  ziehe  seine  nicht  durch  E  gehenden  Diagonalen  AC  und  BD  und  ver- 
binde ihren  Schnittpunkt  G  mit  F.  Die  Gerade  GF  ist  die  Polare  von  Die- 
selbe  Konstruktion  gilt,  wenn  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des  Kreises  liegt. 
Man  zifhc  wiodrr  durch  ^7  die  beliebigen  Transversalen  AC,  BD,  ergänze  das 
zugehörige  vollständige  Vierseit  und  bestimme  die  Schnittpunkte  E  von  AB  und  CD^ 
sowie  F  von  AD  md  BC  und  siehe  endKch  die  gesuchte  Polare  EF  von  <?. 

Da  die  Polare  EG  den  Kreis  in  den  Endpunkten  der  zu  F  gehörigen  Be- 
rührungssehne schneiden  muß,  so  läßt  sich  mit  Hilfe  dieser  Konstruktion  mich 
die  .Vnfüahe  lö«pn:  Von  rinfm  anü»Tb;i1b  eines  Kreises  gegebenen  Punkt  F  die 
Tangenten  an  den  Kreis  nur  mit  liille  des  Lineals  zu  legeti. 

4.  Bestimmt  man  zu  allen  Eckpunkten  einer  geradlinigen  Figur  die  Polaren 
in  Beziehung  auf  einen  Kreis,  so  bilden  diese  Polaren  die  Seiten  rinrr  zweiten 
Figur,  die  polar  zu  der  ursprünglichen  grnannt  wird.  Da  der  SchTiiti])uiikt  der 
Polaren  zweier  I'unkte  A,  B  der  Pol  der  \  erbindungslinie  dieser  Punkte  ist,  so 
sind  auch  die  Eckpunkte  der  Polarfigur  die  Pole  der  entsprechenden  Seiten  der 
ursprängUchen.    Diese  ist  also  die  Polarfigur  ihrer  Polarfigur. 

Allgemeiner  kann  man  sagen,  daß  wenn  ztt  jedem  Punkte  irgend  einer  Figur 
di<-  Polar»'  nnd  im  jeder  Geraden  derselben  d«T  Pol  in  Beziehung  auf  einen  Kreis 
konstruiert  wird,  diese  Polaren  und  Pole  eine  zweite  Figur  bilden,  und  daß  jede 
dieser  beiden  Figuren  die  Polarfigur  der  andern  genannt  wird. 

Sind  also  zwei  Figuren  polar  in  Bezug  auf  einen  Kreis,  so  entspricht  jedem 
Punkte  der  einen  eine  Gerade  der  andern.  Liegen  Punkte  der  einen  Figur  auf 
einer  fieraden,  so  gehen  die  entsprechenden  Geraden  der  polaren  I  igur  durcii 
emen  Punkt,  den  Pol  der  Geraden.  Schneiden  sich  Gerade  der  einen  Figur  in 
einem  Punkte,  so  li(>gen  die  entq^recheiuleQ  Punkte  der  polaren  Figur  auf  einer 
(leraden,  der  Polare  des  Punktes.  Man  kann  diese  merkwürdige  Beziehung  zweier 
ifi  Hf/tig  nnf  i'int  n  Kri  i-i?  polaren  Figuren  auch  in  der  Form  aussprechen:  Einer 
Punkirt  iiir  ist  polar  ein  Strahlbüschel,  dessen  Scheitel  der  Pol  des  Trägers  der 
Punktreiiie  ist;  einem  Strahlbüschel  ist  polar  eine  Punktreihe,  deren  Träger  die 
Polare  zum  Scheitel  des  Bfischels  ist 

Daraus  folgt:  wenn  ein  Satz  bewiesen  worden  ist,  daß  sich  in  einer  Figur 
mehrere  Gerade  in  einem  Punkte  schneiden,  so  gibt  es  einen  entsprechenden  Satz 
für  die  polare  Figur,  daß  mehr(>re  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Die  Sätze  • 
über  die  Lagenbeziehungen  der  geometrischen  Gnmdgebilde  müssen  demnach 
immer  paarweis  existieren;  zwei  solche  Sätze  nennt  man  daher  polar  zu- 
einandt-r.  Die  «•infaclisten  solcher  polarer  Sätze  sind:  Zwei  Punkte  liegen  auf 
einer  Geraden:  zwei  Ceratle  gehen  durch  einen  Punkt. 

Schneiden  sich  ui  emera  Dreieck  ge\vij»se  Ecktransversaleu  in  einem  l'unkte, 
so  müssen  anch  drei  gewisse  Punkte  der  Seiten  auf  einer  Geraden  liegen. 

Einem  vollständigen  X'iereck  ist  polar  ein  \  ollst;indiges  Vierseit:  daher 
müssen  vier  harmonische  Punkte  einem  harmonischen  Büschel  polar  sein  und 
umgekehrt. 

Die  Polartigur  eines  Tangenten-//-Ecks  eines  Kreises  ist  das  Sehnen-«-Eck, 
deltsen  Eckpunkte  die  Berührangspunkte  des  ersten  sind,  und  umgekehrt  ist  die 
Polarfigur  eines  Sehnen-//-Kcks  des  Kreises  das  Tangenten-ff-Eck,  dessen  Be- 
rühningspunkte  die  Eckpunkte  des  ersten  sind. 
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Es  sei  y/t/A/  (l'ig.  IU'>)  ein  Tangentenviercck  uud  AßCD  das  polare  Jjchtien- 
viereck,  und  beide  Vierecke  seien  zu  vollständigen  Vierseiten  ergänzt  Dann  ist 
der  Schnittpunkt  X  der  innera  Diagonalen  des  Sehnenvierscits  der  Pol  seiner 
äußern  Diagonale  EF.    Femer  ist  E  der  Schnittpunkt  der  Polare  AB  von  /f 

lind  der  Polare  CD  von  A',  daher 
der  l*ol  der  N'crbiuduugslinie  dieser 
beiden  Punkte,  d.  i.  der  Di«^onale 
HK  des  TanpentenvierseitS,  Rbenso 
ist  /•'  als  Srhiiiti[(unkt  cirr  Pnlare  AH 
von  G  und  der  Polar*'  /i't  von  /  der 
Pol  der  Diagonale  IG.  Hieraus  lolgi 
endlich,  daß  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Diafionalen  //A'  luid  fG  »1er 
Pol  (h  r  \'(TbindungsIinie  EF  ist  un«i 
daU  er  lolgUch  mit  dem  Punkte  A' 
susamnnenfallen  muß.  Somit  hat  man 
den  Satz:  Die  Diagonalen  eines 
Tanije  Ilten  vi  ererks  und  dit* 
DiriL'onalen  des  durch  s«'inc 
iU'ruhrungs  punkte  bestimmten 
Sehnenvierecks  schneiden  ein- 
ander in  einem  Punkte, 
iiuiirii  T)Ia;jnnalen  des  vollständii;eii 
aulierii  l)ias;onale  J*Q  sein  muL5,  so 
dul5  die  vier  äuüern 


Fig.lBlK 


Da    frriK  I    der  Schnittpunkt  .V  der 
Tan^emein  iers«Mts  zugleich  der  Pol  seiner 
ergibt   sich  aufs  neue  der  in  §  i7  Nr.  1  bewiesene  Satz, 
Eckpunkte  E*  Ft  Pj  Q  in  gerader  Linie  liegen. 

Aus  dem  vorstehenden  Satz  erhält  man  noch  die  Folgerungen: 
Da  K  der  Pol  von  .V/*'.  znulrii  !i  aber  der  Pul  von  IIK  ist.  ho  <,'rhf 
Diagonale  JIK  des  Tangentenvierecks  in  ihrer  \  erlangerung  durcli  den  aulieru 
Eckpunkt  F  des  Sehnenvierseits,  und  ebenso  mufi  die  Verlängerung  der  Dia- 
gonal« Gl  des  eisten  durch  den  äußern  Eckpunkt  E  des  zweiten  gehen.  —  Die 
Punkte  E,  F  und  /*,  Q  sind  vier  harmonische  Punkte.  —  Tu  einem  vollständigen 
Tang«Mitenvierseit  ist  jede  Diagonale  die  Polare  des  Schnittpunkta  der  beiden 
andern. 

5.  Zu  einem  Sehnensechseck  ABCDEF  (Fiß.  19C)  sei  die  Polarfignr  in  Bezug 
auf  den  ihm  umschriebenen  Kreis,  das  Tangentensechseck  XfNOPQR  k( instruiert. 

Nach  flcin  Sal/r   (i<  s  Pasc  ai,       47  Nr.  1  i   li<  r;cn 
die  drei  Scluutt|)uiikte  (k-r  drei  Paare  g«'gennber- 
liej^ender  Seiten   des  Sehnensechsecks  auf  einer 
Geraden.  Da  nun  M  der  Pol  der  Seite  AB  und  P 
der  pol  der  gegenüberliegenden  Seite  ED  ist,  so 
muß  der  Schniltpunkt  .V  dieser  beiden  S«'it»'n  d«*T 
Pol   der  Diagonale  MF  des  Taugentensechsecks 
sein.    Ebenso  ist  der  Schnittpunkt  Y  von  BC 
und  FE  der  Pol  der  Diagonale  NQ  und  der 
Schnittpunkt  '/.  von  CD  und  FA  der  Pn!  rii-r  Dia- 
i:onal'"  OK.     Da  nun  die  drei  P^^lf  A .    }  ,  /.  nnf 
einer  t^ieraden  liegen,  so  folgt,  dali  die  genannten 
drei  Diagonalen  einander  in  einem  Ptmkte  sciinei» 
den.     l.)er  su  ■^(■iiinili-ne  Satz: 
In  jedem   I'a  n  g  r  n  t  e  ii  s  e  c  h  ser  k  s  (  Ii  n  r  i  il  i- n  sirli  die  drei  Diagonalen, 
welche  je   zwii    einander   g  rgenüberliegi'nde   Eckpunkte  verbinden, 
in  einem  Punkte,  ist  mithin  polar  zum  Satze  des  Pascal  und  wird  der  Saix 
des  Brianchon  genannt:  der  Punkt  ist  der  Punkt  von  Brianckün. 
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iJer  l'imkl  \  on  BklANX  HoN  ist  der  Pul  der  (li  r.KtfM  von  P.\S(  AI..  Mit  Hilf«- 
tl»'s  Satzes  von  Bi<i  \n<  hox  laÜt  sich  zu  tiiiil  l'.inm'nten  emt'S  Kn-iscs  ein»*  sechst»- 
nur  mit  lliUe  des  Lineals  kuustruieren.  Uanitt  lasstMi  sich  samtliclie  langcutcu 
eines  Kreises  finden»  oder  der  Kreis  kann  durch  seine  Tangenten  umhüllt  werden. 

Aus  dem  Satze  des  Brianchon  folgen  nachateheiide  Sätze,  wenn. man  ein 
od«T  mehrere  P;iar<»  nufi-inniKler  folL.n'iHii  r  nfrnhniric"*linnk;r  der  Seiten  zu*;ammeM- 
tallen  läUt«  so  dati  ein  Kckpunkt  ab  solcher  verschwindet,  indem  er  mit  jenen 
beiden  Berührungspunkten  zusammenfällt. 

Verbindet  man  in  einem  Tanjienten(ünft*ck  einen  Eckpunkt  mit  dem  Be- 
ridiriini;spunkt  der  geyeniiberiietieiKh-n  Seite«  SO  geht  die  Verbindunjislinie  durch 
<!i  1)  Schnittpuiikf  dt  r  I»  idm  Diagonalen,  die  die  Endpunkte  dieser  Seite  mit  den 
tiitrigeii  Eckpunkten  \erbn)(ien. 

Jede  Diagonale  eines  Tangentenvierecks  gebt  durch  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Fäare  von  Geraden,  die  die  beiden  andern  Eckpunkte  mit  den  Berührungs- 
punkten je  zweier  anstoüender  Seiten  verbinden. 

Die  drei  Kcktraiisv  ersaU'u  eines  Tan^entendreiecks,  die  durch  j«'  einen  Be- 
rührungspunkt der  Seiten  gehen,  i>chneiden  einander  in  einem  Punkte  (^vgl. 
§  47  Nr.  X). 


Tig.  vn. 


%  50.    Ahniichkeitspunkte  und  Ahnlichkcitspolaren. 

1.  In  j;  Ml  ist  gezeigt  worden,  daÜ  zwei  Kreise  zwei  Ähnlichkeit^unkte 
haben  und.  daß  diese  die  Centrale  der  Kreise  im  Verhältnis  der  Radien  har- 

moni^i  h  iriU-n. 

Ein  Ahnlichkeitsstrahl  bestimmt  auf  je<h'm  der  beich'n  Kn-ise  zwei  Pimkle 
Alt  und  A^,  (l'ig.  1U7).  Daun  sind  ^,  und  J^,  und  »  iiispfrciiende 
Pimkte  als  Endpunkte  paralleler  Radien,  die  in  gleichem  oder  entgegengesetztem 
Sinne  gezogen  sind,  je  nachdem  (h-r  Ähnlichkeitsstrahl  durch  den  auüern  oder 
innern   Ahnlichkeitspuiikl  Dagei^m   sind    ,7,    und   //., ,         und    /,  Tiirlit 

entspT-cch'-iidr  I'oüktf.  Kh«r?sii  h^'geii  aul  eiiM-m  zweiten  «birch  denselben 
Ahnliciikeiispunkl  gelieiuien  AhnlichkeiLssirahl  die  entsprn  lirnden  Punkte  C\ 
und  C,  /),  und  Z>j»  die  nicht  entsprechenden  C\  imd  D.,,  und  C^.  Dann 
sind  <We  X'erbinfhingslinien  entsprecliender  l^unkte  A^L\  und  A.,C\,  ß\I^\  und 
l',n,.  i-lirMisn  ./,/',  tind  .!,D..  //|('|  und  J>.,C.  parallrl  in  'jl-iilinn  ndi-r  ent- 
geg»'ngesetztem  Sinne,  je  n  irlidim  die  beiden  Ahnliclikcitsstraliien  diit(  Ii  ilm  aniiern 
oder  innern  Ähulichkeitspunki  gelten.  Im  ersten  Falle  ist  /,BiA^t\  /  B^A^t\\ 
im  Kreisviereck  A^B^D^C^  ist  aber  auch  /.  B^A^C^  — /.  B^D^Cmt  folglicli 
-  z.  /?,AC,   «1.  h.   ß^D^CiA..    ist   ein   Kreisviereck.     Da .7, 

ß^A.,C.,  —  ./ß.D.S  ist.  hegen  auch  .7,,  C\,  />.. ,  D.,  auf  ein«Mn  Kreise. 
Mit  geringer  Änderung  des  Beweises  lalJt  sich  auch  zeigen,  dali      ,       ,  ß^, 
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und  />', ,  C, ,  .  /,,  D.  auf  einem  Kreise  lie»jen.  Die  gleich  bezeichneten  Piniktf 
liegen  auch  dann  ant  Kreisen,  wenn  die  beiden  Ähnlichkeitsstrahlen  durch  den 
innern  Ähnlichkeitspunkt  gehen.  Somit  ist  der  Satz  bewiesen:  Zwei  Paare 
nicht   entsprechender  Punkte   auf  zwei   ÄhnHchkettsstrahlen,  die 

«lurch  denselben  Ähnlic  h k <•  i ispunkt  j;ehen,  liegen  auf  einem  Kreise. 
Ihre  Verbindungslinien  schneiden  daher  nach  H  N'r.  2  einander  auf  der  Potenz- 
linie der  beiden  Kreise.  So  liegen  demnacli  die  Scluiiitpunkte  der  Geraden  A^C^ 
und  BfD^t  A^C^,  A^D^  und  /fjQ,  ^,  C,  und  A^D^  auf  der  Potens» 

linie.  Umgekehrt  folgt,  dal)  ein  Kreis,  der  durch  zwei  auf  demselben  Ähnlichkeit»» 
strahl  liegende,  nicht  entsprechende  Punkte  geht,  die  beiden  Kreise  in  nach  zwei 
nicht  entsprechenden  Punkten  eines  Ähnlichkeitsstrahls  desselben  Ahnlichkeits- 
punktes  schneidet. 

2.  Drei  Kreise  haben  drei  Paare  von  Ahnlicbkeitspunkten.  Sind  die  Mittel- 
punkte ^f^,  J/j,  M<^  und  haben  die  Kreise  Afy  und  M.,  den  äuüem  Ähnlichkeits- 
punkt .*>,(,  den  innern  /.  und  entsprechend  J/,  und  Af  die  .\linlichkeits|)n!ikte  .V, 
tmd  /, ,  ^f.^  und  ,  ebenso  und  y^,  so  ist,  wenn  die  Radien  der  Kreise 
/-, ,  /-j ,       sind : 

s^^f.,       /g '     -"^i-'/i  '     s^A/y  * 

y,^l/j      r,  '  y.il/«      rji'  y^A/^ 

Daraus  folgen  die  Besiebungen 

Af^Si    ■'^<S'^  I 

.)/,  .V,    MJ^  ALJ., 


—  1 


Da  nun  auf  den  S«mii  11  des  Dreiecks  Al^Al^Alf^  die  Punkte  A,»,  6',»  .V^ 
und  y,,  y, ,       liegen,  so  nat  man  den  Salz; 

Von  den  sechs  Ahnlicbkeitspunkten  dreier  Kreise  liegen  sowohl 
die  drei  äuUern  als  auch  je  swei  innere  mit  dem  nicht  zugehörigen 

äußern  auf  einer  nriidrn. 

Dieser  Satz  heilit  d»T  Lehrsatz  des  Mo.Sf.K.  Die  vier  (»eraden,  auf  denen 
je  drei  der  sechs  Ähnlichkeitspunkte  dreier  Kreise  liegen,  hcilien  die  Ahulicli- 
keitsachsen  der  Kreise  und  swar  die,  auf  der  die  drei  äußern  Ähnlichkeits- 
punkte liegen,  die  äußere,  die  übrigen  innere  Ähnlichkeitsachsen. 

.\us  dem  Lelirsatz  \on  Mdnck  ergeben  sich  für  gewisse  Lauen  d.-r  drei 
Kreise  besondere  Falle.  Berührt  %.  B.  ein  Kreis  jeden  von  zwei  andern  gleich- 
artig, d.  h.  beide  von  außen  oder  beide  von  innen,  so  geht  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Berührungspunkte  durch  den  äußem  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden 
Kreise:  berührt  dagegen  der  einf*  Kreis  die  beid«'n  andern  ungleichartig,  (i«'n 
etni'n  von  mit'en,  (h  ii  arideni  \  nn  iiinen,  so  geht  die  Wrbiudungslinie  durch  den 
inm-rn  Ähnliclikeuspuiikt  der  beiden  Kreise. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  erhält  man  noch  die  weitem  Beziehungen: 

j/,y,  j/,.s-  j/,s. 


yj.i/,  .s'i^i/j  .s'jj)/j 


imd  damit  den  .Satz; 
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Die  drei  Verbindungslinien  je  eines  der  Mittelpunkte  von  drei  Kreisen  mit 

(l«'m  innem  Ähnlichkeitspunkte  der  zwei  andern  schneiden  einander  in  einem 
l'iinkt.  Dassflh«'  irilr.  wonn  rinp  der  drei  Vorhindunpslinicn  nach  dem  innem.  die 
übrigen  nach  den  äuüem  Ähnlichkeitspunkten  der  andern  Kreise  gezogen  werden. 

3.  Die  Polaren  der  Ähnlichkeitspankte  zureier  Kreise  in  Besiehung  auf  diese 
nennt  man  die  Ahnlichkeitspolaren  der  beiden  Kreise  und  nrar  die  des 
äußern  Ähnlirhkeitspunktes  die  äußern  und  die  des  tnnem  Ähnltchkeitspanktes 
die  innem  Ähnlirhk*  itspolaren. 

Aus  dem  Lehrsatz  von  Mosük  wurde  bereits  die  Folgerung  gezogeu,  dali 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  in  denen  ein  Kreis  zwei  andre  Kreise 
herührt»  durch  einen  Ahnlichkeitspunkt  dieser  Kreise  ßeht.  Berührt  also  ein 
Kreis  O  t\\(''\  andre  Kreise  J/^,  ^f,,  so  siiu!  die  beiden  RtTührnntrspunkto  nicht 
iMitKprpchrndc  l'unktr  in  Rpziphuni:  -nit  einen  Ähnlichkeitspunkt  dieser  Kreise 
und  zwar  isi  dicM  f  Äinilichkeiispunkt  der  äußere  oder  der  innere,  je  nachdem  O 
die  Kreise  J/j .  J/«  gleichartig  oder  ungleichartig  berührt 


flgilSBu 


Man  nennt  den  Ähulichkeitsstrahl  zweier  Kreise,  der  dun  i»  ihr«'  BerührungS' 
punkte  mit  einem  dritten  Kreise  geht«  einen  Berührungsstrahl  der  Kreise. 

Werden  zwei  Kreise  J/, ,  von  einem  dritten  Kreise  O  (I"ig.  lOK)  gieich- 
;irtii:  biTührf.  so  qtdit  jede  ihriT  äiiücrn  Ahnlichkeitspolaren  durch  den  zu  dfm- 
si'lbt'ii  Krris  jiehori^eii  I'ol  des  Hi-nihrungsstrahls ;  denn  berührt  der  Kreis  O  den 
Kreis  .J/,  in  //,  und  JA  in  und  schneidet  der  Almlichkeitssirahl  SB^B^  den 
Kreis  zum  zweitenmal  in  C,  so  müssen  sich  die  Polaren  der  drei  anf  einer 
Gerad«'n  liegenden  Punkte  C,  l\ ,  S  in  einem  Punkte  schneiden.  Nun  sind  die 
in  C  und  /i^  an  Af^  {^clc^ten  Tangenten  di<'  Pol  in  n  dipser  Pnnkfi'.  und  somit 
ist  der  Schnittpunkt  /'  dieser  Tangenten  der  Piuikt,  <lurch  den  auch  die  Polare 
von  S  für  den  Kreis  X/,  gehen  mnß.  Dieser  Punkt  P  ist  femer  als  Schnittpunkt 
der  Polaren  CP^  B^P  der  Pol  von  €3^%  d.h.  der  Pol  des  Berfihrangsstrahls  SC 
für  drn  Kreis  J/,. 

In  entsprpchend'T  Weist»  kann  bewiesen  werdpn.  datJ,  wenn  zwei  Kreisp  von 
einpm  dritten  ungleichartig  berührt  werden,  jede  ihrer  innern  Ähnlichkeitspolarcn 
durch  den  zu  demselben  Kreise  gehörenden  Pol  des  Berfihrungsstrahls  geht. 

Werden  zw«'i  Kreise  Af^t  Af^  von  einein  dm  reu  Kreise  O  gleichartiy  berührt, 
so  verhält  sich  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  O  von  der  Potenzlinie  der 
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Kreise  ^f^ ,  zu  der  En(frrniui<:  di  s  Mittelpunkts  irgeiu)  eines  (lifs<T  Kreiso 
von  der  äußern  Ahulichkeitspolare  desselben  Kreiseü  wie  der  Radius  q  von  O 
ZU  dem  Radius  r  dieses  Kreises.  Die  Potendmie  der  Kreise  M^^  geht 
nämlich  durch  den  Schnittpunkt  A'  der  i'oten/Iinie  von  O  tmd  J/,  und  der  Potenz» 
linie  \on  0  und  J/^,  d.  h.  durch  den  Schnitt|)unkt  der  in  den  Beriibmntjs- 
punkten  //,  und  an  O  fjrletrten  T.in'^rnten.  Die  durch  Ä'  scnknclu  zur 
Centrale  M^M^  gehende  Gerade  ist  also  diese  Potcnzlinie.  Da  die  Alinliciikeils- 
polare  PQ  ebenfaUs  senkrecht  zu  J/^J/,  ist,  so  ist  PQ  der  Potenzlinie  parallel. 
Zieht  man  nun  OL  senkrecht  /.u  ihr,  sowie  die  Tangente  K H^P  und  verbindet  O 
mit  A',  so  ist  f.O  [»aralli  l  /n  M^Q^  und  da  OK  senkrecht  zu  der  Ilerührnnys- 
üehue  BiB.t  des  Punktes  A'  tur  dt-n  Kreis  O  und  .1/,/*  senkrecht  auf  B^C  steht, 
so  ist  ^l/j/' parallel  zu  OK,  also  L  MyPQ         LOK,  folglich 

OL  OK 

Nun  ist 

OK  Oß^_ 

also 

OL  Q 

Analog  läüt  sich  der  Satz  beweisen:  Werden  zsvci  Kr<  ise  J/J ,  von  einem 
dritten  Kreisf  O  iincleicfiarti^  licnihrt,  so  verhält  sich  <lif  I'.iitlrniunt:  dr»^  Mittel- 
punkts O  von  der  Potenzlinie  der  Kreise  M^,  zu  der  Kntlerniui^;  des  Mittel- 
punkts eines  dieser  Kreise  von  der  innem  Ähnlichkeitspulare  desselben  Kreises, 
wie  der  Radius  von  O  zu  dem  Radius  dieses  Kreises. 

Ks  möjien  h'rner  drei  Kreise  J/, ,  M^^  von  eiiiera  vierten  Kreise  O 
yleichartiii  biTiihrt  wcnlcn.  Man  konstruiere  die  Potenzlinie  von  l/j  und  .1/, 
sowie  die  äuUere  Ahnliclikcilspolare  dieser  Kreise  lür  J/^  und  ziehe  OJ.^  senk- 
recht zur  Potenzlinie,  .1/,  senkrecht  zur  Ähnlichkeitspolare.  In  gleicher  Weise 
konstruiere  man  die  Potenzlinie,  die  äuOere  Ähnlichkeitspolare  und  die  Senk* 
rechten  OL^  und  ^f\Q.,  für  die  Kreise  J/,  und  .)/,.  Der  Schnittj)unkt  P  der 
Potenzliiiifn  ist  der  Potenzpunkt  und  der  Schnittpunkt  /*,  der  Ahnlichkeiispolaren 
der  Pol  der  auüern  Ähnlichkeitsachse  der  Kreise  M^,  M.^,  M^,  Nun  sind  die 
Seiten  des  Vierecks  M^QJ\Q^  paaweis  den  Seiten  des  Vierecks  OL^PL, 
parallel,  und  es  ist  J/,  :  OL^  1/,  (^.,  :  {?Z,  —  r  :  Man  kann  ferner  leiclit 
zeigen,  dali  auch  J/,/^,  "  OP  und  .1/,/',  :  'or  r  :  n  ist.  Tfiernus  f..I-t,  daC  P^Bi/' 
eine  Gerade  sein  mnü,  oder  der  Satz:  Werden  drei  Kreise  \on  einem  vierten 
jjleichartij;  berührt,  so  liegt  der  Potenzpunkt  dieser  Kreise  mit  dem  Pol  ihrer 
äußern  Ähnlichkeitsachse  für  ii^end  einen  der  Kreise  mit  dem  Berührungspunkte 
diest-s  Kreises  auf  einer  Geraden. 

Anahiu  läßt  sich  wieder  der  rntspfclionde  Satz  beweisen:  \V»>rden  drei 
Kreise  von  einem  vierten  ungleicliariig  berührt,  so  liegt  der  Putenzpunkt  der 
Kreise  mit  dem  Pol  einer  ihrer  innem  ÄhniicbkeitsacK^n  für  einen  dieser  Kreise 
mit  dem  Berührungspunkt  desselben  Kreises  auf  einer  Geraden.  Die  betrefTendc 
innere  Ahnlichki-itsachse  ist  diejenige,  die  den  äuÜern  Ahnlichkeilspunkl  der 
beiden  Kreis«-    entiialt,   die  von    dem  \ierlen  Kreise   gleichartig  berührt  w«Tdeii. 

Da  der  Pol<rn/.puukt  /'  der  Kreise  ^l/, ,  J/^,  J/^,  der  Berührungspunkt  B^ 
von  Ml  mit  dem  vierten  Kreise  O  und  der  Pol  /*,  der  betrefTendcn  Ähnlichkeits- 
achse A^Af  zufolge  der  beiden  vorhergrhendrn  Satze  stets  auf  einer  (leradcn 
lit^'fii.  so  gehen  die  Polaren  dit  sfr  drei  Punkte  für  (!i n  Kn  is  .]/^  dun  h  ciiH-ii 
Punkt.     Nun   ist   die    Polare    lur  />',    die   durch  gefiend«'  genieinsclialthche 

Tangente  der  Kreise  ^1/,  und  O  und  die  Polare  von  7',  die  Ähnlichkeiisacfise  .^p^^^. 
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Der  Schnittpunkt  di<>.Her  b«M(len  Polaren  ist  also  zugleich  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
Polare  \nu  /*  und  man  hat  den  Satz: 

Werden  drei  Kreis«*  von  einem  vierten  l>eruhrt,  und  konstruiert  man  die 
drei  Polaren  de$  Potenzpunktes  der  Kreise  in  Beziehung  auf  diese,  so  schneidet 
jede  dieser  Polaren  eine  der  vier  Ahnlichkeitsachaen  der  drei  Kreise  in  einem 
Punkte,  der  so  beschaffen  ist,  daß  eine  von  ihm  an  den  zugehörigen  Kreis  gelegte 
Tangente  diesen  in  seinem  nfriihrmi^'^piinkt  mit  dem  vierten  Kreise  trifft. 

4-.  1«  allen  vorstehenden  Lntersucbuugen  kana  jeder  der  Kreise  M^,  Af*,  Af^ 
durch  einen  Punkt  ersetzt  werden,  indem  man  sich  denkt,  daft  der  stetig  ab- 
nehmende Radius  dieses  Kreises  gleich  Null  geworden  sei.  In  gleicher  Weise 
kann  man  sieh  auch  den  Radius  stetig  zunehmend  denken  und  ihn  unendlich 
groÜ  annehmen,  wodurcl»  der  Kreis  in  eine  Gerade  übergeht. 

l'ür  einen  Kreis  oder  eine  Gerade  und  einen  Punkt  ist  offenbar  der  Punkt 
selbst  gleichzeitig  äofierer  und  innerer  Ähnlichkeitspunkt  Für  einen  Kreis  und 
eine  Gerade  sind  di<>  Endpunkte  des  auf  der  Geraden  senkrechten  Durchmessers 
des  Kreis«*s  di<>  Ähnliehkeitspuiikte. 

Damit  ist  ein  Mittel  gegeben,  das  in  t;  42  Nr.  H  für  die  v«'rsehiedenen 
einzelnen  Pulle  gelöste  üerührungsproblem  des  ArroLLoMLs  allgemein  zu 
losen.  Als  der  allgemeine  Fall  dieser  Aufgabe  kann  ffir  die  Ebene  der  betrachtet 
werden,  bei  dem  verlangt  wird,  einen  Kreis  zu  konstruieren«  der  drei 
•je-^ebene  Kreise  hi- rührt.  Läßt  man  einen  oder  mehrere  dieser  KnMsf  in 
l*unkie  oder  (Jerade  ubergehen,  so  erhält  man  die  Auilusungeo  der  besondern 
Fälle  des  allgemeinen  Problems.  Die  Konstruktion  des  gesuchten  Kreises  ergibt 
sich  wie  folgt: 

Man  konstruiere  den  Potenzpunkt  /'der  drei  gegeV)enen  Kreise  J/, ,  A/^,  J/j 
und  eine  itirer  Alinlirhkeitsachsen  .7«.  ferner  die  Polare  von  /'  für  einen  der 
gegebenen  Kreise,  z.  B.  Af^,  uud  ziehe  von  dem  Sclinitlpunkt  dieser  Polare  mit 
der  Ähnlicbkeitsachse  eine  Tangente  an  diesen  Kreis  Mf .  Der  Berührungspunkt  /P, 
dieser  Tangente  ist  zugleich  der  Berührungspunkt  zwischen  dem  Kreise  A/^  und 
dem  gesnrhtcn  O,  und  d(»r  Mittelpunkt  O  i>t  fler  Schnittpunkt  d<  r  diiri  h  />',  und 
den  Mitf'  l[iiinkt  J/,  gehenden  (ieradf^n  mit  der  von  auf  .7,//.,  getalhen  Senk- 
rechten. Ist  bei  dieser  Konstruktion  die  gewählte  Ahnlichkeilsachse  A^A^  die 
äußere,  so  berührt  der  gesuchte  Kreis  O  die  drei  gegebenen  gleichartig,  ist  da- 
gegen .7,-/,  eine  innere  Ahnlichkeilsachse,  so  berührt  O  diejenigen  der  gegebenen 
Kreise  t:l<"ich;iri !<:.  deren  äußerer  Alinlirliki'iispitnkf  auf  ,7, .f,  lif^t,  il<'n  dritten 
aber  ungleichartig.  —  Da  man  jede  der  vi«'r  .Xhulichkeitsachsen  benutzen  kann 
und  dabei  jedesmal  von  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  Polare  jcwei  Tangenten  an  Afi 
möglich  sein  können,  so  kann  die  Anzahl  der  Kreise  0%  die  der  Aufgabe  ge- 
nügen, bis  zu  acht  betragen. 

Die  Anfeabe  erfordert  daher  eine  Determination,  in  der  nach  den  \«'r- 
schiedenen  Pällen  der  gegenseitigen  Lage  und  der  Größe  der  gegebenen  Kreise, 
die  Zahl  der  möglichen  Auflösungen  festgestellt  werden  muß. 
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Trigonometrie 


§  1 .    Betriff  der  T  r  i  (j  o  ii  o  m  o  l  r  i  c. 

Die  rri^onüiuetrie  im  ongeni  Sinne  ist  zunächst  eine  notwendige  Kr- 
gaii/.uny  der  Planimetrie,  indem  sie  die  allgemeine  Aufgabe  zu  lösen  lehrt,  aus 
drei  zur  Bestimmung  eines  Dreiecks  notwendigen  und  hinreichenden  Stficken* 
andre  durch  Rechnung  zu  ßnden.  Dabei  sind  unter  Stücken  des  Dreiecks 
nicht  nur  die  unmittelbaren  Bestimmuntrsstücke:  Seilen  und  Winkel,  sondern 
auch  mittelbare,  das  sind  %ers»cbicdenc  Strecken,  Flächen  uud  Winkel  am 
Dreieck,  zu  verstehen. 

In  der  Planimetrie  wird  gezeigt,  wie  man  derartige  Aufgaben  dorch  Kon- 
struktion lösen  kann:  aber  nur  in  wenigen  Fällen  kann  man  die  gesuchten  Stücke 
dnrrli  Rrrhntin«;  h<'sfimm**n.  Man  kann  z.  ß.  aus  zwei  Winkeln  eines  Dreiecks 
den  dritten;  aus  zwei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  drille;  auü  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  den  Inhalt,  die  Höhen,  die  Mittellinien,  die  Radien 
des  Umkreises  and  der  Beruhrungsk reise  berechnen.  Dagegen  ist  es  in  der 
Planiini't rii-  nicht  möglich,  in  dem  einfaclu  n  Falle,  daß  von  r  iiu  in  Dreieck  zwei 
Seitt  ii  iiiul  (it  r  von  ihnen  eint'fsrhlossciir  Winkel  gegeben  sind,  die  dritte  Seite 
durch  Rechnung  zu  finden.  Man  w<Mli  zwar,  <laÜ,  wenn  die  zwei  Seiten  dieselben 
bleiben,  die  dritte  desto  großer  sein  muU,  je  größer  der  ihr  gegenfiberliegende 
Winkel  wird,  aber  man  weilS  nicht,  wie  sich  dicsi-  Seite  mit  rlrm  Winkel  ändert. 
Die  Planimetri»'  Irlirt  k»Mne  Beziehung  zwischrn  «Irr  L;uiu>'  (Ut  Seite  und  der 
Grölie  des  Winkels,  die  zur  Rechnung  ver%vendet  werden  könnte.  Solche  Be- 
ziehungen zu  finden  und  zu  benulzeu,  i^l  die  .Xufgabe  der  Trigonometrie. 

Indem  die  trigonometrischen  Beciehangen  auf  irgend  welche  planiroetrische 
Figuren  und  räumliche  Gebilde  angewendet  werden,  ist  die  Trigonometrie  im 
weiti'm  Sinne  <'in  notwendie«'^  Flllfsmittf»!  Hrr  Cipomrtrie,  nm  Kit'»'nsrha(len  von 
Raumgebilden  zu  ermitteln  und  Zusammenhänge  aulzudeck«'n,  die  ohne  sie  ver- 
borgen bleiben  würden.  Sogar  losgelöst  von  geometrischen  Beziehungen,  wird 
die  Trigonometrie  in  verschiedenen  Zweigen  der  Algebra  und  Analysis  angewendet. 


§  2.    Die  trigonometrischen  Funktionen  eines  spitzen  Winkels. 

1.  Die  Gestalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  bestimmt  durch  einen 
spitzen  Winkel.  Alle  rechtwinkligen  Dreiecke,  die  denselben  spitzen  Winkel  ent- 
halten,  sind  ähnlich.  Daun  ImImh  in  allen  diesen  rechtwinkligen  Dreierken  die 
Verhältnissr  entsprechender  Seiten  dieselben,  in  andern  rechtwinküircti  Drei- 
ecken andre  Werte.  Die  Seitenverhältnisse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  das 
einen  gewissen  spitzen  Winkel  enthält,  sind  also  von  diesem  Winkel  abhängig. 

Ist  eine  Gröfie  von  einer  andern  derart  abhängig,  daU  sie  denselben 
Wert  annimmt,  wenn  die  zweite  den  gleichen  Wert  erhält,  dali  sie  sich  aber 
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ändert,  wenn  dio  niulri'  sich  ändert,  so  nennt  man  die  erste  Größe  eine  Funktion 
der  zwciifii.  Der  Inhalt  eines  Quadrats  z.  B.  ist  c'utr  Ftinktinn  der  Seite:  der 
Ausdruck  a-  —  5  A"  4  ö  »st  eine  Funktion  der  Zalil  .v;  die  Längenausdehnung 
eines  Metallstabs  ist  eine  Funktion  der  Temperaturerhöhung. 

Die  sechs  Seitenverhältnisse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  das  einen  ge- 
wissen spitzen  Winkel  entlifilt,  heißen  die  t  riconometriscli  cn  FuuktinneTi 
dieses  s])it2en  Winkels.  Sie  sind  reelle,  poi>iti\e,  im  allpemeinen  irrationale 
Zahlen.  Jede  von  ihnen  hat  einen  bcsondern  Namen  und  eine  unterscheidende 
Bezeichnung.    Man  nennt  das  Verhältnis 

der  dem  Winkel  gegenüherliegendm  Kathete  zur  H>'potenuge  den  Sinns» 
der  ihm  anllrtfcndr-n  Kafhi'tc  zur  Hypotennsr  den  {^')sinus, 
der  ihm  gegenüberliegenden  Kathete  zur  anliegenden  die  Tangente  (tan,i;ens), 
der  ihm  anliegenden  Kathete  zur  gegenüberliegenden  dieCotangente  (eetangens) 
der  Hypotenuse  zur  anliegenden  Kathete  die  Sekante  (ueaiu), 
der  tlvpotenuse  zur  gegenüberliegenden  Kathete  die  Cosekante  (eostcans)^ 
des  spitzen  Winkels. 

Ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^Fig.  liiU)  a  die  dem  spitzen  Winkel  a 
gegenüberliegende»^  die  ihm  anliegende  Kathete  und  c  dieHjpo* 
t<  niise,  so  ist  mit  Abkürzung  der  Namen  der  trigonometrischen 
Funktionen: 

sma  =    ,       Cosa  «■  —  » 

c  c 

a  b 
tana  =  -  ,        cota  , 
b  a 

c  c 
seca  —  ,  ,  csca 

b  a 

2.  In  demselben  rechtwinkligen  Dreieck,  das  den  spitzen  Winkel  et  enthält, 

Ii*  <;f  auch  der  spitze  Winkel  9iV  — -  das  Komplement  von  n.  Die  drm 
Winkel  a  gegenüberliegende  Kathi-te  ist  lür  den  Winkel  die  anliegende  und 
umgekehrt.  Man  erhall  also  die  trigonometrischen  Funktionen  von  ^,  indem 
man  in  denen  von  o  die  Katheten  ü  und  b  miteinander  vertauscht   Es  ist  somit 

b  a 
sind  B  —  s  Cosa ,       coiß  ^  -     sina  , 

Unß  =  -  =  cota  ,       cotÄ  =  ^  ~  tana  , 

b 

aecß  =  -  =  csca  ,       cacß  =  -r  —  »eca  ♦ 

a  ^  b 

Da  rosa  —  siny'f  ist.  erklärt  sirli  die  Rczfitimiini:  t^o-siniis  als  zitsamm'^n- 
ge^u^en  aus compicmeati  sinus  und  entsprechend  die  der  übrigen  C.  ofunktionen. 
Es  gilt  also  der  Satz:  Wenn  zwei  spitze  Winkel  a  und  ß  Komplemente 
sind,  also  a  ß  ^  QO*  Ist,  so  sind  die  Funktionen  des  einen  gleich 
den  Cofunktionen  des  andern  und  umgekehrt.   Hieraus  folgt: 

sin(00*  —  a)     cosa  ,    co8(d0*  —  a)  =  sina  ,    tan(90»  —  a)  =  coto  ,    u.  s.  w. 

hin(ir)»  -f  lyi)  =  cos(4r,o  —  (p)  ,    cos(  l.'»"  -f  9?!  =  sin(  l5*'  —  q})  , 
tan(4r>"  ■-  (/  )  =  cot(4.j^  —  y  )  ,     u.  s.  w. 

Auch  «^i^ht  man.  daL5  für  den  Winkel  von  4.'»^  jede  Funktion  gleich  der 

entsprechenden  Coluuktion  seiu  muß. 
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8.  Ein  rechtwinkliges  Dreieck,  das  einen  spitzen  Winkel  a  »  SO**  enthält» 
läUt  sich  als  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ansehn»  dessen  Hohe  die  a  an- 
liegende. Kathete  ist  (Fig.  200).  Dann  ist        -^c,  mithin 

8in30*=|  . 

Diese  Gicichmii;  drückt  kurz  den  Satz  aus:  In  jedem 
rechtwinklii,"'!!  I>ii  i-  rk,  (las  einen  Winkel  von  30"  ent- 
hält, ist  die  dust'iu  Winkel  gegenüberliegende  Kathete 
die  Hälfte  der  H>-potenuse;  oder  dessen  Unakchrung: 
Wenn  in  einem  leditwinkligen  Dreieck  eine  Kathete  die 
mifte  der  Hjrpotenose  ist»  so  liegt  dieser  Kathete  ein 
Winkel  von  30*  gegenüber.  Da  noch  />  ~  |'']3  ist  und 
das  rechtwinklige  Dreieck  auch  das  Komplement  von  30* 
enthält,  so  hat  man:  Fl^aon. 

sin 30»  —  ^  «  cos 60%    cosHO«"     |     «=  sinOOS    tan30«  —  |  |  »  cotOO»  , 

cotBO»=  ^=tan60<*,   secBO*     2yp»  cscGO«  ,  cscSO«  »  2     sec60«  . 

Jedes  rechtwinklige  Dreieck,  das  den  Winkel  a  ■»>  A5*  enth&lt,  ist  gleich- 

schenklig.  Daher  ist  a  =  b  und  dir  Eigenschaft  eines  rechtwinkligen  DreieckSt 
das  auch  gleichschenklig  ist»  läßt  sich  durch  die  Gleichung  ausdrücken: 

tan4r>o  —  1  =  cot450  . 
Da  noch  r     d  y2  ist,  so  erhält  man  auch 

sin45«  »  coa45**  sec4l>*     C8c45<^     ^2  . 


§  3.   Beziehungen  zwischen  den  trigonometrischen  Funktionen 

eines  spitzen  Winkels. 

1.  Die  Gestalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  ebenso  wie  durch  einen 
spitzen  Winkel  durch  ein  Sdtenverhältnis  bestimmt    Daraus  folgt,  daS  durdi 

eine  Funktion  eines  spitzen  W^inkels  die  übrigen  bestimmt  sind.  Daher  muß  es 
Rpziehtin'Ten  zwisrhrn  den  sechs  Funktionen  geben,  die  dazu  dienen,  aus  einer 
Funktion  die  übrigen  fünf  zu  berechnen. 

Man  sieht  sofort,  daS  immer  swei  Funktionen  des  spitsen  Winkels  a  resiprok 
sind:  nämlich  sina  und  csca*  coso  und  seca,  tana  und  cota.  Diese  Besiehung 
läßt  sich  durch  die  Gleichungen  aosdräcken: 

sina  •  csco  =  1  , 

cosoi  •  seca  ^  1  , 

tana  •  coto  »1  • 

Mit  Hilfe  der  Beziehung  1)  kann  man  aus  den  drei  ersten  Funktionen  die 
drei  übrigen  bestimmen;  denn  wenn 

sina  =  M  ,  Cosa  =  4 »  tana 

ist,  so  hat  man 

1  1  l 

cota        ,  seca     — ,      csca  —  —  . 
p  n  m 

2.  Weiter  erhält  man  aus 

a  o  h  b  h  a 
b      e    c      a      (  € 


1) 
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die  BexiehuDgen 

sina  Cosa 

tana   ,  cota  —  - . —  : 

2)  Cosa  sma 

tana  •  cosa  ^aina  ,    cota  •  rina  =  coso  . 

Ist  also  sina  und  cos<i  bekannt,  so  erhält  man  aus  2)  tana;  ebenso  er^bt  sich 
ans  tana  und  cosa  zunächst  sina  oder  aus  cota  und  sina  zunächst  cosa>  Die 
drei  übrigen  Fuoklionun  erhält  man  dann  aus  1). 
S*  Nach  dem  pythagoretochen  Lehnatz  ist 

-f  ^2  =  C-i  . 

Diese  Gleichung  gibt  durch  c'  duidicrt: 


1 

aUo 

3)  sin*a  4*  co»*a  —  1  , 

wobei  ain^a  für  (sina)*  geschrieben  ist;  d.  h.  die  Quadrate  von  Sinus  und 
Cosinus  eines  spitzen  Winkels  ergänzen  sich  zu  1. 

Ist  also  sina  oder  cosa  gegeben,  so  erhält  man  aus  3)  zunächst 

cosa  —  "j/l  —  ain*a  >     sina  =  yi  —  cos^  ; 
dann  aus  2)  tano  und  aus  3)  die  übrigen  drei  Funlttionen. 

Ist  z.  B.  sinu  =  ^  gegeben,  so  hat  man 

9       Iß  4  sina  H 

25     25  •>  cusa  4 

1        t  15  1  r> 

cota  ^     ,    seca  .  ,    csca  =  .  ... 

tana      J  cosa      4  sina  6 


£bcnso  eriiält  man  aus 


sinM=l-cos*d==-i/-^-.     sin^^'-'^'^    tand     ^'"t  ^  ' '^'^  . 

cotd— ^       I     sccd  =  ^     ^,     cscd     ^  , 
2\pq  P-'I  2|/,/ 

Man  kann  .il<o  aus  Sinus  oder  Cosinus  eines  spitzen  Winl(cis  die  übrigen 

Funktionen  finden- 

4*  Die  Beziehungen  1),  2),  H)  sind  nicht  ohne  weiteres  anwendbar,  wenn 
tana  oder  cota  gegeben  ist  und  eine  andre  Funktion,  die  nicht  der  gegebenen 
reziprok  ist,  bestimmt  werden  solL    Dividiert  man  aber  die  Gleichung 

tf»        =  <■« 
noch  durch  b*^  und       so  erhält  man 

also 

4)  1  -f  tan*a  =  sec*a  ,    1     cot^a  «=  csc'a  . 

Diese  BtvirlnniL'CTi  gestalten,  aus  tana  odi'r  «-ota  direkt  seca  oder  CSCa  zu 
finden  und  dann  mit  Benutzung  von  2)  und  1)  die  übrigen  Funktionen. 
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g 

Ist  JE.  B.  tane     — ,  so  ergibt  sich  zunächst 

15 

,  .   64      289  17  15 

X  -r  225  *  15  *  17 

und  nnn  o  ^-  ,~ 

o  1;>  1 1 

sin«  =  tanc  •  cos«  =  — ,    cot«  «  —  ,     csce     —  . 

17  8  H 

Die  Beziehungen  4)  sind  von  3)  abhängig,  weil  beide  aus  dem  pytha- 
goreischen Lehnatze  heigeldtet  sind.  In  der  Tat  kann  man  4)  direkt  ans  3) 
herleiten,  wenn  man  die  Gleichung 

sin'a  +  co8*a  ~  1 

durch  ros-Vj  und  durch  sin- a  dividiert  und  die  Beziehuiiutii  2)  und  1)  benutzt. 

Man  bemerkt*,  daü  wetui  Sinus  oder  Cosinus  gegeben  ist,  zunächst  die  Be- 
ziehung 3),  wenn  dage(^en  i'angente  oder  C  oiangente  gegeben  ist,  zunächst  die  Be- 
ziehung 4)  zur  Anwendung  kommt;  niemals  ist  in  einer  Aufgabe  von  beiden  Be> 
Ziehungen  Gebrauch  zu  machen. 

Di'"  Ilcziehungen  3)  und  4)  erfordern  zur  Restimmiinp  einer  Funktion  das 
Ausziehen  einer  Quadratwurzel.  Ist  daher  auch  die  gegebene  Funktion  eine 
rationale  Zahl,  so  werden  doch  im  allgemeinen  die  übrigen  Funktionen  außer 
derjenigen,  die  der  reziproke  Wert  der  gegebenen  ist,  irrational  sein. 

Die  Beziehungen  4)  können  atich  dazu  dienen,  aus  Sekante  oder  Cosekante 
zunächst  die  Tangente  oder  t'otanijente  zu  finden.  Doch  wird  man  rms  ihnen 
bequemer  Cosinus  oder  Sinus  als  reziproke  Werte  bestimmen  imd  sich  dann  der 
Beziehung  3)  bedienen.  Aus  diesem  Grunde  pHegen  die  Funktionen  Sekante  und 
Cosekante  überhaupt  seltner  gebraucht  zu  werden. 

5.  Die  Beziehungen  zwischen  den  trigonometrischen  Funktionen  können 
nurh  dazu  dienen,  eine  Funktion  durch  irgend  eine  andre  auszudrücken.  So  er- 
hall man  nocii  iolgende  oft  benutzte  Formehi: 


tana  — 


cota 


sin«  yl  —  cos-a 

yi  —  sin^o  Cosa 

sina  yi  —  c^^a 

tano  1 


sina  = 


Cosa  — 


yr+~tan«o      yi  +  cot*a 
1  cota 

I  1  -|-  tan -n       J 1  4-^  cot-'a 


§  4.    Grenzwerte  der  trigonometrischen  Funktionen  spitzer  ^nkel. 

1,  Sinus  und  Cosinus  eines  spitzen  Winkels  siiui  als 
Verhältnisse  der  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
zur  Hypotenuse,  echte  Brüche,  also  Zahlen  zwischen  0  und  1. 
tfat  mnn  z^vei  rechtwinkliL;e  Dreiecke  mit  derselben  Hv|>o- 
tenuse  (Fig.  2U1),  so  ist  in  dem  Dreieck  mit  dem  gröliern 
spitzen  Winkel  fp  die  gegenüberliegende  Kathete  größer, 
die  anliegende  aber  kleiner  als  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  mit  dem  kleinem  spitzen  Winkel  w.  Es  ist  also,  da 

^  Fig.  201. 

7  >  V' '    smf/  >  sin  y  ,     cosy  <  cos  ^» 

T)enkt  man  sich  den  s])it/.e!i  Winkel  vim  i^'  hi«;  rj-  stetig  zunehmend,  itidem  der 

eine  Endpunkt  der  Hypotenuse  lest  bleibt,  der  andre  sich  stetig  au(  einem  Kreis- 
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bofjpii  bew«*q;t,  so  werden  sich  auch  die  Kaiheten  stetig  andern  und  damit  die 
Funktionen  Sinus  und  Cosinus.  Wächst  also  der  Winkel  stetig,  so  wird  der 
Sinus  ebenfalls  stetig  wachsen,  der  Cosinus  dagegen  stetig  abnehmen. 

Dil-  sjjitzen  Winkel  li<!j,'<*n  zwischen  den  Grenzen  0**  und  90*.  Diese  Grenz- 
werte SK'Ihst  können  in  recht«  iiikli>;,'r'ii  Dreiecken  nicht  vorkommen:  sie  haben 
aUo  streng  genommen  keine  trigonometrischen  l'unktionen.  E&  ist  aber  eine 
Dotnrendige  Erweiterung  des  Begriffs  der  trigonometrischen  Funktionen,  wenn 
man  den  Grenzwerten  der  spitzen  Winkel  die  Grenzwerte  der  trigonometrischen 
Fnnktionen  beilegt  und  also  festsetzt  daß 

sinO"  —  0  ,   sin 90*  «  1  ;    cosO*  ^  1  »    cos90*  =  0 

sein  soll«   Diese  Grenzwerte  genügen  der  Beziehung  3)  in  §  3:  denn  es  ist: 

8in«0*  +  cos»0«  =  1  ,    sin«  90*  +  co8»90'>  =  1  . 

2.  Tangente  und  Cotangente  eines  spitzen  Winkels  können  als  Verhältnisse 
der  beiden  Katheten  eines  r«'chtwinkligen  Dreiecks  je<ien  Wert  zwischen  (»  und  c«o 
annehmen.  Hat  man  zwei  rcrhtwinkhye  Dreifckf  (Fie.  1*<>.?K  in 
denen  die  den  spitzen  Wmkein  qp  und  ^  anUegenden  Katheten 
gleich  sind,  so  wird  dem  gröflem  spitzen  Winkel  ^  die  gröttere, 
dem  kleinem  y;  die  kleinere  Kathete  gegenäberltegen.  Mithin 

^  y  >  V' »    tang»  >  tnnyt  . 

Denkt  man  sich  den  Winkel  steti};  wachsend,  so  wird 
auch  die  qe^^enüberlicgende  Kathete  und  damit  die  Tangente 
drs  spitzen  Wiiik.  ls  stetig  wachseu.  Füi  die  Grenzwerte 
der  spitzen  Winkel  wird  man  also 

*  tanO«  =  0  ,    tan  90«  =  ^ 

zn  si  t/r  n  haben.    Diese  Grenzwerte  genügen  der  Beziehung  2)  in  ^  B,  denn 

man  hat  ^^^^  ^^ 

tanU"   =  -  =  0  . 

COSO*       1  • 

,         sin  90»  1 
cos9U<i  i) 

Die  Cotangente  eines  spitzen  Winkels  ist  der  reziproke  Wert  der  Tangente; 
sie  nimmt  also  stetig  ab,  wenn  der  Winkel  stetig  wächst.  Ks  ist  daher  für 

9>  >     I    cot^  <  cotyr  . 

Als  Grenzwerte  der  Cotangente  hat  man  zu  nehmen: 

coti)«  =  — ^     1  =  oo  ,      cot90»  =     V  -  -  i  =  0  . 
Unü«     0  tan9U<^  oo 

Die  seltner  gebrauchten  trigonometrischen  Funktionen  Sikante  und  Co- 
sekante  sind  als  rezi[>roke  Werte  von  Cosinus  und  Sinus  un'*rhfe  Brüche,  also 
Zalilen  zwischen  1  und  oc.  Die  Sekante  wäclist,  wenn  der  Winkel  wächst,  die 
Cosekante  nimmt  ab,  wenn  der  Winkel  wächst.    Als  Grenzwerte  sind  zu  setzen: 

seco«  =  1  ,      sccOO»  =  —  ^  =  oo  : 

cosO*  cos 90* 

csco«  -  -~  =  oo ,      cscOO»  -  -  1  . 

smU*  smOO* 

Diese  Festsetzungen  (;enüg(>n  den  Reziebimgen  4)  in  ^  3;  denn  man  hat: 

1  +  tan*O0     sec-'M'^ ,      1  -f  tan*90^  =  sec^OO'»  : 

1  +  COt*0«  --^  CSC««)"  ,        1  4-  CDt*90*  »  C8C*9<>*  . 
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3.  Die  Zuaammenatellang  dieser  Resultate  eigibt  den  Satz: 

Funktionen        .  .  .    ,    wachsen,  .  ,  , 

Die  ^  ,     ,  eines  spitzen  Wtnkels     ,  .    wenn  der  Winkel 

Colunktioncn  nehmen  ab, 

wächst;  daher  haben 

,.    Fanktionen     .  .  ..        kleinsten,  .    .  größten  ... 

^  -  bei  0"  ihren  '  bei  OO"*  ihren  ?.  .    ^  Wert. 

Coinnktionen  größten,  kleinsten 


§  5.    Berechnung  der  trij^onometrischen  Funktionen  einiger  spitzer 

Winkel.    Trigonoroetrinchc  Tafeln. 

1.  In  §  2  Nr.  H  sind  die  trigouomeiriächcn  Funktionen  der  Winkel  von 
30^,  45**,  60^  bestimmt  worden.  Rechtwinklige  Dreiecke,  die  diese  qiitzen 
Winkel  enthalten,  sind  planimetrisch  leicht  zu  konstruieren.    In  gewissen  ein- 

faclirn  Fällen  kann  man  die  Peripherie  eines  Kreises  dnrch  elementare  Kon- 
struktion  in  n  gleiche  Teile   teilen  {I^ianimiirie  §  32  Nr.  2)  und  daher  den 

Winkel           als  Centriwinkel  des  Kreises  darstellen.  Die 

n 

Sehne  des  «-ten  Teils  der  Kreisperipheiie  ist  dann  die 
Seite  des  repelmälii^en  S«-hnen-//-F.cks.    Zieht  man  in  einem 

l?f<timmnno'sdrflr(  k  (Fig.  2MH>  die  Höhe,  so  ist  in  einem  der 
benien    kongruenten   rechtwinkligen   Dreieck«',    in    die  das 

gleichschenklige  Dreieck  zerlegt  wird,  der  spitze  Winkel  

H 

enthalten:   die  Hypotenuse  ist  der  Radius  r  des  Kreises 

lind  (Iii-  (Irtn  Wiijkel  gegenüberlieg«>nde  Kathete  ist  \s^. 
Da  sich  nun  in  allen  den  Fällen,  wo  die  Konstruktion  des 


Wmkels 

n 

so  hat  man 


elementar  ausführbar  ist,      durch  r  algebraisch  ausdrücken  läßt, 


sin- 


2  •*)• 


n 


2/ 


In  jediMii  ht'ii  l'allf  frhalt  man  also  den  \\ Crt  des  Sinus  eines  ge- 
wissen Winkeis.  Aus  dem  Sinuü  lassen  sich  dann  nach  §  3  Nr.  3  die  übrigen 
Funktionen  berechnen. 

Die  einfachsten  Konstruktionen  ergeben  sich  lür  «  =  4,  if«^0,  i|si»10. 

Für  ff  =  4  erhält  man: 

rf2 

2  Nr.  .S. 


sin  150 

2r 


in  l'hereinstimroung  mit 


Für  ff  =  6  ergibt  sich: 

sin30«  = 

wie  ebeiisü  sclioii  gelunden  wurde. 
Für  «  —  1')  ist 


f.; 
2r 


ir 


1 

9 


woraus  sich  weiter  ergibt: 


cos 


IS"  -  I  1  —  sin^  18»  -  I  1  —  ,V  (ti  —  2  1 0)  =  i  I  10  -f  2 
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tan  LS«  =  fi!"  ^  ^"  -    ^    ~  ^  ^  ==1  ^  1  <:^-y^(''-y'Ö 

2.  Durch  wiederholtes  Malhieren  kann  man  aus  dem  Winkel  von  45*  die 
Wink«  !  von  22  i 11  }  r»^<',  .  .  .  konstruieren  und  nach  Nr,  1  ihren  Sinus  be- 
rechnen.   Z.  B.  für  n  —  S  erhält  man: 


sin22|»-2'«^=||/2-|2 


und  daraus 


COS22 1 «  =  J 1  —  ain>  22 1 »  =  ^  1  —       —  l'S)     H  2  +  P  ♦ 


tftn22|<^ 


ä  -  -  i      I  2  4-  |  2 


sin  22  i  " 
cos 


cot22i»=       «..»=-^  -12+1  . 

-       tan22|*     ^2  —  1 

Durch  Verdopplan^  des  Winkels  von  HO^  erhält  man  60*^  und  demnach 

Durch  wiederiioltes  Halbieren  kommt  man  von  BO**  auf  lö*^,  7  .'.",  .  .  . 
Z.B.  für  ff  =  12  ergibt  sich: 

sinir,"  =      =  j)  2  _  )H  ^  1  (|ü  -  }2) 

und  hieraus  immer  auf  dieselbe  Weise: 


coslfio  =  1]  '^  ^  y.i  ^  |(jü  +  Unl.V  =  2  —  ].i ,    cotir,"     2  +  ] 3 

Das  Doppelte  von  1H<)  ist  36*;  daher  hat  man  für  m  —  r>: 


und  weiter: 


cos  36«  r-  \  (]  5  +  1 )  ,     tan  36*  =  |V>  — 2 1 ."»  ,    cot36«  =     +  ^  ]'5  . 

Aus  den  trigonometrischen  Funktionen  der  spitzen  Winkel,  die  hier  berechnet 
worden  sind,  ergehen  sich  auch  die  der  Komplemente  nach  i;  2  Nr.  2.    So  ist 

8in7ö«^=  coslö",  sin  72"  =  cos  Iii'*,  sinÜ7  j^  =  cos22  J**,  sinöi*' ^  cosHti",  u.8.w. 

Die  Werte  dieser  Funktionen  sind  bis  auf  sin'ioo^  1,  tan4r>**==r  l  sämtlich 
irrational.  Berechnet  man  sie  aul  drei  Dezini  ili n  und  nimmt  die  Punktionen 
<ler  Komplemente  und  die  (Iren/.werte  d«'r  Funktionen  bei  und  WO*'  hinzu« 
so  erhält  man  die  folgende  kleine  ralel: 
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0 

sin 

cos 

tan 

cot 

0 

0 

1 

0 

oo 

90 

15 

0,259 

0,966 

0,268 

3.732 

75 

18 

0.309 

0,951 

0,32» 

3,078 

72 

22  \ 

0»383 

0,924 

0,414 

2,414 

67^ 

30 

0,5 

0,866 

0,577 

1,732 

60 

36 

0,588 

0,809 

0,727 

1,376 

54 

45 

0,707 

0,707 

1 

1 

45 

cos 

sin 

cot 

tan 

3.  Die  notwendige  Vorbedingung  für  die  prakiische  Anwendung,  die  von 
den  trigonometriscben  Funktionen  gemacht  werden  soll,  ist  das  Vorhandensein 

von  trigonometrischen  Tafeln,  das  sind  Tabellen,  aus  denen  man  für  jeden 
•spitzen  Winkel  die  Wcrif  seiner  Funktinnen  anfsrhlatjen  kann,  nnd  aus  denen 
man  umgekehrt,  zu  dem  Werte  einer  Funktion  den  zugehörigen  spitzen  Winkel 
entnehmen  kann.  Wie  diese  Tafeln  hergestellt  werden  können,  d.  h.  wie  man 
SU  einem  beliebigen  Winkel  die  im  aUgfemeiiien  irrationalen  Werte  einer  Funktion 
biä  zu  einer  hinreichenden  Genauigkeit  durch  Rechnung  fmden  kann,  ist  an 
dir-spr  Stelle  nicht  auseinanderzusotzf n.  Kine  Methode  ist  in  .hithmetik  und 
Algebra  §  37  Nr.  4  gezeigt.  Es  ist  klar,  dab  solche  trigonometrische  Tafeln 
nach  Art  der  kleinen  Probe  in  Nr.  2  nnr  die  spitzen  Winkel  bis  45^  su  ent- 
halten brauchen,  jede  in  ihr  enthaltene  Funktion  eines  spitzen  Winkels  unter  45*^ 
stellt  zugleich  die  Colunktion  eines  solchen  über  15"  dar  und  nmtrekehrt. 

Trigonomefrisrhf*  Tafeln  ^ibt  es  in  t^TOÜor  y^nhl.  Sie  sind  gevvi  ihiilic  Ii  vereint 
mit  den  Logarithmenlatein  {Ariihnulik  umi  Algebra  ^  15  Nr.  'S)  und  geben  der 
Bequemlichkeit  för  nnraerische  Rechnung  halber  auch  die  Logarithmen  der  trigono- 
metrischen Funktionen.  Die  gebräuchlichen  Tafeln  unterscheiden  sich  in  Bezuy 
auf  Ausflehniinj»,  Zahl  der  Dezimalstellrn,  firörte  (t<s  Intervalls  der  aufeinander 
folgenden  W  inkel,  Art  und  Hilfsmittel  der  inter]jülation.  Da  jedes  TabcUenwerk 
mit  einer  Gebrauchsanweisung  versehen  ist,  kann  diese^  hier  übergangen  werden. 

Im  folgenden  werden  meist  fünfstellige  Tafeln  vorausgesetzt,  wie  die  von 
F.  G.  Gauss,  Heger,  Scinx)E.\Ui-CH.  Für  Schulzwecke  wird  allerdings  di<*  Genauig- 
keit vierstelli»;er  Tafeln,  wie  sie  in  neuerer  Zei»  vielfach  herausgegeben  und 
cmpiohlen  worden  sind,  völlig  genügen;  doch  :nI  d»e  Kenntnis  der  ICinnchlung 
von  fünf-  oder  mehrsteUigen  Tafeln  für  den  Anfänger  immerhin  empfehlenswert. 
Vierstellige  Tafeln,  wie  die  von  F.  G.  Gauss,  in  denen  die  Winkel  von  Minute 
zu  Minute  fortschreiten,  sind  zwar  nicht  viel  weniger  umfangreich  als  füiif^trllisic, 
haben  aber  den  N'nrleil,  die  bei  lan(rvvierit;<*n  RechnuTit'en  so  lästige  lnter])olation 
fast  gaii/Iic  h  überflüssig  zu  raachen.  Hei  vu'len  geometrischen  und  bei  den 
meisten  physikalischen  Aufgaben  werden  mit  Vorteil  nicht  nur  die  logarithmisch- 
trigonometrischen,  sondern  auch  die  gewöhnlich  mit  beigegebenen  Tafeln  ver- 
wendet, die  die  Funktionen  selbst  (mittbräuchlich  als  «natürliche«  Zahlen  der 
Funktionen  bezeichnet)  enthalten. 

Die  logarillimisch- trigonometrischen  Tafeln  enthalten  gewöhnlich  nur  die 
Logarithmen  von  Sinus,  Cosinus,  Tangente  und  Cotangente  spitzer  Winkel;  die 
Logarithmen  von  Sekante  und  Cosekante  sind  die  dekadischen  Ergänzungen  der- 
jenigen von  ('o>inu>  und  Sinu^.  Die  Logarithmen  von  Sinus  und  Cosinus,  sowie 
von  Tangente  der  Winkel  unter  45"  sind  negativ;  die  negative  Kennzifler  — lU 
wird  im  folgeiulen,  wie  in  den  Tafeln  selbst,  weggelassen,  wenn  kein  Mißverständnis 
zn  befürchten  ist 

4«  Hat  man  sich  im  Gebrauch  der  trigonometrischen  Tafeln  hinreichend 
geübt,  so  daß  man  zu  jedem  spitzen  Winkel  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenze 
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15 


der  beuutzteu  Tafel,  eiue  Funkiion  oder  deren  Logarithmus  und  zu  einer  ge- 
gebenen Funktion  oder  deren  Logarithmus  den  zuf^börifen  Winkel  aufschlagen 
kann,  so  ist  damit  für  jeden  spitzen  Winkel  jede  seiner  Funktionen  als  bekannt 
vorauszusetzen  und  umgekrhrt  ist  eiti  spitzer  Winkel  als  bekannt  vorauszusetz»*n. 
wenn  eine  seiner  Funktionen  gegeben  ist.  Kinen  spitzen  Winkel  bestimmen 
heißt  hiernach,  eine  seiner  Funktionen  bestimmen.  Sind  z.  B.  zwei  Seiten  eines 
rechtmnUtgen  Dreiecks  gegeben,  so  ist  eine  Funktion  des  einen  in  dem  Dreieck 
liegenden  spitzen  Winkels  zu  berechnen  und  damit  ist  dieser  Winkel  selbst  be- 
stimmt, da  man  ihn  aus  der  trigonometrischen  Tafel  bestimmen  kann. 

in  den  beiden  folgenden  Beispielen  ist  die  übliche  Bezeichnung  der  Seiten 
und  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  wie  in  §  2  vorausgesetzt  und  beide 
sind  in  dem  für  Ic^aiithmische  Berechnungen  {Arithmetik  und  Algchra  §16  Nr.  4) 
gelehrten  Schema  aufgeschrieben. 

1*  ^  >■  5  ,  <7  »  4 

sina  ^     ^  0,8  .   a  -  53«  T  48" 

€ 

log  sina  —  9,90  309 


2. 


tf  =  4ä.l89,  ^—37,592 

tana  =  4»    a  =  G3"2'35" 

Q 

log^/ «  2.68  295 
log^  »  2,57  509 

log  laua  =  0,10  786  . 


Hat  man  einen  spitzen  Winkel  zu  berechnen,  so  legt  man  ihn  in  ein  recht- 
winkliges Dreieck.    Getilgt  es.  zwei  Seiten  dieses  Dreiecks  zu  bestinunen.  so 

Q  hat  man  eine  Funktion   des   gesuchten   Winkels  und 

kann  den  Winkel  aus  der  trigonometrischen  Tafel  be- 
stimmen. 

Z.B.:  Die  Seite  AB  =  a  des  gleichseitiiren  T>teU 
ecks  AliC  (Fig.  204)  wird  in  drei  gleiche  Teile 
AM  —  .]fN  —  JVB  geteilt:  in  welche  Ti  ilc  wird  der 
gegenüberliegende  Winkel  ACH  —  GO"  durch  AfC  und 
i\C  geteilt?  Zieht  man  die  Höhe  CD,  die  mit  CM 
oder  CN  den  spitzen  Winkel  ip  bildet,  so  liegt  dieser 
^  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MCDt  dessen  Katheten 
CZ>  »  1«  ^3  und  MD         sind,  folglich  hat  man: 


/  ^ 

/  / 
/  Ml 

\  \ 

tan^  a  — 


— ^  *  1  /  ^  .  »  =  10«  53'  3G" 
i^ya      \  27 


8,58  864 


logtanf>«»  9,28432 


Der  mitüere  Teil  ist  also  /LMCN^2*p  ^  21«47'  12";  jeder  der  beiden  äoeeni 
£ACMr^  ABCN^  30»—^  -  19«  6' 24". 
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%  6.   Berechnangen  am  rechtwinkligen  Dreieck. 

1.  Ist  von  einem  rechtwinkligen  Dreieck  die  Hypotenuse  c  und  ein  spitzer 
Winkel  a  gegeben,  so  erhält  man  aus  der  Definition  von  Sinus  und  Cosiaus: 


sina 


6 

—  —  cos  a 

c 


die  Katheten:  .i-^sioa,    Ä-rcosa  , 

d.  h.  mnn  findet  eine  Kathete  eines  r^rh  t  w  i  ii  klipen  Dreiecks,  indem 
man  die  Hypotenuse  mit  dem  Sinus  des  der  Kathete  gegeuuberlie yeo- 
deu  oder  mit  dem  Cosinus  des  der  Kathete  anliegenden  Winkels 
roultiplisiert. 

Der  Aiifänizer  übe  sich,  auch  an  rechtwinkligen  Dreiecken  mit  nicht  Schema* 

lischer  Be/.eichrmnj,'  und  von  verschiedener  La?»', 
den  Satz  einzuüben  und  aus  Hypotenuse  und 
einem  spitzen  Winkel  die  Katheten  sofort  hin» 
zuschreiben.    Z.  B.  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck 

(Fi(;.  2110)  mit  der  flyputenuse  m  und  dem  spitzen 
Winkel  d  sind  die  Katheten 

.V  —  m%\\\6  ,     V  — "  wrnsf^ 
Hat  man  die  Katheten  nach  Ij  berechnet,  so  findet  man  den  Flächeninhalt 
des  rechtwinklip;en  Dreiecks 

/'s»- |tf  ^  SS  l^'slttocosa  . 

Fällt  man  von  der  Spitze  C  des  recht- 
winkligen Dreiecks  .^/^C  { Fig.  206)  die  Höhe 
CC'i^A,  so  wird  die   Hypotermsf  -  f 

in  die  Abschnitte  BC  —  und  AC  ^  b' 
geteilt.  Es  sind  a'  und  b'  die  I'rojektionen 
der  Katheten  auf  die  Hypotenuse.  Kennt 
man  nun  die  Hypotenuse  c  und  dm  spit/rn 


V  C 


Fig.m 

Winkel  a,  so  bildet  ßi  mit  a  ebenfalls  den  Winkel  a  und  man  hat 
</'  ^  (T  K'mn  =  c  sin  -n  ,     h'  =^  b  COSa  =  C  COS*«  . 
Die  Summe  der  beiden  Projekt ioni  n  ist 

y  -\-  h'  =  c  ^sin      -j  cos  -«)      c  , 
Weiter  !«t  cos«  =  ^ sina  =  <•  sina  cosa  , 

woraus  sich  der  Flächeninhalt 


wie  vorhin  ergibt. 
Beispiel: 

f  =  :{:,.v,o,  n  -  :{s'^47 
a  —  rsina  =  21'^ 


J^// |r-sinacosa 


;  ß  ^  SO'»  59'  60"—  380  47'  25"=  51«  12' 35" 


1  ;  b^  i  Cosa  -  277.1 0  ;     =  ^a^  —  30  s:»« 
<^=  amna     139,r>2;  ö'^  ^cosa  »  215,98 :  A^acosa  —  ^sino  173,59 


logsma  —  9,79  ü9U 
log  cosg  =  9,89  179 

loga  =  2,34  774 

\oy^b  -  2,41  2r,a 
\o^  \  _  !Mii)807 

'  loj,'/  -  4,t^^i:U 
loi^f/—  2,14  404 
\ogb'^^  2,33  442 
logA  =  2,23  053 
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Umpekehrt  würde  man,  wenn  <^  und  V  gegeben  wären*  die  spitzen  Winkel 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  berechnen  können;  es  ist 


sina 


co8a  == 


Vi 


2,  in  dem  Kreise  um  M  mit  dem  Radius  r  \^Fig.  207)  sei  die  Sehne  Aß  —  s 
gezogen»  za  der  der  spitze  Peripheriewinkel  APB  —  7  gehdrt  Zieht  man  dnrch 

ihren  einen  Endpunkt  A  den  Durchmesser  AC  und 
verbindet  C  mit  ß,  so  erhält  man  das  bei  ß  recht- 
winklij^e  Dreieck  ACB,  in  dem  der  spitze  Winkel 
ACB  —  q  ist.    Nach  1 )  hat  man  also 

s  —     r  s'mrp  , 

d.  h.  man  Imdet  die  Selin»^  eines  Kreises, 
indem  man  den  Durchmesser  mit  dem  Sinus 
des  zur  Sehne  gehörigen  spitzen  Pertpheri«*- 
winkels  multipliziert. 

T>fr  s]>it7,e  I'i'ripheriewinkpl  ist  jrleicli  dem 
halben  zur  Sehne  gehörigen  Cculriwiukel,  den  man 
erhält,  wenn  man  von  M  das  Lot  MD  auf  die  Sehne 
AB  fällt.   Dieses  Lot  JUD     ICB  ist  der  Abstand  f 


Fig.  »7. 

der  Sehne  vom  Mittelpunkt  und  es  ergibt  sich 

r cosy 


Ist  der  zu  dem  spitzen  Peripheriewinkel  ff  pehöri^e  Bo{;en  der  //-te  Teil 

180® 

der  Peripherie,  also  9»  =         »so  ist  die  zugehörige  Sehne      die  Seite  des 

it 

regelmäfiigen  Sehnen-« -Ecks,  also 


2  /•  sin 


Nach  dieser  Formel  ist  s„  in  jedem  Falle  zu  berechnen,  auch  wenn  der 

180» 

Winkel  nicht  durch  elementare  Konsirukiion  zu  bestimmen  isu 


B.  ist  für 


180" 


Da  lür 


r  =  1 ,    i,  =  2  sin    .    =2  sin 23«  42'  51"  ■-=  0,8678 


/  -  1  ,    i  i,,  =^  ^  V  3  ö,vSüüO 


ist,  so  kann  man  bis  zu  einer  Genauigkeit  von  zwei  Dezimalen  y-      i  s.^  setzen, 

wodurch  eine   für  viel»»  Fälle  attsroirhetu!  «»enaue  Näh<Tunj:skonsiruktion  des  in 
einen  Kreis  enizu.st  iueibenden  r<  i(elmaUigeu  Siebenecks  gegeben  ist. 
Der  Umiang  des  regelmäßigen  Sehnen«»- Ecks  ist 


=  MS^  =  *2tir  sin  . 

Z.  B,  erhält  man  för 

«^isu,     W/,^,,  lX0.s!nl"=-:i,14ll 

//  _      ,    ^  //.„.„  _  30M  •  sin  }, "  -     1 1 1 :» 

«  =  720  ,    i  //jjo  =  <  20  .  sin  {    -  :i,l  1 1  ü 


1H0< 
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$  6  Befecboangen  am  rechtwinkligen  Dreieck.  4;>9 

Die  letzte  Zahl  ergibt  auf  vier  Deaimalen  genao  den  halben  Umfang  n  des 

Kreisos  mit  dem  Radius  1. 

Dlf  Entfcrnuiif,'  e  der  Sehiu-  »  irn^s  Kreises  vom  Mittelpunkt,  ist  in  dem  Falle, 
dai>  i  die  Seite  eines  regelmäßigen  Sehnen-«- Ecks  ist,  der  Radius  fj  des  In- 
kreises» ffir  den  also  die  Fomel  gilt 

180» 

as.rCOS-      -  . 

n 

3,  ist  von  einem  rechtwinkligen  Dreieck  eine  Kathete  und  der  ihr  an- 
liegende spitze  Winkel  u  gegeben,  so  erhält  man  ans  der  Detinition  der  Tangente 
und  der  Sekante: 

</  f  l 

—  —  tana  ,    —  =  seca  =  

^  »  Cosa 

die  Katliete  a  und  die  ilypoienuse  nämlich: 


2)  a*-»b  tano  ,  £ 


COSA 


Ist  dagegen  die  Katliete  a  und  der  ihr  s;oiTfniil)rrliftr»*nde  spitze  Winkel  a 
gegeben,  so  ergibt  die  Üefmition  von  Colangente  und  Cosekaute 

b  r       •  1 

—  cota,     -  csca 

a  n  sina 

die  Kathete  b  und  die  Hypotenuse  c,  nämlich: 

ii 

3)  d  =*  a  cota  ,    i'  , 

sina 

Kennt  man  von  einem  rechtwinkligen  Dreieck  (i'ig*  200,  S.  427)  Ä  und  a, 
so  hat  man 

h        ,  h 

cos«  sma 

Ist  von  demselben  rechtwinkligen  DnMerk  der  Inhalt  F  nnd  ein  spitzer  Winkel  a 
gegeben»  so  findet  man  atis  den  Gleichungen 

ab  =  2Ft    *  «»  tana 
p 

durch  Multiplikation  und  Division 

a*  —  2  /'tan  «  ,       =  2  Fcota  , 

also 

a     y  2  /'tättö  ,    b  «  fTFcotä  ,    <■  =  y«*  +  . 

Bei  der  nnmertschen  Berechnung  von  c  bedient  man  sich  mit  Vorteil  ent- 
w<'der  der  G\iss sehen  Ililfsiafeln  {Arithmetik  und  Algebra  %  16  Nr.  5)  oder  aus- 
fährlicher  Quadrattafcln»  wie  sie  manchen  Tabellenwerken  beigegeben  sind. 

Man  k.niTt  auch,  um  die  Bererhniing  von  «  y«* -f"  zu  vermeiden,  aus 
a  oder  b  )>ereciinen,  denn  man  hat 

^    «    __  A 
siua  cosa 
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Beispiel: 


F  ^  1733,4  ;    2  A  =  3466,8  ;    «  -  57«  34'  26' 


f2  Ftana  =  73,873  ;    ^=^2  Fcoia  =  46,919  ;    <■  =  /a*  +     =^  «7,520 


lag2F=  3,r)3  093 
loR  tan«  =  0,1  9  705 

log<r-  =  3,73  OOS 
=^  3,34  2SS 

loga  l.tiü  849 
log^  »  1.67  144 


a-  =  r)457,-t 
-  2202.3 

=  7050,7 


Ist  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  (Fig.  20G,  S.  427)  a'  und  a  }irf:eben,  so 
erhält  man: 

tf'                 tf                       ,  ,coso 

a  ==  — : —  ,    r  =   .  —  —          ,    /'  ^  <"  cos«  <i  .  ^  -  : 

sina            8ina      sin'a  sm'a 

il  =  «r'cotd  ,   ^'  —  >l  cota  =  a'cot'a  . 

Als  Probe  hat  man: 

t 

tf'+  3'=  a'(l  -f  C0l2«)      <7'CSC-'«  -    !\     =t  , 

sin'a 


Beispiel: 


tf'^'=tf'*cot«a  =  Aä  . 
a^^lU;  a==67«22'48" 


^     ~  156  ;         -  ^    —  169 rudd  ;    ^  =  ircosa  =  63  ; 

sma  siiw/ 

//  =  rt'c  ut«  =  60  ;    d'=  A  cota  =  25 


log  Ii' ^  2,13  «30 
log  stno«  9,96524 
logcosa=^  9.58  503 
log  cota  ^  9,61  979 


lojirr  =  2,19  312 
lo|..  -  2,22  768 
logA  -  1.81291 
logA  =  1,77  815 
log^»  1,39  794 

4*  Legt  man  im  Punkte  .4  eines  Kreises  um  J/  (Fip.  20H)  mit  dem  Radius  r 

eine  Tangente  nnd  zieht  durch  A/  eine  Sfkantr,  die 
mit  MA  den  spitzen  Winkel  (f^  bildet  und  die  'Fangente 
io  P  schneidet,  so  entsteht  aaf  der  Tangente  der  Ab- 
schnitt AP^tt  während  auf  der  Sekante  der  Abschnitt 
MPf^k  herAorgebracht  wird.  Dann  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  MPA  nach  2): 

r 

t^r  tanip ,    k^r  sec«'  =   . 

rosf^' 

Hierdurch  erklären  sich  die  Funktionsbezeichnungeu 
Tangente  nnd  Sekante. 

180'^ 

Ist  u  r=  —     ,  SO   ist  /        /„  die  halbe  Seite 
n 

des  dem  Kreise  umschriebenen  regelmäßigen  »-Keks;  es  ist  also 


180« 

/„  =  2rton  — 
n 
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und  der  Umfann^  des  Tegelmißig«ii  Tangeiiteii>«-£cks 

180« 


Z.  H.  für  /•  —  1  iinil  n  —  720  würde  mau  wie  in  Nr.  2 

\v-fü  =  720  tan  |  »  =  3,1416 

erhalten,  weil  sich  für  den  kh'inrn  Winkel  von  \  ^*  die  Logarithmen  von  Sintis 
und  Taugeute  bis  aui  iüiil  Stellen  nicht  unterscheiden. 

5«  Ein  (ületchschenkligea  Dreieck  wird  durch  die  Hdhe  in  zwei  kongruente 
rcchtu  iiikli^r  DriMfckc  zerlegt.  Ist  a  die  Basis  (Fig.  209)t 
b  der  Schenkel.  //  (Iii-  Höhe,  n  der  Winkel  an  dor  Spitze 
und  ß  ein  Basiswinkel,  so  hat  jedes  der  beiden  recht- 
winkligen Dreiecke  die  Hypotenuse  ^,  die  Katheten  \  a 
und  kf  während  der  Kathete  \a  der  spitse  Winkel  -^a, 
der  Kathete  h  der  spitze  Winkel  (i  gegenüberliegt  Da 
\n  \  /?  -  00^  ist,  so  sind  die  Funktionen  von  ß  die 
Cofunklionen  von  |  a  und  umgekehrt.  Es  können  dem- 
nach Berechnungen  am  gleichschenkligen  Dreieck  nach 
Nr.  1  und  3  ausgefährt  werden. 

Ist  z.B.  <i  und  Q  gegeben,  so  hat  man 


a 


sin^^o       2  flin^a 
und  daraus  den  Inhalt  des  gleichschenkligen  Dreiecks 

360 •     .  18U" 


Ä  =  I  (I  cot^  a 


Ist  o  = 


so  ist  das  gleichschenklige  Dreieck  das  Be- 


n       '  n 

stimmungsdrcicck  eines  regelmäßigen  «-Ecks.  Die  Basis  ist  die  Seite  jr„,  der 
Schenkel  der  Radius  r  des  Umkreises  und  die  Höbe  der  Radius  q  des  Inkreises. 
Man  erh&lt  also 


r  — 


2  sin 


Q  =  ix.  cot 


180» 


und  den  Inhalt  des  regelmäßigen  «-Ecks 

Fn  =  n  '  \snQ  cot 


180» 


Ist  der  Umfang  des  Vielecks  Um^ns^^  so  kann  man  auch  achreiben: 


1 

4» 


1800 

lü  cot—  


Ein  regelmäßiges  m*£ck  hat  mit  einem  regelmäßigen  «-Eck  gleichen  Inhalt 
und  das  w-Kck  den  Umfang  wie  groß  ist  der  Umfang  des  ff  »Ecks?  Die 
Gleichheit  der  lohalte  gibt  die  Gleichung 


1    ,  180 

Um  cot  — 

m  m 


«       1    ,  180» 
-~  =  —     cot — — 
n  n 


woraus  sich  ergibt 


n       180«     , 180« 

tan  cot  '- 

m         n  tn 
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Beispiel: 

ISO"  isö^» 

rund 


1/  //  IM»"  l^U" 

/      tan  cot      — =»11 

m  n  m 


log«  -=  139 
—  log«  =  9,15  400 

loutan   =  9,4ö  77ü 

« 

18i)* 

log  cot  =  0,31  734 


n.<>s  i4J 
loR//„  =  1,04  140 

Dir  Seite  dl  s  rr  ^rlmäßi^en  EUecks  miiÖ  also  ({leich  1  sein,  wenn  die  des 
fläctiengleichen  Siebenecks  gleich  1,6054  ist. 


§  7.    Das  allgemeine  Dreieck.    Erweiterang  des  Begriffs  der  trigono- 
metrischen Funktionen  auf  stampfe  Winkel. 

1.  Um  an  einem  allgemeinen  Dreicrk  Herechnungen  auszuführen,  wird  mati 
rechtwinklige  Dreiecke  herstellen,  die  man  nach  §  6  behandeln  kann.    Die  Be> 

zei^hnu^^  <lrr  Sritrn  und  Winkel 
drs  Dr.'ircks  ABC  (Fi^.  IMO)  sri 
die  übliche  sehematiselie.  Zieht  man 
die  Ilühe  CC  =  //.-  auf  der  Seite  t", 
so  wird  das  Dreieck  unter  der  Vor- 
aussetzmig,  dalS  keiner  der  an  ( 
1  ie<,'e  n <i  e Ti  Winkel  n  und  ^ 
stumpl  ist,  in  zwei  rechtwinklige 
Dreiecke  zerlegt.  Dann  erhält  man 
nach  §  C  ans  der  Definition  der 
trigonometrischen  Funktionen  spitzer 
Winkel 


Fig.sia 

woraus  sich  der  Flächeninhalt 


1) 


he  =  a^ttß  =  ^sina 


2)  F ^  \  acsinß  =  Ififswa 

ergibt  Die  Seite  <-  ist  nun  die  Summe  der  Projektionen  ^  und  ^  der  Seiten 
a  und  d  auf  diese  Seite  und  man  hat  weiter: 

also 

H)  f"      acosß  -\-  cosn 

Der  Anfänjjer  miV^c  hlr  flu  spitzwinkli^'es  Dreieck,  in  dem  er  die  .iiidfrti 
Hullen  zieht,  die  entsprechenden  Formeln  für  /i„  und  //^,  für  /•"  und  lur  die 
Seiten  a  und  ^  ableiten.    Er  wird  dann  erkennen,  daß  man  sie  aus  den  drei 
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Formeln  durch  Buchstabenvertanschnnf;  herleiten  kann.    Man  achte  darauf,  datt 

auf  der  rechten  Seite  jeder  Formel  der  durch 
die  Höhe  durchschnittene  Winkel  nicht  vor- 
kommt. 

Ist  dagegen  in  dem  Dreieck  ABC  der  eine 
an   der  Seite   e  liegende  Winkel  a  »tompf 

(Fig.  211),  so  fällt  dir  Höhe  //..  außerhalb  des 
Dreiecks;  ihr  Fußpunkt  C'  liegt  auf  der  Ver- 
längerung von  BA  über  A  hiuaus  uud  das  Drei- 
eck ABC  iat  die  Differenz  zweier  rechtwinkliger 
Dreiecke.  Von  dit-si  n  beiden  enthält  aber  CAC 
den  spitzen  Winkel  CAC  -  ISO" —  a,  das 
Supplement  des  stumpfen  Winkels  a.  Dann 

erhält  man  an  Stelle  von  1)  und  iy.  Fig.  Ml. 

1*)  //,  -  <Tsin/f  ^  /Jsin(lS()f'  —  a)  , 

2*)  |«f<-8in/^  =  ^^^-810(100"  —  «)  . 


Ferner  ist 
da  aber  hier 


tf*-  <ico8/9,         *cos(180*— «)  , 

ist,  80  erhält  man  an  Stelle  von  3): 

3*)  c-^a  coaß  —  *  cos(180  •  —  a)  . 

Ks  ist  nun  eint>  unerlafiliche  Forderung,  Sätze  der  Trigonometrie  allgemein- 
gültig für  spitz-  wie  für  stumpfwinkü-jc  Dn  ii-rkc  7ii  ir«'stalten,  also  dir  S;ii/f  1  ). 
2),  S)  auch  anwenden  zu  können  aui  ein  stumphvmkliges  Dreieck.  Dieser  Forderung 
wird  genügt,  wenn  man  festsetzt,  daß  für  einen  stumpfen  Winkel  a 

sin«  =  sin(  1  SO"   -  «>  .     rus«  < osi  1  S(i "  -  //) 

sein  soll.  Darin  li«'jit  eine  Knvt-iterung  des  Begriffs  von  Smus  und  C  osinus  auf 
stumpfe  Winkel,  dergestalt,  daU  mau  detmiurt:  Uuter  dem  Sinus  eines  stumpfen 
Winkels  soll  der  Sinus  seines  spitzen  Supplements,  unter  dem  Cosinus 
eines  stumpfen  Winkels  soll  der  negative  Cosinus  seines  spitzen  Supple- 
ments verstanden  werden. 

Sind  also  ^  uud  y  Supplemente,  ist  also 

^  yi  ^  ISO"  , 

wobei  unentschieden  bleiben  kann,  welcher  von  beiden  Bpitz  und  welcher  stumpf 
ist,  so  gilt 

siny>  «  amy* ,    COSflf»  =  — cosy^  , 

d*  h.  wenn  zwei  Winkel  Supplemente  sind,  so  haben  si(>  denselben 
Sintis;  ihre  Cosinus  dai,'e|L;«'n  haben  denselben  absoluten  Wert,  aber 
«•ntgegengesetzf  \  nr/,  ich(.'n  und  «war  ist  der  Cosinus  des  spitzen  Winkels 
positiv,  des  stumpleii  m  galiv. 

Wenn  d  ein  spitzer  Winkel  ist,  so  ist  daher  immer: 

sinCJU"  -i  d)  —  9in(90*  —  (>)  =  cosd  , 
cos(90»  +        —cos (90*  —     =  —  sind  . 

Femer  folgt,  daß,  möge  n  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  s»-in,  immer  ist: 

sinflSO"       a)  =  sina  .     rosdso»  —  a)  —  -  cos«  . 
Diese  Fests<'i/.ung  jifuüyt  der  Beziehung  ,U  in  5;  3,  denn  «s  ist 

sin  -(ISO"  —  a)     cos -( 180"  -  -  «)  =  sin^a  +  cos-a  =  1  , 
ScBLOnULCHS  Handbuch  der  MAthematik,  2L  AufL,  Bd.  L  28 
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Damit  auch  die  Besiehungen  2)  und  1)  in  §  3  ffir  stumpfe  Winkel  bestehen 
bleiben,  so  hat  man  weiter  festzusetzen,  dafi  ffir  einen  stumpfen  Winkel  a  sein  soll: 

Cosa     — cos(180'>  — a)        cosllSO»  — «)  ^  ' 

tano     — tan(J80*  — o)         tan(l80»  — a)  ^  ' 

Man  hat  also  unter  der  Tangente   oder  Cotangente   eines  stumpfen 
Winkels  zu  verstehen  die  negative  Tangente  oder  Cotangente  seines 
spitzen  Supplements. 
Wenn  demnach 

9j  4-  y  =.  180" 

ist,  so  wird 

tan^v  =  — tany ,    cot^?  sa»  • — coty 

sein  müssen;  d.  h.  wenn  zwei  Winkel  Supplemente  sind,  so  haben  ihre 
Tangenten  und  Cotangenten  denselben  absolnten  Wert,  aber  entgegen- 
gesetzte Vor/. eichen  und  zwar  sind  diese  Funktionen  ffir  den  spitzen  Winkel 
positiv,  für  stumpfen  ne<rr»tiv. 

Die  Erweiterung  der  üegritie  von  Sekante  und  usekanie  kann  ebentalls 
durchgeführt  werden,  wenn  man  sie  als  die  reziproken  Werte  von  Cosinus  und 
Sinus  botrachteL 

2.  Die  FesLsetzuntjen  über  die  Funktionen  stumpfer  Winkel  müssen  auch 
noch  jjelteii  für  den  Grenzwfrt  1 80**  der  stumpfen  Winkel,  dessen  Supplement  0" 

ist,     F.S  muli  also  gesetzt  w  erden 

sin  1  ^U"  ^  sinO**  =  0  ,    cus  I.SO"      — cosO<*  ^  —  1  . 

WriiTi  f"in  stumpfer  Winkel  von  90"  bis  lfS(»'*  wächst,  so  nimmt  der  Sinus 
von  1  ab  bis  u,  der  Cosnius  nimmt  von  (»  weiter  ab  bis  — 1.  Der  Sinus  emes 
Dreieckswinkels  liegt  also  zwischen  0  und  1,  ist  also  immer  ein  positiver  echter 
Bruch:  der  Cosinus  eines  Dreie(  ksw  irtkel^«  liegt  zwischen  — 1  und  +1* 

ein  posifi\cr  oder  ne-^ntiver  i'cliter  Mnu  li. 

Der  W  i  tt  der  Tanju'ute  ist  bei  ilO"  unendlich  groli:  wächst  der  Winkel  üb<T 
90"  hinaus,  so  wird  die  Tangente  negativ,  während  ihr  absoluter  Wert  abnimmt. 
Es  ist  anzunehmen,  daß  bei  der  Zahl  oo  ein  stetiger  Übergang  von  positiven  zu 
negativen  Zrdden  gerade  so  stattfindet,  wie  bei  der  Zahl  Man  muß  daher  der 
Z.dil  (las  X'orzeirhen  -|-  oder  —  ireben  können,  wie  der  /jihl  <).  In  der  Tat, 
wenn  mau  90"  als  Eiidwert  der  spitzen  Winkel  auffallt,  so  muU  man  tan  90"  =—4"°^ 
setzen;  betrachtet  man  dagegen  dO**  als  Anfangswert  der  stumpfen  Winkel,  80  hat 
man  tan  90^  =  — oo  zu  nehmen.    Weiter  ist  nun 

tan  18(1«  ^  — tanO"  —  0  ; 

die  Tangente  wächst  also  fortwährend,  wenn  der  Winkel  von  0  bis  ISO^  wächst 
und  kann  bei  einem  Dreieckswinkel  jede  positive  oder  negative  reelle  Zahl  sein. 
Entsprechend  hat  man 

cotl80«=      ^        ^  =  oo 

tau  1  SU"  u 

lind  funl«'i,  daL>  die  Cotangente  fortwährend  abnimmt,  ^vetni  der  Winkel  \on 
bis  l!^(i**  wächst.     .Xnch  sie  kann  jede  positive  oder  neyative   reelle  Zahl  sein. 

3.  Nach  dieser  Krweiteruug  des  BegritVs  der  trigonometrischen  Funktionen 
auf  irgend  einen  Winkel  eines  Dreiecks  kommt  jeder  Funktion,  mit  Ausnahme  des 
Sinus,  ein  positives  odi-r  negativi's  \'orz<'ichen  zu.  Daraus  ist  die  höchst  Wichtige 
Folgerung  zu  ziehen,  daß  umgekehrt  ein  Dreieckswinkel  durch  seinen  Sinus 
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im  allgemeinen  zweideutig  bestiromt  isL  Zu  dem  Werte  des  Sinns  ergibt 
sich  aus  den  Tafeln  direkt  ein  spitzer  Winkel;  aber  auch  dessen  stumpfes 
Supplement  kann  der  Forderung  genügen.  Ist  z.  B.  für  den  W'inkcl  a  eines 
Dreiecks  gefanden  worden 

sino     I  , 

so  gibt  CS  nrei  Werte  ffir  Ot  die  der  Aulgabe  genügen  können,  nämlich 

«j  r=  30"  ,    a.  =  180»  —  SO"»  =  1500  . 

Durch  den  Cosinus,  die  Tangente  oder  C'otangente  eines  Drcieckswinkels  ist 
dieser  eindeutig  bestimmt;     B.  wenn  fät  einen  solchen 

tana  ««■  — 1 

gefunden  wäre,  so  kann  nur 

a  «  ISO"  —  45»  =:  135* 

der  Aiit\:.il>i-  i:«'nügen. 

Weiter  iüigt  nun  aus  (h-r  Beziehung  3)  in  U»  daU  bei  einem  Dreiecks- 
winkol  «  immer  zu  setzen  ist 

sina  ^  [1  —  cos*«  , 

dagegen 

Cosa  =  d:}'l  —  sin*«  . 
4»  Da  für  die  drei  Winkel  a%  ßt  y  die  Beziehung  gilt: 

«     ß--y  ^  , 
so  ist  die  Summe  zweier  Dreieckswinkel  das  SupphMnent  des  dritten  und  man  hat 

sin(fi  --  ß)  —-  sinj-  ,    ro«?(<i  \  ß)      — cosj-  , 
tan(a  -f  ß)      — tany  ,    lon^a  -j  ß)  =-  —cot;'  . 
Dann  ist  aber  auch 

d.  \u  die  halbe  Summe  zweit-r  Dreieckswinkel  ist  das  Komplement  der  Hälfte 
d<*s  dritten  und  man  erhält  weiter 

sin  \  [a  -j-  ß)  —■  cos  \  y  ,    cos  \  (u  +  ß)  ^-  sin  i  , 

tan  i  (a  -f  ß)      cot  J    ,    cot  |(a  +  /^)  -  tan  »  . 


§  8.    Beziehung  des  Dreiecks  zum  Umkreis. 

1.  Nachdem  man  den  Begriß'  der  trigonometrischen  Funktionen  auf  stumpfe 
Winkel  erweitert  hat,  kann  man  den  Satz  in  g  0  Nr.  2  verallgemeinern.  Zu  einer 
Sehne  eines  Kreises  gehören  zwei  Peripheriewinkel,  die  Supplemente  sind.  Da 

beide  denselben  Sinu^  haln  n,  so  kann  man  den  S«'lineiisatz  ausdriicbn :  M.iii 
(ind«'t  die  Sehne  eines  Kreises,  indem  man  den  I )u r r  h  rn  c s-^e r  mit  dem 
Sinus  des  zur  Sehne  gehörigen  l'criphcricwin  keis  imiliipliziert. 

Beschreibt  man  um  ein  Dreieck  den  Umkreis,  dessen  Radius  r  sei,  so  ist 
jede  Seite  eine  Sehne  des  Kreises,  und  der  der  Seite  jicm-nüberliegende  Dreiecks- 
u  inkrl  ist  d«>r  zur  Sehito  gehörige  Periphenewinkel.  Für  jedes  spitz«  oder  stumpf- 
winklige Dreieck  gilt  also 

1)  a  =  2rs\nat    ^=2rsin/?,    f=2rsin)'  . 

Daraus  folgt 

sm«     sm/)     sm  y 

2f* 
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d.  h.  jede  Seite  eines  Dreiecks  dividiert  durch  den  Sinus  des  ihr 

ge^enüb r  rl i f  m' II (I  cn  \Vi  n k (■  I s  i.'ibt  dasselbe,  nämlich  den  Du  rt  hmesser 
(Ii  s  Umkreises.  Dieser  nichtige  Satz  ist  der  Siaussatz  und  man  kann  aus 
iliiu  uuch  die  Folgerung  ziehen 

a  :  />  .  f  —  sin«  :  sin^  :  siny  . 
Die  auf  der  Seite  a  stehende  Höhe  ist 

und  mit  Benutzung  von  1) 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist 

4)  I  ff^sin/ ^  2r-8in«isin/9ain}'  . 

Da  auch 

ist,  so  muU 

tf^ainy-»^^, ,    ab=  ^  -he  t 
'  ainy 

also 

5)  ab  '=2rke 

»ein. 

Setzt  man  in  die  Formel  lür  den  Inhalt: 

/•'  —  i  absxny 
den  sich  aus  1)  ergebenden  Wert 

ein,  so  erhält  man 

„    abc  abc 


2.  Die  Fomjeln  1)  in  Nr.  1  <4eb»'n  die  Lösunp  der  Fundam<*ntaIaulL.Mh(S 
die  Seiten  eines  Dreiecks  zu  b«'rechnen,  wenn  der  Radius  des  Umkreises  und  die 
Winkel  t^e^^eben  sind.  Zar  Berechnung  eines  Beispiels  ist  zu  bemerken,  daß  nur 
zwei  Winkel  gegeben  zu  sein  brauchen,  da  der  dritte  ohne  Trigonometrie  ZU 
find«'!!  ist.  DirM'ii  (hittt  ii  Wiiikrl  rw  bi-m iiiif*n  ist  überh;uipt  nicht  imhvendig, 
wenn  die  .Summe  der  beiden  gegebenen  Wmkel  spitz  ist:  dann  ist  der  .Sinus  des 
dritten  Winkels  gleich  dem  Sinus  der  Summe  der  beiden  gegebenen.  Ist  einer 
der  gegebenen  Winkel  stumpf,  so  schreibt  man  ihn  als  Diiferenz  von  ItJO*  und 
dem  spitzen  Supplement 

Beispiele: 

1.        r»85  ;    g  =      4" 2<r,   ß  ^  25^ 3' 21";  a^ß^o^TAT 

a  «=  2  /•  siiiä  =.  8<l ;    ^     2 r  sin/?  =  72  :  7=  2V8iny  ^  IHö  ~ 

log  j/^  1>,'J3  i»45 
log  sina  =  1J,G7  2<J4 
lügsin/i  i),()2  US8 
log  sin  y  »  9,9<>3U9 

log<r i,~dÖ  ~Ho9~ 
log^  =  l,s')  7.S3 
log^  «  2,1  H  354 
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2.      r«»  210,232,   2r»  240,464:   a^^Stt^CSS^   /I»61«or/d4"  : 

a  +  ß^  120«  2'  1 2",    y  =  59»  57'  48" 


«r  «  2rsina  —  357  ;    ^  -  2  r  sin/i  =  371  ;    r  =  ärsin^  364 

^'     "'"^  ln«;2/~  2j;2r?73 

log  sin fi  -  0,i»2  >»H4 
logsin/^  9,94  ÖG4 
log  sin  y  =  9t93  737 

log«  —  2,Ö5  267  ~ 

2.50  937 
iog^  =-  2,5Ü  110 

H.    #=23,«73,    2r  =  47.746  ;    a  =  128«26'43''«  180«  —  51»33' 17"  : 

_    _   ß  =  36*  ly  2r,    Y  ° 

a  =  2r«ino  =  37,395 ^     —  2 r sin/y  =  28,281  ;    e^2r»ny=  12,544 

log2r=  1,67  893 

log  sina      9,S9  3SS 

loK  sin/:^  -   !(.77  2r>(»  i  • 

log  sin    ^      i  1  Ü.")! 

log<?  =  1,57  2s  i 

log^»  1,45  149 

log^  ^  1,U9  844 

Kennt  man  von  einem  Dreieck  eine  Seite  c  und  die  Winkel,  su  ist  nach  2) 
in  Nr,  1  der  Durchmesser  2r  des  Umkreises  bestimmt,  nämlich 

siay 

womit  die  Aulgabe  auf  die  vorige  Fundameutalautgabe  zurückgeführt  ist.  Die 
beiden  unbekannten  Seiten  erhält  man  nach  1)  in  Nr.  1: 

2rsina  := -r^sina  ,    *  =  2r8in/<  = -r^sinÄ  . 
Biny  '  smy 

Der  Anlänger  ube  sich,    auch  wenn  a  oder  ö  die   gegebene  Seite  ist, 
die  Resultate  für  die  imbekannten  Seiten  sofort 
hinzuschreiben.     Bei   einem   Dreieck  mit  nicht 

scliematischer  Bezeichnung,  in  dem  also  nur  zwei 
Winkel  bezeichnet  zu  sein  braitrhfri,  rrsf*f7.t  man 
den  Sinufi  des  nicht  bezeichneten  Winkels  durch 
den  Sinns  der  Summe  der  beiden  andern.  Z.  B.  in 
dem  Dreieck  (Fig;  212},  worin  die  Seite  m  und  die 
beiden  ihr  anliegenden  Winkrl  f5  und  t  bekannt 
sind,  ergeben  sich  die  beiden  andern  Seiten: 

m  m 
x~   .    ,       sind  t   J      .    .        sme  . 
8in(d  4-  e)  sm(d  -t-  e) 

S.  Aus  Nr.  1  und  2  foli^t,  daO  durch  den  Radius  des  Umkreises  eines 
I>reiecks  und  einen  Winkel  die  diesem  gegenüberürtjcndp  Sc'it«',  und  ebenso 
durch  eine  Seite  und  den  ihr  gegenüberliegenden  Wmkel  der  Raduis  des  Um- 
kreises eindeutig  bestimmt  ist.  Dagegen  ist  durch  den  Radius  des  Umkreises 
und  eine  Seite  der  dieser  gegenüberliegende  Winkel  im  allgemeinen  sweideutig 
bestimmt.  Ist  z,  B.  von  einem  Dreieck  geyeben:  Der  Radius  r  mid  /.wi-i 
Seiten  a  ^  ö,  wobei  die  selbstverständliche  Bedingung  erfüllt  sein  muü,  daU 


Fig.  SIS. 
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a^'Zr  Wtt  so  bat  die  Aufgabe   /.wii  Lösnniifn,   da  dt-r  ^roOrm  Seite  a  als 

Seiine  des  L  mkreises  ein  te|titzrr  odrr  stTimpf«'r 
Peripherievviflkel  zugehört.  1  ragt  auiii  in  den 
Kreis  mit  dem  Radius  r  (Fig;.  313)  die  größere 
Seite  a  =  BC  als  Sehae  ein  und  schlägt  nm 
C  mit  b  einen  Kreisbogen,  so  schneidet  dieser 
den  Umkreis  in  zwei  Funkten  und  ^4,,  die 
symmetrisch  su  den  durch  C  gehenden  Durch- 
messer liegen.  Fällt  Ay  auf  den  gröSem  xnr 
Sehne  a  gehörigen  Bogen,  so  fällt  auf  den 
kleinem  und  es  ist  /  CA^B  a,  ein  spit/.er, 
/i  CA^  «2  stumpfe  Supplement  von  . 
Die  Rechnung  ergibt: 

a 

sina  =  --  , 

wodurch  a  zweideutig  bestimmt  ist;  der; eine  Winkel  ist  spitz,  =  180"  —  «| 
stumpf.    Ferner  ist 


sin/* 


2r 


und  dadurch  ist  (i  eindeutig  bestimmt,  da  der  kleinern  Seite  im  Dreieck  nur 
ein  spitzer  Winkel  gegenfiberliegen  kann.  Dann  hat  man  auch  für  den  dritten 
Winkel  mrei  Werte: 


und  daher  für  die  dritte  Seite: 


a, 


f,  =  2rsin/i  —  2r$in(a|  +  /?) 

Beispiel: 


—  2  rsinjr,  =  2r  sin(oi  —  ß) 


'  2r 


65,    0^104,  ^->32 


ö,  +    =  07«  22'  48" ,   a,  —  ^  =  38»  ,'»2'  48" 

2r sin(a,  +  //)  =  120  ,  2rsin(at  —  /?)  ^  81 ,6_ 

log«  =  2,Ü1  703 

log^  =  1,50  515 
log2r  ^  2,11  :j«)4 

log  sina  ^-  !>,!»(>  3<»ü 
locsin/^  -    J),aO  121 

log  sui  j'j  -  y,9ü  524 
log  sin;/.,      9.79  775 


logf,  =  2,07  918 
logr,  =  1,91 169 

Man  kann  die  drille  Seite  <•  auch  algebraisch  durch  die  gegebenen  Stücke 
r,  tf,  b  ausdrücken.    Nach  H)  in  ?;  7  Nr.  1  erhält  man 


tt  coafi  T"  /'  cos«,  ,    t ^  =  </  cos/i  -f-  cüs«j 
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Nun  ist  aber    ,  ^j- 

cosaj  =1/1  —  »in'aj  =  |/  1  — 

dagegen,  weQ  Of  stumpf  ist 


COSC4 


uiid  ferner  , 
Damit  hat  man 

'-47^^7^-4.»-'^^  -Ir-^^  • 

Das  obige  Beispiel  würde  hieriüi  ergeben: 

504  -r  9G 

-       -J-      ,       -^120,        -  Hl,ü  . 
o 

4«  Die  Angabe,  ein  Dreieck  sa  berechnen  aus  swei  Seiten  a  und  ^  und 
dem  a  i^egenüberliegcndrn  Winkel  a,  erlordert  eine  Determination  (vgl 
mtrü  §  10  Nr.  4).    Man  bat  sunächst 

sm  (k 

womit  die  Aufgabe  auf  die  vorige,  wu  a,  a,  h  gegeben  sind,  zurückgeführt  ist. 
£s  ist  also  weiter  <       .  ■  * 

sinp  , 

Die  Aufjjabo  ist  nur  lösbar,  da  sin/i  <  1  soin  muÜ,  wenn  b  <:^'lr  oder 
^sinci  <;  rtr  ist.  Im  Falle  b  ^  2  r  wird  das  Dri-icck  recht«  inklit:,  da  zu  sin/^  -  1, 
=s  90"  gebörL  Ist  b  <i2r  oder  Asina  <  a,  so  ist  {i  durch  seinen  Sinus  zwei- 
deutig bestimmt,  wenn  b  ^  a,  d.  h.  der  gegebene  Winkel  der  kleinem  gegebenen 
Seite  gegenüberliegt.  In  diesem  Falle  darf  selbstverständlich  a  nur  spita  sein. 
Ist  Asina<rt,  aber  auch  A<<i,  so  ist  die  Auff^abe  immer  lösbar  und  eindeutig;. 
Man  kann  also  znsammr'nfasscn:  Ließt  der  gegebene  Winkel  der  gröÜPrn  diT 
beiden  gegebenen  Seiten  gegepüber,  so  gibt  es  ein  Dreieck;  liegt  er  der  kleinem 
gegenüber,  so  gibt  es,  fsdls  die  Aufgabe  Überhaupt  lösbar  ist,  im  allgemeinen 
twei  Dreiecke. 

Beispiel: 

«  IH  754  ,    ^  ^  30  476  ,   o  «  26»27'4<r 


2 r  =         ,     sinß  =  f  ,    fi,  =  40«  23'  W  ,    Ä  =  1 33«  36'  20* 

a  -t  A  =  72"  r,  1 '  20"  ,  1 0«  yü'  0" 

=  2  r  sinyi  =  4  0  217,       -  2  r  sinj^^U  249 


|0R</ 

4.27  309 

log  sin«  = 

0,<I4  S?U 

log  2  r  = 

4,02  415 

log^  = 

4,48  395 

log  sin  ß  = 

9,85  081) 

log  sinyi  = 

9,l>.s  (i2G 

log  sin  = 

0,r)3  2(J(; 

4.<)U  4  41^ 

logr,  = 

4,ir>U8l 
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Algebraisch  ht-rcchnei  hat  man,  da  allgemein 

^        1  r.  A«8in»o 
cos/^  =  J:  l'  1  —  — 

»ein  kann: 

<i ,  »   "  ^ fosa  -  rr cosy^     ^cosa     |</-  —  *^-sin*a 

5.  Zieht  man  im  Umkreis  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  214)  den  zur  Seite  AH 
si'nkrechten  Durchmesser  Ci    »  der  AB  in  Q  halbiert,  60  ist  CC|  die  Habienings- 

linie  des  Winkels  ACB  =  y  nnd  es  ist,  vor- 

ausgesetzt,  daß  a  y- ö  also  auch  a  > 
Z  CCy  C  Z  C'^C  j  -  i  ( «  —  /^) .  ( Planttih  tru; 
^13).  Beschreibt  man  um  tj  mit  L\A  —  C\J{ 
einen  Kreisbogen,  der  CB  in  Z>  schneidet, 
so  ist  CD  CA  />,  folf;Iich  /W  ^  a  />. 
Fällt  man  von  6\  das  Lot  C^E  auf  die  S«'hne 
DB^  so  wird  diese  in  E  halbiert;  es  ist  also 
Ä£  «  1  (a  —  und  «  «  —  |(«  —  ^) 
s  \{a  '\-  i).  bi  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck CC^E  ist  Z  CCy F     \{a-\-ß)  als  Komp- 


I 


$ 


\ 

\ 


Z^  /  \/'-— . 
Z  1  /V 
/        '  ^  >k 
/    /  /\ 

/          /         X  ' 

/       /     /  > 

r     /   /  ' 

/  Z      -1-  — 

AZ > 
*^  » 

— \ 
>i 

L                                *  \ 
\                              *  \ 
\                           '  \ 

\  V 

\ 

,Zv^ 

w  '\ 

V  * 

t 

T 

Fig. 

'  CCyli 


C,  CF.  -  .1  j*;  da  aber 
ist    Z  i^C'i E  -  a  —  \Ka  -  fi) 


lemenl  zu 
—  u  ist,  so 

»  i  (a  —  ß).  Drückt  man  in  den  beiden 
rechtwinklijjon  Dreierken  CxCE  nnd  C^BR 
die  Kathete  C^E  doppelt  ausi  so  erhält  man: 

+  *)cotJ(a  +  /?) 

wofür  man  schreiben  kann 

a^b  tani(aH-/^) 

^  tan4(o-/J)  ' 


3) 


eck  /ycV^  der  Winkel  677/-  i;-, 


Diese  Formel  drückt  den  Tangenten» 
satz  aus. 

\'erlänj;ert   man   AC   um   CH  bis  F, 
so     ist    in  ■  drin    üleichschenkli^eu  Drei- 
da  auch  Z  AC^C^  ■--  \y  ist,  so  liegt  /'auf 
dem  um       mit  C«i4  beschriebenen  Kreise,  der  AB  als  Sehne  hat.    Fällt  man 

von  C,  auf  die  S«'line  .4/' dieses  Kreises  die  Senkrechte  C,G,  so  ist  AG  \{a  —  b\, 
milliin  CH  \'\<i  /')  —  /'  -  Iii;  —  /-).  Dnicki  man  in  den  beiden  rechtwink- 
ligi-n  J>r«'iecken  AC^U  und  AC^Cf, 
hält  man 


die   Hvpütenuse  C^A  doppelt  aus,  so  er- 


cos  {{a  —         sin  i  y 

lind  tut  man  dasselb<'  mit  i\ct  gemeinsamen  Hypotenttse  C^B  der  beiden  recht- 
winkligen Dreiecke  CifiM  und  C]i7Q,  so  ergibt  sich: 

_Utf^^)  1^ 

sin  I  (a  —  /S()     cos  V  y 

Diese  beiden  Formeln  kann  man  auch  darstellen: 

a  +  *_cosJ(a  —  ß)     a  —  h     sinj(a  —  /^i 
f  siniy      '        c  co&ly  * 

sie  werden  die  M<>i.i.wKiuEschen  Formeln  genannL 


4| 
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In  dem  rechtnrinkligen  Dreieck  ACfG  ist  auch 

\{a  +  *)  —  C^A  .  co8i(o  — 
und  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C^C^A 

C,^**  2rcosl  j'  , 

folglich 

\{a b)  =  2rco9\(a  —  (i)co%\y  . 
Ebenso  erhält  man  aas  den  recbtn-inkUgvn  Drinccken  C^Bß  und  C^AC* 
\{a  —        C,i?.  «in  |(a  —  /*),    C^B  ^  C^A  =  2r»vk\7  , 

mithin 

♦  \{n  —  />)  ==2  r  sin  \  (n  —  ß)  sin  •,  v  , 

6,  Durcli  die  Formeln  in  Nr.  ;'»  lassen  sich  trigontMiu  t  rische  .^uli^ahpii  inscti, 
bei  denen  von  einem  Dreieck  die  Summe  oder  Differenz  von  Seiten  oder  U  inkdu 
gegeben  sind.  Es  ist  jedoch  für  den  Anfänger  nreckroäOiger,  nicht  die  fertigen 
Formeln  direkt  zu  verwenden,  sondern  die  .\ufj;;abe  zunächst  durch  Konstruktion 
zn  lösen  iiml  daiui  di«-  r('c!it\viiiklii;<-ii  Dreiecke  der  Figur  zu  berechnen.  Dies 
\'erfahren  möge  an  den  beiden  lul^ciulen  Auigaben  erläutert  werden. 

1.  Von  einem  Dreieck  sei  gegeben:   J  (<i b)  —  y,  welche  Aufgabe 

leicht  in  Worte  su  fassen  ist.  Durch  c  und  y  ist  der  Durchmesser  des  Um- 
kreises eindeutig  bestimmt.  Man  konstruiert  zunächst  aus  der  Kathete  i  c  und 
dem  anlic'L'f^nHen  Winkel  |y  das  rechtwinklige  Dreieck  AC\C\,  (Fig.  21  4l  und  dann 
das  rechtwmkligc  Dreieck  „-/6\C«,  dessen  Hypotenuse  C\C^  der  Durchmesser 
des  Umkreises  ist.  Die  Sehne  ÄB  ist  die  Seite  <*.  Über  AC^  als  Hypotenuse 
konstruiert  man  nun  das  rechtwinklige  Dreieck  AC^G  mit  der  Kathete  AG  =>  m 
und  erhält  als  Schnittpunkt  von  AG  mit  dem  Umkreis  die  Spitze  C  und  damit 
das  Dreieck  ABC.     Ks  muü  also  m  <^AL\  sein. 

Zur  lierechnuiig  hat  mau  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AC^C^^\ 

und  au-s  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AC^G\ 

co8|(a  —  /T)  =    „  =-      sm  Jy  . 

Die  Aufgabe  ist  nur  lösbar,  wenn  m  <i  AC,  oder  ir>//;sin?,  ist.  Da 
nun   },{n  -\-  fi)  =  00"^ —  \y  bekannt  ist   und   die  Tnfrdn  dr*r  vorsteh<'nden 

Formel  i(a  —  ji)  lietern,  so  sind  durch  Addition  und  Subtraktion  von  i(a -f 
und  I  (a*^  jS)  die  Winkel  a  tmd  fi  zu  finden.   Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
^C|Cq  hat  man  weiter 

AC.  «  ^BC 
cos  I  y 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCtE 

l  r 

_  ^)  „  BCy^  .  sin|(a  —    ^       ^  sin  J(a  —  yf)  . 

Somit  sind  durch  \(a  -\-  b\  —  m  und  —  b\  di«'  Seiten  a  und  /»  zu  finden. 
I'ine  Prntie  für  die  Ri<  }iti.:keit  der  numerischen  Rechnung  würde  die  Berechnung 
der  Seiten  nach  dem  SiniLHsatze: 

d  —  /    sina ,    ^  =    /  sin/? 

smy  smy 

ergebt^i 
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Beispiel: 

m  =  53,93:       80,30;  y— 76«18'ö2",  iy  =  3ö»9'2G",  l(o -f/J)  =  5l»50'34" 

a  -  85»  45'  34" ,    /Sf  —  1 7«  56'  34' 
— *)  =  ^6'i.  sin  Ha  — 28.49.    a  —  82,42  ,  25,44 

log  l*-  —  1,60369 
logsin^y«-  9,79086 
log  co8|y  »  9,89560 

log«  =  1,73 183 
]o^AC\  -  1,81  283 

log  cos  J  (tt  —  (i)^  9,91  900 


Probe: 


logBin^(a  —     -  9,74  G»>2 
log^Cj  =  1.70  809 

log^(ii_3)  =  1,45  471 


rt  =  /    sina  =  82.42  ;    d  =       sind  =  25,44 

logf  -  1.90  472 
log  sin  y      9,98  749 


Ion       -  1,91  723 

sm  y 

loii  siaa  -  9,99  SSI 
log  sin  fi      9,4s  825 

loe^y  1,91  (;04 
log^  =  1,4U54K 


2.  Von   einem  Dreieck  sei  gegeben:   l(a  —  b)  ^  ät  ^,   \{a  — 

Durch  d  und  ö  ist  zunächst  das  rcchtwinkÜL:«   Dreieck  BC^E  (Fig.  214  S.  440) 
bestimmt   und    durrh   HC^  —  ACy^    und    \c    das    rechtwinkÜKe  Dreieck 
daraus  das  rechtwinklige  Dreieck  AC^V^  und  damit  der  Umkreis.     Fragt  mau  au 
(.\C^  in  C,  den  Winkel  6  an,  so  ist  die  Spitze  C  und  damit  das  Dreieck  ABC 
gefunden. 

Zur  Berechnung  findet  man  xunächst  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BC^E 

Bi\  =        =  AC,  ,    C',/i  =  </  cot  d 
sind         '  ' 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  /IC\Q, 

cosiy=  ;     =  -  sind 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C^CE 

H- =  C,J?»  cotl-y  «=  j/eot  jy  cotd  . 
Die  Aufgabe  ist  nur  lösbar,  wenn  </>  Jt  sitid  ist. 
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Beispiel: 

J=12:    £  =  iO;    d  =  2«"  30'  24" 

ACi  -  C£  —    cotd  ;    cosl y      }f.  ,    Ay     37«  18'  12^ 

*      sind        *  "  --/C, 

J  (a  +  /^)  -41'  4S",    «  -  Hl»  12'  12",    f{  -  24°  U'  24" 

Ua  4-  6)  ^  6;A'  »  cot^y  ^29  rund  ,    <t  ^  41  ,    ^  =-  17  . 

log</=  1,U7  918 
log  Bind  »9,67  876 
log  cot  ^  0t26r>13 
log^f  =  1,:{(»  lu.i 
lop.-fC,  -  I,4fM»42 
lo«;  ro'ily  —  !l,!>0  UÜl 
'      log  cot  i  }''^~(J,  n  81  1 
]ogC\/':  ^  1.34  430 
\o\iUa'^A)  -  1,46  241  . 

Atif  dipsp]])«'  Weise,  wie  diese  beiden,  lassen  sich  auch  die  Aufgaben  Lösen, 

w«'Hii  ^t'tieben  sind: 

i(tf  —  ;    H«-f  ^)»  ^»  Ü«  —     '    r,l[a  +  />),yodet^{a--ß): 

r,  l{a  —  i),  Y  oder  ^(o  —  ß)  . 


0.  Goniometrische  Formeln,  dio  sich  aus  der  Beziehung  des 

Dreiecks  xum  Umkreis  ergeben. 

1,  Zieht  man  im  Umkreise  des  Dreift-ks  /IBC  den  zu  AB  senkrechten 
Durchmesser  Q  C  (Fi^*  215),  der  Aß  in  Q  halbiert  und  verbindet  A  mit  C|, 
und  mit  dem  Mittelpunkt  A/  des  Umkreises, 
üo  ist,  Y         spitz   vorausgesetzt,   in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  AMC], ,  Z  -«^^CJi  =  y 
und 

r      r  sm  •' 

Andrerseits  hat  man  in  diu  rct  htwink- 
ligen  Dreiecken  AC\Cq  und  AC\C\.,  /  CiACq 
=  Z^QC,     Jy  und 

4 ACg  •  cos  J    -  2r  sin  Jy  cos  \ y  . 

Ist  y  stumpf,  80  liegt  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AAfC^ösa  spitze  Supplement  von  y« 

während  am  Ii  dann  /  C]  .1C„  ^ /_  AC\C\  =  \y 
ist:  es  ändert  sich  dalu  r  an  di'n  bpidpti  For- 
meln nichts.  \'crgleichi  »uan  aber  bei<ie 
Werte  von  l<r,  so  erhalt  man  die  Formel: 

1 )  sin  y  =  2  sin  J  /  cos  \  y  , 

hl  der  eine  Länge  nicht  ra«*hr  vorkommt;  sie  muÜ  daher  iur  jeden  beliebigen 
Spitzen  oder  stumpfen  Winkel  y  gelten.  Eine  solche  Formel  heißt  daher  eine 
goniometrische. 

Diese  Formel  1)  lehrt  aus  Sinns  nnd  Cosinus  des  halben  Winkels  den  Sinus 
des  ganzen  zu  liudeu  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  halbe  Winkel  spitz  ist. 


r 


Fj||.21& 
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In  dem  rechttrinkligen  Dreieck  AMC^  ist  weiter,  wenn  y  spitz  ist: 

JlfC^  s  r  coay  , 

mithin 

QQ>     '  —        =^  ^  —    COS)' ,    C\Co  =^  r  -f-  J/Cq  =  r     r  cosy  . 
Ist  y  stumpf,  so  erhält  man  ebenso: 

C,  Q  =  r  +  ä/Cq  =  r  4-  r  cos  (18tl«  —  y)  =  r  —  /•  cosy  , 
CfC^  =  r  —  iVCo  =  r  —  r  coa<1800  —  y)  =  r  +  r  cosy  , 

Nun  sind  aber  C^Q  und  C^Q  die  Abschnitte  der  Höhe  j4C^  des  recht« 
winkligen  Dreiecks  ACiC,  auf  der  Hypotenuse  C|C^»  2r,  daher  (§  6  Nr.  1) 

CiQ  =  2  r  sin*  l  y ,    C,Co  =  2  r  cos*  l  y  . 

Durch  Vergleichung  erhält  man  die  goniometrischen  Formeln 

2)  1  —  cosy  =  2  sin*^  y ,    1  +  cosy     2  cos  '  i  y  . 

Femer  ist  für  einen  spitzen  Winkel  y: 

oder 

r  cosy  ^  ^(2/*  cos*|y  —  2rsin«iy)  : 
für  einen  stumpfen  Winkel  y: 

oder 

rco8(l80'>  — y)  =  —  rcosy  =s  ^{2r^n^^y  —  ^rcosUy)  , 

In  beiden  Fällen  erhält  man  die  goniomctrische  Formel 

3)  cosy  =  cos*  I  y  —  sin*  1  y  , 

die  sich  auch  durch  Subtraktion  der  Formeln  2)  ergibt 

Setzt  man  ly  =  qi  also  y  s=  2 ^,  wobei  9?  ein  spitzer  Winkel  ist,  so  erhält 
man  1)  nnd  3)  in  der  Form 

4)  sin29>  ^  2  sin^  cos^ 

5)  cos29:>  =  cos*9»  —  sin*f)  » 

in  der  sie  gestatten  aus  Sinus  und  Cosinus  eines  fitzen  Winkels  den  Sinus  und 

C'(jsiniis  des  doppelten  Winkels  zu  linden.  Die  Foimel  5)  kann  man  wegen  der 
Beziehung  sin^ip  -J-  cos^y?  =  1  noch  schreiben : 

CQa*2ip  =  2  cos^tp  —  1      1  —  2  sin^g?  . 

Die  Formeln  2)  lehren  umpekehrl,  aus  dem  Cosinus  eines  spitzen  oder 
stuinplf-n  Winkels  y  den  Sinus  und  Cosinus  des  halben  Winkels  zu  bestimmen, 

namlicii 

(> )  sin  X  y  --^  ]  i  ( 1  —  cosv)  ,    cos  \y      )  i  ( I  —  cos;-)  , 

wobei  <Yw  Quadratwurzel  in  cosiy  positiv  zu  nehmen  ist,  da  iy  jedenfalls  spitz 
sein  muü. 

Die  Division  der  Formeln  0)  p:ibt 

,         1  /  1       ^'os  3«  .         I  / 1  -I-  cos  y 

7)  taniy=-  cotly»!/  ^  . 

'  ■'^       I  1  -r  cos^  1-1  cosy 

Dividiert  man  die  Formel  1 )  diacli  2),  so  erhall  man  noch 

8)  tan^y-  ,     cotiy  - 

*        1  -f-  cosy  " '       1  cosy 
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Durch  Addition  und  Subtnüction  der  Formeln  6)  eibält  man: 
cosly +  sinVr  =  VH'  +cosy)     ]  i(l  —  coay)  , 

cosi}'      sin  ly  ^  I  i(l  -|-  cos;')  cusy)  . 

Quadriert  man  die  rechten  Seiten  der  beiden  Gleichungen  und  zieht  wieder 
die  QuadratintTzel,  so  erhält  man 

«'OS  .',  y  -j-  sin  1  ^  —  1 1  -|~  siny  , 

cosl}»  —  8inly=4:;J/l — siny 

In  der  h'tzten  Formel  jrWi  das  positive  V'onceichen,  wenn  y  tpits,  also 
!v<}.-"  iiTuI  cosi^>siiiiy  isL    Setzt  man  y  <  90*  voraus,  so  hat  man 

durch  Addition  und  Subtraktion 

COS  l  Y  =  >  (y  l  -h  siay  +  » 1  "  » 
sin     —  4  (yi  +  siny  —  \l  —  äny)  . 

In  big.  21")  S.  44;i  kann  man  nocii  aus  den  r(!chtwinlclig«'n  Dreiecken  ^LI/Cq, 
AC\Cq  und  AC^C^  folgern: 

und 

J/To  =  I  (CjQ  —     Ci)  -  i  {\c  cot  l  y  —  |tf  tan i  y)  » 

so  daß  man  durch  Gleichsetsnng  die  i^oniometrische  Formel  erhält: 

9)  coty  —  \  (cot|y  —  t 

die  ihre  Galtigiceit  behält,  wenn  y  stumpf  ist  und  die  sich  auch  durch  Division 
von  3)  durch  1)  ergeben  würde.    Fär  ^y^q?  nimmt  sie  die  Fonn  an 

10)  cot29>  »  l^(cotf)  —  tan9>)  * 

worin  q>  spitz  sein  muli.  Auch  diese  Formel  kann  man  durch  Division  von  5) 
durch  4)  herstellen.    Es  folgt  ans  ihr  noch 

1 1)  tan  2  7  =   . 

cotf?  —  tan^     1  —  tan'ip 

8.  Drückt  man  in  der  Formel  B)  in  §  7  Nr.  1 

c       cftsß  +  d Cosa 

die  drei  Seiten  des  Dreiecks  durch  den  Durchmesser  2r  des  Umkreises  aoSf  so 
erhalt  man  nach  Kürzung  mit  2r  die  trigonometrische  Beziehung 

1 2)  siny  s  sina  cosß  -f  coso  ainß 

zwischen  den  drei  Winkeln  eines  Dreiecks.  Atis  ihr  geht  eine  goniometrische 
Formel  her\'0r,  wenn  man  nach  §  7  Nr.  4  stn^r «  8in(a  +  Z')  setzt,  nämlich: 

LS)  sin(o  +  ß)^  sina  cosß  -(-  coso  stnß  . 

Diese  Summen  form  el  gilt  für  beliebige  Winkel  a  und  ß  unter  der  Voraus- 
setzung, datt  a-^ß<.\Hi)^  ist  und  drückt  den  Sinus  der  Summe  dieser  Winkel 
durch  Sinus  und  Cosinus  der  «•inzfincn  \\'iiikel  aus. 

Wendet  man  12)  aui  siuß  an  mit  der  gehörigen  Buchstabenvertauscbung, 
80  ist 

sinß  —  sin«  cosj'  +  cos<r  siny  , 

mithin 

sinn  cos;'  ^  shxfi  —  cos«  sin j-  -   sin/?  -  (sinn  cosß  -|-  cosasin/^J  cosa 
^-  ( I  —  cos-«) sinß  —  sina cosa cosß  . 
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Da  1  —  cofl'o  ^  an^a  ist»  so  läßt  sich  die  Gleichung  durch  sinn  känen 

und  ergibt 

14)  cosy  ^  siiuisiu^  —  cosacos^ 
oder,  da  cosy     — cos(a  H  ß)  ist: 

15)  cos(a  -}-  ß)     cosacos/i  —  sinasin/f 

als  ontsprcrhende  Formel  für  den  Cosinus  der  Summe  zm'eier  Winkel  a  und  ßt 
die  Geltung  hat  lür  a        <  IHO". 

Zieht  man  im  Dreieck  ASC  (l  ig.  215  S.  443)  die  Höhe  CC  auf  AB  und  ver> 
bindet  C  mit  Af,  so  ist  ^  MCC=  a  —  ß  {Ptanimeirii  %  43  Nr.  1).  Eine  Parallele 

durch  M  zu  //i?  läßt  das  recht^'inklige  Dreieck  MCN  entstehen,  in  dem  die 
«  —  ß  gegenüberliegende  Katliete  i\fX=  CC^  ist.    Man  hat  also 

CCi  =  /sin(o  — /*)  ; 

andrerseits  ist 

CQ  =■  \  {BC  —  AC)  *-  l  (<i  C09ß  —  b Cosa)  =  r  (sin«  co»ß  —  cosa  ^xnß)  . 

Durch  Vergleichung  dieser  beiden  Werte  entsteht  die  goniometrische  Formel : 

10)         sin(fli     ß)=^  sina  cmß  —  cosa  txaß  . 

Ebenso  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MCN  die  a  —  ß  anliegende 
Kathete 

C'A'=s  rcos(a  — /^) 

und  ebenso 

CW=  CC  —  MCf,  =  2  r  sina  sin^  —  r  cosy  , 

wobei  CC'  —  nach  «5  s  Nr.  1,  'd)  berechnet  worden  isL  Setzt  man  die  beiden 
Werte  von  CV  einander  gh'ich  und  beachtet  14),  so  erhält  man 

17)  cosfa  - —  ß)  —  cosacos/^  -f  sinasin/^  • 

Die  Formeln  10)  und  17)  lassen  sich  auch  aus  den  Formeln  \'M  und  1') 
herleiten,  wenn  man  a  —  {a  —  ß)  ß  setzt,  und  nun  die  Summeuformeln  an- 
irendet.    Man  erhält  dadurch  die  beiden  Gleichungen 

sin«  -—  sin(ri      ß)co^ß-\-  cos(a  —  ß)smß  , 

cosrt      cos(«  —  ß)cosß  —  !sin(fx  —  ßis'iuß  , 

aus  denen  man  als  Unbekannte  sini«  —  ß)  und  cos(u  — ß)  berechnen  kann. 

Die  Formeln  13),  IH),  ir>i,  17)  lassen  sich  in  die  beiden  zusammenfassen: 

sin(a  :   ß)  -  sin«  cos cDsrisin/^  , 

cns(«   '  ß]      cosacosy"^      ■^u\'i<\nß  . 

Sie  m'lleii  unter  der  liedin^niiL'.  dal."  a  ß  ■  !  >'»*'  und  daÜ  nach  I  i};.  11.'» 
S.  1  13,  a  > /^  vorausgesetzt  werden  miiU.  Man  sieht  leicht,  daü  diese  Uediugunj; 
unwesentlich  ist  bei  den  Formeln  für  sin(a  +  ß)*  co8(a  -|-  ß)  und  cos(o  —  ß), 
die  sich  nicht  ändi  in,  wenn  man  a  und  ß  vertauscht.  Daqe<;cn  muß  sie  auf- 
recht erhalten  werden  bei  der  Formel  für  sin(a  —  ß\t  denn  durch  Vcrtauschung 
von  a  und  ß  würde  vich  ergeben : 

sin{ß  —  «j     sin^cosa  —  co»as\nß  --  — sin(a  —  ß)  . 

Man  kann  aber  auch  hier  die  Bedingung  fallen  lassen,  wenn  man  festsetzt, 
daß,  wenn  a  —  ß  =  tj-  ist 

18)  sin( — c/ )  —  sin^/  : 

d.  Ii.  der  Sinns  eines  netjattven  Wink«  1,  '^len  Ii  dem  negativen  Sinus 
des  absolut  gleichen   positiven   Winkels   sein   soll.     In  Fig.  S.  443 
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ist  das  negative  Vorzeichen  (ifs  Winkels  damit  bopründi-t,  daß  im  Falle  n  (i 
also  <  ^,  der  Winke!  AfCC  dwxvh  Drehung  von  J/C  m  c  n  t  e  <4  e  n  u  e  se  t  z  t  e  r 
Kichtung  hervorgebracht  wiril.  Dann  fällt  C'Cq  nicht  nach  links  von  sondern 
nach  rechU  und  es  wfirde  gegen  den  vorigen  Fall 

CCq  =  rsin(/y  —  a)  =  |  (^cosa  —  acmß) 

zu  nehmen  sein,  wodurch  sich 

sin(/y  —  ft)      ^\uficosa  —  cos//sina 

ergehen  wurde.    Beide  l'ormcln  sa};cn  mit  der  obigen  Deüaitiou  des  Sinus  eines 
negativen  Winkels  dasselbe  aus. 
Dagegen  ist 

cos(/}  —  a)  -=  cosßcQsa  +  sin/?sino  =  cos(a  —  /i)  , 

also 

19)  C08( —  ^)  ^  C099)  , 

d.  h.  z«rei  absolnt  gleiche  Winkel  mit  entgegengesetzten  Vorzeichtfn 
haben  denselben  Cosinus. 

Audi  rt  also  ein  Winkel  sein  V'orzeichen,  so  ändert  auch  der  Sinus  das 
\  orzeichen,  der  Cosinus  aber  nicht. 

8.  Die  goniometiischen  Formeln  in  Nr.  2  gelten  also  für  Winkel  a  und 
wie  sie  in  einem  Dreied(  vorkommen  können.    Sie  genügen  auch  der  Be- 
siehung B)  in  §  3:  denn  es  ist: 

sin'(a  :L  ß)  +  co8*(a  +  ß)  ~  sin'a  coa-ß^  2  sinocos/f «  coso  sin/9  -f  cos'a  sin*^ 

4-  cos-'a  cos'/?  T  2  cos«  cos/^  •  sin«  sinß  -{-  sin*«  sin-fi 
*s=  (sin'a  +  coa'a)(sin'/J  4*  co8*/Sf)  ==-=1  . 

Man  könnte  daher  cos(«  ±  ß)  aus  sin(a  4-  (f)  oder  umgekehrt  al^t-braisch 
berechnen.    Femer  ist  auch,  wenn  man  a  — ■  fi  =  a     ( —  ß)  schreibt»  mit  Bc- 

rucksuhtipune  von  IS)  und 

sin(«-  /i)  -  sin(«-|  (  sinriCOs{    /^)  )  cos«  sin( -  sina  cos/^  cos«siii/^. 

cos(a— /!^)-— coa[a-i  {  —  ß)]^cosacos{—ß)     siüasin(—ß)  —  co8ncosß-\-sinasinß. 

In  der  Tat  erj;eben  sich  dadurch  ilie  Formeln        und  17).    .So  kann  man 
der    Formel    für   sinfa  -    i*^)   die    iibripen    für   sIti  (a  —  //')    und    co*i<«  --  ß] 
algebraisch  ableiten.    Damit  ist  nochmals  bewiesen,  dali  der  (ieitungsbereich  lür 
alle  vier  Summen  form  ein,  wie  man  sie  allgemein  bezeichnen  kann,  derselbe  ist. 

Diese  Formeln  können  zunächst  dazu  dienen,  Sinus  und  Cosinus  von  Winkeln 
zu  berechnen,  die  man  als  Suium«'  oder  Differenz  \on  Winkeln  darslelh'ii  kann, 
deren  J'uTiktionen  man  schon  kennt.  Man  wurde  damit  ein  Mittel  finden,  die 
kleine   iafel  in  §  '>  Nr.  "J  sehr  eriicUlii  !i  /.u  i  tweiteni.     Z.  H, 

8in4«**  ■=  sinlHt»"  +  IN")  -  sin.3Ü«cosl.s"  +  cosliu  "sin  is^ 

-  «  (1  lÖ+TjJä  +  pl>  +  f  h)  ^  0,74.H  : 

cos4«*>  =  co8(H0«  -f-  18")  =  cos3<>»rosls«  —  sinHi>«sinlS« 

l  (|         -  1 1''     I  "'  -i-  1)      ",uü'.»  : 
sin  12»      8in(H0"  —  IM")      sinao"cosl«"  —  cos30«.sin  IH" 

10  + 2|r»-vir>-- 1»)  ^tv>iiK  : 

cos  12*     cos(H<)«  —  1 S«)  -  cosHO«  co»  1 4-  sin  .SO*  sin  1 

=  1  0  30  4-    1 1,')  i  j :»  -  1 J  -  i>,!>7.s  . 
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FermT  Ia8s<*n  sich  aus  den  Summfiiformoln  iTUK  rhilh  itirrs  Geltungsbereichs 
weitere  goniometrische  l-ormeln  algebraisch  ableiten.    So  erhält  raaa: 

siii(o     ß)      sinacos/J  +  cosa  sinß 

tanla  _r  p)  ^  — r~\.  =    .      •  v>  ^ 

^      co»(a  +  ß)     cosacosp-i-  sinaain/^ 

dividiert  man  Zähler  uud  Nenner  des  letzten  lirucUs  durch  cosa  cosß,  so  er- 
ff}ht  sich 

1  -f  tan a  tan/} 

Sind  a>  /i,  y  die  Winkel  eines  Dreiecks,  so  ist  tan(a  -j-  ß)  ^  — tany,  lolg- 
lich  nach  20): 

tan<i  -f  tauß 
— tany  —  i  —  tanatan/T  ' 

oder  wenn  man  den  Nenner  aus  der  Oh  ichung  beseitigt,  so  erhält  man  die  be- 
merkenswerte trigonometrische  Beziehung 

21)        tana      t«Tn/?  -L  tany  =v-  taiia  t:inßtä.ny  ; 

d.  h.  die  Summe  der  Tanpenten  der  Winkel  eines  Dreiecks  ist  gleich  ihr.  in 
Produkt.  Daa  einfachste  Beispiel  ist:  taua  =  1,  tanß  =  2,  tany  ^  A;  a  4.i", 
ß  =  63»  26'  6^  y  =  7 1«  33' 

Setzt  man  in  den  Formeln  für  sin(a  -f  ß)  und  cos(a  -f  ß)  Winkel  ß  —  «, 
<io  ••rhält  man  die  F'ormeln  4)  und  5)  für  Sinus  und  Cosinns  eines  doppeltm 
Wmkels.  Tut  mau  dasselbe  mit  tan(a  -f-  ßj^  so  erhält  man  noch  die  Formel 
(1)  für  die  Tangente  dea  doppelten  Winkels. 

Als  Anwendung  der  Summenfomeln  hat  man  noch: 

sina  .   ainß     sina  cos/^  4  cosa  sinrf      sin(a  -  /)') 

tan«  +  tan/?*  -l         =  -  ^~    ^      '  \>  • 

cosrt     cosß  cosa  cosß  cosacos/f 

,  cos/f      rosa      sin«  cos//      cosasm/i      sin(«  '  rf) 

cot/J J  cota  =^  .     =-  ,   — ,  » 

Sin/*      sma  aiuasinp  sinasinp 

von  welchen  Formeln  ntu  h  <lie  ümkehrungen  bemerkenswert  sind. 
Durch  .Addition  und  Subtraktion  von: 

ma((ff  -\-  yf)  —  stn^  eosy>  -|-  cos^  sin  ^^  * 
»n{ip  —  y>)  —  sin^cosy  —  cosf^siny 

erhält  man 

8in(ry  -\-      —  sin(*^'  —       —  2cos9  sinyr  . 
Auch  von  diesen  Formeln  wird  die  gemeinsame  Umkehrung 
22)  sin^  cosyr  «  1  [  sin (9^  -\-  y»)  -]-  sin(9>  -  -  V')  I 

hänfig  angewendet    Setzt  man  aber 

<fj'hy>^af    H'  —  yf     ß  * 
q'^  Un-i-ß),    yf=l{a~ß)  , 
so  ergeben  sich  die  nencn  (iouioinetrischen  Formeln: 

Isina  -f  i»'" ß      2  sin  1  (a  -j-  ß)  cos  1  kx  ß) 
sina  —  siu/i  ~  2  cos  4  t«  T  Z')*"' ß^  • 
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Diese  lassei)  sich  aucb  aus  den  trigonometrischen  Formeln  5)  imd  9)  in 
§  8  Nr.  5  ableiten,  wenn  man  in  ihnen 

a  =  2  r sina  ,    ^  =■  2rainß ,    cos^y  =  sin  |(o  +  /S) ,    ^^^Y     cos|^(a  +  ß) 

setzt 

£benso  entsteht  durch  Addition  und  Subtraktion  der  Formeln 
cos(^  ^  y)  »  coaqt  cosyi  +  sin 97  sin^  , 
co8(^  +     =  cos^  cosy  —  sin^  sinyi 

die  weitern 

cos(f/  —  ift)  ~\-  cos(7  +  V^)  ^  -  cos<f  cosy  , 
ros(f;  —  y)  —  cos(9'  -f"  V*)  ~  -  sin^  siny 
und  deren  Umkehrungeu: 

Icos^  cosv  =  I  [co8(ijr>  —  v*)  "1"  cQs{<p  -J-  y)J  , 
sin  f>  sin  v>  =  J  (008(9?  ~*  V')  "  co»{(ip  +  vOI 
oder  mit  derselben  Snbstitntion  vie  vorhin: 

Icosß  +  cosa     2 cos |(a  +  ) cos |(a  —  ^  , 
cos/?  —  coso  =  2 sin  |(o  +  ^)8in  \  {a  —  ß)  . 
Durch  Multiplikation  der  Formeln  23)  und  25)  ergibt  sich  noch 
sin*a  —  sin*/?     sin(a  -f  fi)  sin(«  —  fi)  , 
co»''ß  —  cos-a  ---  siii(a  -j-  fi)su\(n  —  ß)  . 

Anweudung  von  den  Formeln  23)  und  20)  wird  gemacht,  wenn  es  sich  bei 
Umformungen  danmi  handelt,  die  Summe  oder  Differena  der  Snns  oder  Cosinus 
zweier  Winkel  in  ein  Produkt  an  verwandeln,  wodurch  gelegentlidi  eine  Verein- 
fachung von  Formeln  etstelt  werden  kann.   Z.  B.  läßt  sich  umformen: 

8ina  +  8in/^_  29iDl(a  + ß)co9l(a  ^  ß)  _  cos  V(a  — /äf) 

'sin(a  -f  ß)  ~  2 sin  J"(a~+  ß} cos] (a  +  Ä      co8|{a+/?)  ' 

sin(30o  +  9>)  -f  sin(3l>*  —  9-)  «  2  smSO^^coSf;  >»  cos^?  , 

daher 

sin^30"  +  9  j  =  comp  —  sin  (80**  —  4f)  . 


24> 


25) 


§  10.    Der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz.    Der  Cosinussata. 

1,  Zieht  man  in  dem  Dreieck  ,4BC 
(Fig.  216)  die  Höhe  A^^A^»  so  ist 
in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACjf 

Aa  =  dwaiyt    Ofa-y^^cos}»  , 

folglich  die  Projektion  e'  von  f  auf  a: 

/=sa  —  If  —  a  —  ^cosy  . 

Die  Gleichungen  für  und  <f  gelten 
nach  §  7  Nr.  1  auch,  wenn  y  stumpf  ist. 

Nnn  ist  nach  dem  pythagoreischen  Lehr- 
satz im  rechtwinkligen  Dreieck  .-l/i.!': 

^*  —     -f-  /r^  =  (tf  —  ficmyy  +  ^'sin'y  =  a*     fi'  (cos'y  +  ain*y)  —  2  a^cosy 

oder 


/\>' 

/  \b' 

.4' 

c 

FiR.  Sie. 


1) 


c-  =  a- 


b-  —  lab  cos; 
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Zu  dieser  Formel  können  durch  BuchatabeTivertauschung  noch  zwei  andre 
für  a-  und  fi-  werden.  Der  darin  ansiif*dnickte  Satz  kann  als  der  all- 
gemeine pythagoreische  Lehrsatz  bezeichnet  werden,  da  er  in  dem  be- 
80ndem  Falle  90^>  also  cosy  —  0  in  den  pythagoreiachen  Lehnatz  übergeht* 
Er  gibt  die  Lösung  der  Fundamentalanfgabet  aus  zrei  Seiten  eines  Dreiecks  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel  die  dritte  Seite  so  berechnen.  Aus  a,  b  und  y 
findet  man  nämlich  ^,  .  .  .,  — ; — 

Ist  s.  B.  y  —  00^,  cos;r     |,  so  wird 

(  ^  fa^  —  ab  +  . 

Bei  einem  numerischeu  Beispiel  hat  mau,  abgesehen  vou  ganz  einfachen 
FäHent  das  dritte  Glied  unter  der  Quadratwuncel  logarithmiach  zu  berechnen. 

Ist  der  Winkel  nur  auf  Minuten  genau  gegeben,  so  genügen  meist  vierstellige 

Tafeln.  Zur  Berechnunq;  von  a-,  A-  rind  c  ans  ]>edient  mnn  sich  zweckmäüig 
der  Quadrattafeln.  Den  Logarithmus  des  Radikanden  könnte  man  auch  durch 
die  GAUssschcn  Hilfstafeln  finden. 

Beispiele: 
I.  e,    ^  =  7,  y-63029'43" 


Xo^'lab      1.92  428 

log  cosy  ^  0.64  960  tf«  -r  85 

log  2  a  ^  cos  ^  ^  1 ,57  H88  2     cos  y  =^  37.487 

<•*  =  17.5f3 

2.  «  =  H'l.r.2  ,  67,18  .  57« 34^ 

c  «=-  ]  <7-  J-  h'-  —  lab  cosy  —  r>G,73 


lug 2  ^  i*,:jtilo 

log«/  -  l,53.sl  «»—  1192 

log^  =  13272  b*  =  4513 

log  ca»y^  9,7294  5705 


log2  tf  ^cosj'  ^  3,3957  2  «i 3 cos}*  -  24!^7 

~r««H218 

Ist  •  stumpf,  also  cosj«  negativ,  so  hat  cosj'  keinen  reellen  Logarithmus 
\ Arithmetik  u>uf  .l/xrh-a  l.'i  Nr.  ]):  da  es  sich  aber  nur  um  den  absoluten  Wen 
des  Cosinus  handelt,  so  kann  man  seueii: 

-     2  Ii  i>  cos      -  2  U  l'  {  (  !       I  : 

nun  ist  — cosy  ~  cosi^lsso" y).  Man  schlagt  also  Iogcos{l80"^  —  y)  auf, 
schreibt  aber  dafür  log( — cosy)  und  erhält  dann  log(  2<7^c08/);  die  dazu  auf- 
geschlagene Zahl  — 2  0^ cosy  hat  man  zu  a* -\- b*  zu  addieren. 

Beispiel: 

a     235,21  ,    b  ^  227,ÜÖ  .  _y  =  1 ls'2^/^-^  1 8<>o  —  44"  4  T  8.V^ 
c^y^^b*  —  2  a  b  cosy  =  427,59 

iog2  =  o,;iu  io;j  ~^ 
logtf  =  2.37  146 

log  b     2.:?.-.  «J 1  s  ^«  ^  55  320 

 Iog(  — cos;')  -  1»,M,-,  ISO  51565 

log( — 2 cosy)  =  4,.s.s 047  — '2abcosy  =    7'»  940 

l82.s;J4 
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2.  Aus  dem  r«cbtwmkligen  Dreieck  ABÄ  (Fig.  21G  S.  449)  erhält  man  weiter 

2)  tan/f  =  -v"  *^ 


Hierdurch  i«t  aus  den  Seiten  a%  h  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  y  einer 
der  nicht  gegebenen  Winkel  bestimmt.    Hei  einem  Beispiel,  su  dem  fär  0  und  /' 

vielstfOlipf  tinbpqtiomc  Zahlen  t,u»trr'])rii  slntl,  kann  man,  tim  c  zu  finden,  zunächst 
einen  der  andern  Winkel  iicrechnen  und  dann  erst  die  gesuchte  Seite  nach  dem 
Sinnssatze  bestimmen.    Mit  Hilfe  von  ^  würde  man  ntmmehr 

h     .  ^siny 
sin/j      *  sin/j 

erhalten.  Ist  y  ütmnpf,  so  ist  die  bezügliche  Bemerkung  in  Nr.  1  zu  beachten. 
Das  Beispiel  2  in  Nr.  1  würde  sich  dann  folgendermaSen  beredinen  lassen: 


a  =  253,21  ,    b  -  227,08  ,    y  =  13ö«  18'25"«=  180»  -  440  41'35 


a  —  ocoay  ainp 

log^  -  2,3")  VAS 

log(  — cos;')  -  9,n5  ISO  . 

 log  sin  y  =  9,84715  0^  235,21 

log(— *  cosy)     2,20  7ÖÖ  — *  cos;'  -  161,43 


log(a  —  ^  cosy)  »  2,59  839  a  —  ^  cos  7  ^  396,64 

log^siny  =  2,20  333 


log  tan/?  ^  9.60  494 

lepsin/?  ^  {>,S7  2H1 
log7=  2,63  102 

Wenn  a>^cos)',  d-  h.  <i  >  /  (Fig.  216  S.  449)  ist,  so  ist  a  —  ^cos;'>0, 
tan^*?>H  also  ß  spitz.  Dieser  F"'all  tritt  immer  ein,  wenn  y  stumpf  ist,  wie  in 
dem  vorstehenden  Beispiel.  Ist  a  < cosy,  d.h.  a  < so  ist  a  —  ^cosy<10, 
tan/7<  0  also  ß  stumpf.  Für  «tie  nmnerische  Rechnung  hat  man  in  diesem  Fall 
Formel  2)  geschrieben  su  denken: 

fisiny 

—  tznd  -  i   . 

cos  y  —  a 

Die  Tafeln  geben  dann  su  log( — tanjS)  das  q>itze  Supplement  von  ß. 
Beispiel: 

«  =  4448,    *=9921,  y-45'17'29* 


»  ♦ 

und  =  ^  ,    H      IHO"  -    70"  12'23"-  lU9M7'37'' 

'       a  —  0  cos ;' 


log  cosy      9,S 4  727 

log  sin;'  -  0,85  108  ^  44. ik 


log^ cos j'  =  3,84  383   b  cosy  ■-  097 9,6 


log(^  cosy  —  a)  =  3,40  442         t  cosy  —  o  ^  253 1,6 
log/^siny     3,84  824 


log(— tan/y)  »  0.44  382 

In  dem  besondem  Falle,  daß  a  —  bcosy  ist,  wird  a  —  ^cosy  0,  t&oß  00 
also  ß  90^;  das  Dreieck  wird  rechtwinklig:  b  ist  die  Hypotenuse  und  die 
Kathete  a  —  ^cosy. 

29* 
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3»  Aua  der  Fonnel  1)  des  allgemeinen  pythagoreischen  LehraaUes  ergibt  sich 


3) 


cosy 


2ab 


und  entsprechende  Formeln  erhält  man  für  cosa  und  cos/}  durch  Buchstaben- 

vcrfauschung;.  Diese  Formpln  (MUhalten  den  Cosiniissatz.  Er  gibt  die  Cosinus 
drr  Dreieckswinkel  algebraisch  und  in  rationaler  Form  durch  die  Seiten  ans- 
gedrückL    Je  nachdem 


> 


ist»  wird 


cosy  ^  0  ,    y  ^  90" 


In  einem  numerischen  Beispiel  aus  den  drei  Seiten  die  Winkel  nach  dem 

Cosiniissatz  su  berechnen,  ist  nur  dann  zu  c>mpfehlen»  wenn  für  die  Seiten  be* 
(jueme  Znlilwertc  i^cucIm  ii  sinr!.  Haben  die  Werte  für  a,  />,  r  einen  pcmeirisamen 
Faktor,  so  kann  man  ihn  weglassen,  da  Dreiecke  mit  denselben  Seitenverhältnissen 
ähnlich  sind,  also  gleiche  Winkel  haben.  Ebenso  könnte  man  die  drei  Seiten 
mit  demselben  Faktor  mnltiplisieren.  Hat  man  alle  drei  Winkel  beiechnet»  so 
ma0  man  darauf  gefaßt  sein,  daß  die  Winkelaumme  o  +  ^  +  y  nicht  vollkommen 
genau  gleich  180*  wird. 

Beispiel: 

a  -  -  \  :i  ,    ^  =  14,    c  -  15 


cosa  s 


cosj?» 


cosy  = 


1,2  ^  (l  —  gi 

2  6} 

+      —  6* 

>  +  ^«  — 
2ab 


05  ' 
33 

65  * 

25 

65  • 


/J  =  59"  29' 23" 
y  -  C7»22'4S" 


sein. 


log 39  -  1,59  lOn 
log33  -  1,51  S51 
log 25  —  1,39  794 
log 65  =  1,81  291 

logcoso  »  9,77  815 
log  cos/?  ^  9,7«)  500 
log  cosy     9,58  503 

Ist  F  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  so  wfirde 

2F 

Dividiert  man  'S)  durch  diese  Formel,  so  eriiali  man 

flS  ^  ^2  _ 


und  entsprechend 


coto  = 


coty  = 


A.F 


A<iiiicrt  man  diese  drei  Gleicliungcn,  su  erhall  m.ia  üii-  ISe/.ieimng 

a-  -\-  C' 


4) 


cota  +  cotj?  +  coty  = 


uiyiiizcü  üy  Google 


§  10  Der  aU£«Deine  pythagoreische  Lehrsatz.   Der  Costnassatz.  4r>H 

Nach  g  8  Nr.  1,  4)  ist  aber 

folglich  hat  man 

+     +         8r*8inasin/^sinj'(cota  -f  cot^  -|-  coty) 

^  8  r*(co8o  sin/}  sin/  +  sina  ciMß  sin/  4*  sin a sin cos/)  . 

Fägt  man  in  dem  Klammetatiadrack  noch  die  Glieder 

— Cosa  cwß  cos/  ''l-  Cosa  cos/} cos/ 
hinzu,  80  kann  man  ihn  schreiben 

- — Cosa  (cos cos y  —  sin sin  j')  -j-  sina  (sin/?  cos    -f  cos/^siu/)  -j-  cosa  cos/S^  cos/ 
=  —Cosa  cos (/?  +  /)-[-  sina  sin (/?  +     +  cosacos/Jcos/ 
— cos(a  +    -{-  >")  -f  Cosa  cos/?  cos^-  . 

Nun  ist  aber  «4-^4-/==  180®,  also  C08(«  -|-  />     y)^  ■ — 1  ;  mithin  erhalt  mau 
'))  a*  +  ^-  !  '-^  =  8  r-  (1  4-  Cosa  cos/? cos/)  . 

Drückt  man  auch  a,  bt  c  durch  2r  und  die  Winkel  aus,  so  ist 
«f  4-  ^«  -j-  tf«  =  4r»(8in«a  +  ain^ß  +  sin«/)  , 
so  daS  man  durch  Ve^leichung  die  trigonometrische  Beziehung: 
sin'a  +  9ia*ß  +  «in*/     2(1  +  co$acos/?co8/) 
und  daraas  noch  die  weitere: 

6)  cos*«  -|-  f^os'-/?  -{-  cos-/  =  1  —  2  Cosa  cos/?  cos/ 

erhält 

4t,  Man  kann  den  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatz  in  folgende  beiden 
Formen  bringen: 

ci  ^  {a  .\  bf'  —  -lab  —  2ab  cos  /  =  +  bf  —  2af>{\  +  ros  v>  , 
<■«  SB  (a  —  ^)=»  -f  2  c» —  2ö*co8/  ^{a  —  by     iab{l  ~  cos/)  . 

Nun  gelten  nach  §  9  Nr.  1  die  goniometriachen  Formeln 

1  +  cosy  =  2  C08*|y  ,    1  —  cosy     2  sin^^y  , 
womit  man  erhält: 

^»  =  (tf-|-^)»^4«*coa*^y  , 


I  ^7  =  (<i  +  ^)'^4a^co«'^y  , 
^        l  tf»**  + 4  a*sin*|y  . 


Daraus  findet  man 

cofl^Vy  —  =  , 

" '  A  ab  4ab 

(i  „.     —  by-     i—a  +  b^c)  Ui  —  b  +  () 

sin'  i  y  «•   .  =    

''^  iab  iab 

Bedient  man  sich  der  Abkürzung 

+  ^  4-  f  =  2,f  , 

so  crbält  man  einfacher: 


8)  cosl/«-  


und  durch  Division 


r    j(*  — 0 
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riiie  dieser  drei  Formeln  würde  sich  im  allgemeinen  besser  zur  Berechnung 
der  Winkel  aus  den  drei  Seiten  bei  einem  numemchen  Beispiel  eignen  aU  der 
Coüinussatz. 

B&det  man  das  doppelte  Produkt  der  Fonneln  8),  so  erhält  man,  wenn  man 
die  goniometriBche  Formel  1)  in  §  9  Nr.  1  beachtet: 

siny  =  ^V-f  l-f  —  a)is  —  if)  {s  —  0  . 

Da  der  Inhalt  des  Dreiecks 

ist,  so  ergibt  sich  nach  Einsetzung  von  sinj»: 

Um  /•^)s(s  —  >r\{s  —  />){s  —  c)  , 

<lie  1 1 KRÖN  ische  I)r(  i<'(  ksformol  {.IHanimetrie  i;  2^  Xr.  Ii),  eine  der  wich- 
tigäten  in  der  Geometrie,  die  den  Inhalt  des  Dreieck.s  aus  den  drei  Seiten 
finden  lehrt.  Ist  der  Inhalt  F  zunächst  aus  den  drei  Seiten  berechnet,  so  würde 
aus  der  Formel 

IF 
ab 

der  Winkel  y,  jedoch  im  aUg(*meinen  zweideutig;,  bestimmt  sein.  Ebenso  kann 
man  nach  der  Formel  (§  b  Nr.  1,  6)) 

abe 

nunmehr  den  Radius  des  Umkreises  des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  berechnen, 
Di«;  Formeln  7)  finden  Amirendung  zur  algebraischen  Berechnung  der  Seiten 

eines  Dreiecks  bei  Aufgaben,  wo  ein  Winkel  nnd  Summe  oder  Diflerenz  oder 

Produkt  zweier  Seiten,  der  Radius  des  Umkreises,  ili  r  I'lächeninhalt  gegeben  sind, 
Z.  B.  um  die  Seiten  eines  Dreiecks  aus       \\jt^b)^mt  F  zu  finden, 

hat  man 

2F  F 

sin  y     sin  i  y  cos  \  y 

und  damit 

also  anter  der  Voraussetzung  a^h^  die  immer  statthaft  ist 


Ferner  erhält  man  aus  7) 


smj» 


4/* 

"  4  m-  —  —  cos  -  i  y  ~  4  im-  —  /'cot  i  y)  . 

sm^T'cosI)'  " 

Da  der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz  eine  Beziehung  zwischen  den 

drei  Seiten  eines  Dreiecks  und  einem  Winkel  gibt,  so  kann  er  auch  dazu  dienen, 
wenn  zwei  Seiten  und  der  einer  von  beiden  gegenüberliegende  Winkel  gegeben 
sind,  die  dritte  Seite  algebraisch  zu  berechnen. 

Ist  z.  B.  tf,  ^  und  a  bekannt  (§  8  Nr.  4),  so  gibt  die  Formel 

^.     .\.  c'i  —  2  bc  cosa 

eine  quaiiratische  (iieichua^  lur  »  ,  deren  Normalform 

—  2      Cosa  —  tf-  +  b-  =  0 
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und  deren  Wimeln 


e  =  ^cosa  ±  J^»  cos'a  4-     —  b-      coao  ±      —    siii *a 

sind.    Die  beiden  Wurzeln  sind  reell,  wenn  die  Diskriminante  positiv  oder  Ntdl 

wird.  Das  frstn  tritt  immor  »'in,  wenn  a  b  Ist,  rlcnn  dann  ist  erst  rechter  >  ^^sina: 
dtT  absohlte  Wert  der  (\>iKidrafwnr7.el  ist  aber,  wie  Hie  erste  Schreihwcise  zeipt 
größer  als  ^cosa-  Daher  ist  lur  a^b  das  negative  \  orzeichen  der  Quadrat- 
«ntrzet  nicht  ea  gebrauchen  und  die  Aufgabe  ist  eindeutig.  Ist  <  ^ ,  aber 
tf>^sina,  so  ist  der  absolnte  Wert  der  Quadratwurzel  kleiner  als  /icos«,  beide 
Wurzeln  sind  hranchbar:  die  .\ufi,'aT)c  ist  zw cideuti"^.  In  dem  besondern  Falle 
a  ^  bixnii  wird  das  Dreieck  rechtwinklig  mit  b  als  Hypotenuse.  Ist  a  <i  b  und 
<i<^siua,  so  ist  die  Aufgabe  unlösbar.  Man  erhält  also  durch  Diskussion  der 
Wuneln  der  quadratischen  Gleichung 

dieselbe  Dete'rmination  der  Aufgabe   Z^^^<^ 

wie  ItJ  I?     Nr.  }.  /     \  ^-''''''''''''^/  ' 

5.    Ergänzt  man   das  Dreieck  w        ^  /  x       r^,^^""^        /  \ 

ACB  «u  dem  Parallelogramni  ACBD  /  / 

(Fig.  217)  mit  den  anstofienden  Sei-  ^-"^     rs.  / ■ 

ten  </,  b  und  dem  eingeschlossenen  /J^'^'^tt  /  | 

Winkel  j»,   so  ist  die  diesen  Winkel  cJi^—A-^i — ■  ^  

durchschneidende  Diagonale  CD  </ 
die  dritte  Seite  des  Dreiecks  CBD^ 

das  die  Seiten  it,  b  und  den  eingeschlossenen  Winkel  CffZ)««  180^  — hat; 
folglich  ist 

ä'=\a^  -j-     —  2tf *cos(Xaü"  —  y)  =  yÖH^ +  2 nTcösy  . 

Für  den  Winkel  liCD  p  ,  flen  </  mit  a  bildet,  erhält  man  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ßDI/t  das  durch  die  Höhe  DI/  auf  0  gebildet  wird: 

^sinv 

tan/i  -=  — --r   . 

^     a-^b  cosy 

In  dem  Dreieck  ABC  ist  nach  dem  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatze 

2  ab oosy  =  «»  -j-  ^«  —  e*  , 

also  wird 

Die  beiden  Diagonalen  des  Parallelogramms  halbieren  einander  in  Jlf,  also  ist 

die  zur  Seite  c  gehörige  Mittellinie  des  Dreiecks  ABC^  för  die  sich  ergibt: 

w,--  \]2a^-^2b~i~—£^  . 

Fällt  man  im  Dreieck  .  //)(  '  dif  Höhe  CC  —  so  erhält  man  atis  den  recht- 
winkligen Dreiecken  ACC  und  ßCC',  wenn  e  der  Winkel  ist,  den  die  Diagonalen 
des  Parallelogramms  miteinander  bilden 


oder  da 


ist: 


\t  —  b  cosa     a  coaä  — i  r 

•"^—i;  

b coBo  a cosß 

—  cot«,  — ---=-cot/j 


cot«  =   cota  ♦    cot*  =  cotß  — 
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Addiert  man  die  beideu  Ausdrücke  iür  cote  und  dividiert  die  Summe  durch  2, 
erhält  man: 

cotc  =  i  {cotfi  —  cota)  . 

Dabei  venn  Z.AMC=  e  betrachtet  und  a> d  alto  cotß  >  cota  voraiugcseüst 
wird,  e  spits.   Nach  Nr.  2,  Fonnel  2)  ist  nun 

d  —  acoay 

folglich,  wenn  F  der  Inhalt  des  Dreieclcs  ABC  ist: 

a*  —  3«     4f «  — 


cotß  =  —  , 


cote 


cota 


2a^8in^ 

Bei  einem  Rhombus  ist  a     b ,  cotf  =  0,  d.  h.  die  Diagonalen  stehen 

aufeinander  senkrecht  oder  im  gleichschenkligen 
Dreieck  ist  die  Mittellinie  der  GnindKnie,  die 
Höhe  des  Drcirrks. 

6*  In  eint -m  Kreis  vom  Radius  /'  sei  dos 
Viereck  ABCD  (Fig.  218)  eingeschrieben.  Die 
Seiten  seien  AB^a,  BC^b,  CD=>e, 
DA  -  tl;  die  an  den  Ecken  A  und  B  Helfen- 
den Winkel  n  und  ß,  also  die  :in  C  und  D 
liegenden  die  .Supplemente  von  «  und  ß.  Die 
Diagonalen  seien  AC=£f  BD"/.  Drückt  man 
in  den  beiden  Dreiecken  ABD  und  BCD  nach 
dem  allgemeinen  pvthaKorrisrlirn  Lehrsatz  y* 
if'4g.Sil&  doppelt  aus,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 


aus  uer 


+     —  2« </cosa  =     -i- 2*<co8a  , 


cosa 


2(fli/4-  bc) 

folgt.    Dttrdk  Venauachung  der  Buchstabett  würde  man  ebenso  erhalten: 

^     a^-  ^      —  c^-  — 

£s  siud  also  die  Winkel  des  Sehnenvierec  ks  durch  dessen  vier  Seilen  be- 
stimmt. Wenn  man  coaa  sa  1  addiert  and  von  1  sobtrahiert»  so  erhält  man 

2tf//+  2br+     +  <r-'  _  ^»  —     _  {a  -}-       —  {/>  —  i)-' 
2  (<n/  -r  fit  )  ~ 


1       C08O  =B 


(a  —  fi  -\-  c  +  if)(a  +  fi  —  c  ^) 


Cosa 


2aä-ir  Ibc  —  a"-  —  tr-  r     +     _      -\-  ci^  —  {a  —  d)* 
2(</</ -f /'<•)  " '  2{aä-\'bc) 


—  (— ^  +  ^  -r    +  '/) \<i  ^  fi  -i-  (  —  ä) 
~  'I{aä-tb() 

Dedient  man  sich  der  Abkürzung 

a-\'b-\-c-\-ä=ts  , 

SU  wird 

—  tt'\'b-\-c-\-ä     l{s     Ii),  Ii     b~c^i/  -  2[s     fi),  ii  +  b     i-  yi/^--2{i 
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und  man  erhält 

^  ,              21J  —  /')(x  —  <•).     ,                  2(s  —  .t){s  —  ä) 
1  +  Cosa  «-  —    ,     ^  —  ;     1  —  Cosa   .—  -r  

ad  -X-  bc  ad  ^  bc 

Nach  der  gonioroetrischen  Formel  7)  in  §  9  Nr.  1  findel  mau  hieraus 


**»i«'=l/7  KT  T  ' 

}(  {S  —  b){s  —  c) 

woxu  man  durch  Bucbstabenvertauschung  noch  fugen  kann: 


Damit  hat  man  logarithmisch  bequeme  Formeln  zur  Berechnung  der  Winkel 
eines  Sehnenvierecks  aus  den  vier  Seiten.   Ebenso  erhält  man: 

') 

siiia  «1(1  -\-  cosa) (l  —  cosa)  —  -     —     Jr|j  —  </) \s  —  //) (j-  —  c)\s  —  //)  . 

Nun  ist  der  Inhalt  F  des  Sehnenvierecks  die  Summe  der  Inhalte  der  beiden 
Dreiecke  ABD  und  BCD,  also: 

Setzt  man  hieritt  den  Wert  von  sina  eini  so  ergibt  «ch  die  Formel  fQr  den 
Flächeninhalt  eines  Sehnenvierecks,  ausgedrückt  durch  die  vier  Seiten: 

F  =  yü  —  0) (/  —  b){s  —  c)  (s~d}  . 

Für  d  =  <i  geht  diese  in  die  HERONische  Dreiecksformel  über. 

Ans  den  beiden  Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Diagonale  /: 

+     —  24^coso,  +  2^4rcosa 

erhält  man  duroh  Elimination  von  cosa: 

{ad-i-  bc)f^^bc{a'* -\-  J-)  +  ad{b-  +  <-')  -  ab\ac  +  b  J)  -f  Cii{b,i  '\-  ac) 

i^\iib  ^  cd)(ac  +  dd) 

und  daraus: 


{ad-\-fd){ae-^fid) 


ad-\-b€  . 

Durch  Buchstabenvertauschung  erhält  man  dazu: 

Kac  4-  bä)\itd  -\-  bc) 


-V 


e  = 


ab      i  tf 

Die  Multiplikation  hcidt-r  loniu-lu  ergibt: 

ef  ^  ac  -ir  hd  , 

(U  li  ptolo maische u  Lehrsatz  {Phnimetrie  §  29  Nr.  3).  Durch  Division  er- 
hält man:  .  .  , 

*  ad-^-bc 

f"  aT^Td  " 

Aus  /  lättt  sich  auch  der  Radius  des  Umkreises  bestimmen;  es  ist  nämlich 

/  IF 
r='~ — ,      sina  =  — ; — .  , 
2sina  ad-^-bt 

mithin 

{ad  -f-  ifi)/ 
'  4F^ 
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oder  uach  Einsetzung  des  Wertes  von  J 


Auch  diese  1-ormel  ergibt  für  «=«  U  die  cutsprechende  für  das  Dreieck 
(§8  Nr,  1.6)). 


g  11.    Beziehungen  dei  Dreiecks  sum  Inkreise  nnd  einem  Ankreise. 

1,  Die  Halbierungslinien  der  Winkel  des  Dreiecks  ASC  (Fipr.  210)  schneiden 

sich  in  O,  (U-n\  Mittt-lpunkt  d«*s 
Inkrrisf's.  von  ()  :nit  dir  Sritpu 

gelallten  Senkrechten  suid  gleich  dem 
Radius  OC/  =  g  des  Inkreises,  und 
deren  Fuüpunkte  sind  die  Berülirnniis- 
punkte  des  Iiikn  isr?;  auf  den  drei 
Seiten.  Die  Abschnitte,  die  diese 
Berührungspunkte  auf  den  Seiten 
hervorbringen,  sind  paarweis  gleich: 
die  beiden  an  /I  anliegenden  sind 

f  A  '  {■  —  <j)  =  j  —  <t  , 
wenn  a  d  1'  =•  2  s  geset/.t  wird 
und  die  an  ß  und  C  anliegenden 
entsprechend  j  —  b  und  x  —  r 
(vgl.  Planimririe  %  2n  Kr.  H).  Durch 
AO,  ßO.  CO  wird  das  Dreieck  ABC 
in  drei  Dreiecke  zerlegt,  von  deuen 
jedes  eine  Seite  als  Grundlinie  nnd  q 
als  Höhe  hat.  Ist  also  F  der  Inhalt 
des  Dreiecks,  so  muß 

oder 

1)  F^SQ 

sein.  Nach  der  HERONischen  Drei- 
eckaformel  ist  aber 


Fig.  219. 


also  ist 

2)  = 


s  s  ~}l  s 


V) 


Nuu  erhält  mau  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AO(X : 


tan4  o  = 


$  —  a 


und  entsprechend 


tanJ/J=— ^-v:,  tanly=.-^ 
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Mit  dem  Wette  von  q  aus  2)  erhält  man  also 

f-^r  *  r  ^<^-^) 

übereinstimmend  mit  Formel  9)  in  g  10  Nr.  4. 

Die  roiTTK  lii  2)  und  3)  frcben  die  für  numerische  Rechnung  bequemste 
Methode,  ans  den  fl^i  i  StMtrn  eines  Dreiecks  die  Winkel  unabhängig  voneinander 
zu  finden.  Man  besummc  womuglich,  d.  h.  wenn  es  die  Tatcldifferenzcn  zulasseu, 
die  halben  Winkel  mit  etwas  gröBercr  Genauigkeit  ab  man  ffir  die  ganxen  Winkel 
erhalten  will:  ß.  bei  fiinfstelligen  Tafeln  bis  auf  Zehntelsekunden  genau.  Bei 
der  Multiplikation  mit  2  werden  dann  die  ganzen  Winkel  Iiis  anf  Srknnden 
schärfer  bestimmt  werden  können  durch  Bf'rücksichtigung  der  Zehntel.  Die 
Summe  der  ganzen  Winkel  wird  nicht  immer  genau  lyu"  geben  künneju 

Beispiele:    1.  (S;  1«)  Nr.  -i): 
//  =r  1 H,  (6=14,  <■  —  1."»:  2s  ~  42,  x  ^  21,  j     a     S,  ^  —  ^  _  7,  s  ~  i'  ^-  . 

F 

=  J  21  .  «  •  7  •  e  =  «4  ;    ß  =  —  s=  4 


g  _ 

1 

s  —  a 

2  * 

Q 

4 

f  —  * 

^  » 

n 

i 

i«  =  2(iöa;y54,4",     a=  7' 40" 

1^  =  29»  44' 41.4",  59«29'2H" 

ly  =  ä3»41'24.<r.     y=  67«>22'49* 

a  +  /i  -1  y  =  1!S0»  0'  1" 


2, 


tanl/f « 
tan  Xy  =^ 


log  4  O.tjU  2«)ii 
log  7  0,84  510 
log  6^«  0,77_9ir> 

log  tan         »,69  HÖ7 

logtan  i/f  !>,7r»  (ÜX; 
log  tan  Ix  =  9,82  391 


a  =  \m,m,  b  -  n2,0S,  <"  =  47,2«;  2*  =  23e,H6,  s  =  118,43, 


1  l,r»4,  s  —  b      Hr»,7r),  j  —  r  -  71,14 


tan  i  a 
tan|/? 
tanj^y 


s  —  a 

Q 

s~b' 
Q 


logj 
log(jr  —  a) 

log(i  —  b) 

l0g(T  f) 

log« 
log  tan  ^  a 
logtanl/? 
logtan^  y 


2»U7  84» 
1,06  221 

1, -").')  328 
l,8r.2U 

(i,.".4  ItifT 

li^27  u:>:\ 

1,1U  7U7 
0,13  4H6 
9,64  »79 
9,34  496 


la  -  5;{**4.V2:{,0", 

I/*  230  4r>'r)6,5''f 
\Y  =  12«  28' 40,0", 


107"  au' 40" 

47»  31' 53*' 
y=  24»Ö7'20" 


y  _  179»  59' 59" 
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2«  Aus  den  rechtwinkligeo  Dreiecken  AO0  und  BOCf  erhält  man 
s  —  a  =  q cot-|^a  «     *  — .  ^  =  ^cot-}-/^  t 

also 

4)  <r  =  (X  —  a)  i  {s  —  b)--=  Q  (cot  \  n  -\-  coilp)  . 

Wendet  man  dagegen  auf  das  Dreieck  ABO  den  SinossatB  an,  so  ist 

AO    .  , 

und  da 

AO  ^  .       ,     sin  Ha  +  Ä)  —  costy 

sin^a 

ist,  äo  folgt 

^  flin-l-osini/F 

Die  Identität  der  iormein  4)  und  5)  beweist  man  durch  Anwetitiung  einer 
goniometrtschen  Formel  in  §  9  Nr.  8,  wonach  man  erhält: 

,  sin  \{n -'r  fi)  cos  i  y 

cotla-fcotlÄ«  .  -  —  .  • 

Da  nun,  wenn  r  der  Kadius  des  Umkreises  ist 

f     2rsin^  ~  4rsin^}rco8^}r 
gesetzt  werden  kann,  so  erhalt  man  durch  Vergleichung  mit  ü): 
6)  ^  =  4  r  sin  I  a  sin  \ß  sin  J  y  . 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  A3C  läßt  sich  auch  zusammensetzen  aus  den  sechs 
rechtwinkligen  Dreiecken,  von  denen  swei  die  Hypotenuse  AO  und  die  Kathete  q 
haben:  diese  beiden  haben  zusammen  den  Inhält 

(j  —      — ß»cot|«  , 

so  daß  der  Inhalt  des  ganzen  Dreiecks  wird: 

7)  (5  —     «  +     —  ^)  o  -:      —  <')  i>  =  o-  (cot  l  «  -f  cot  1  //  :-  cot  \  y)  . 

Wenn  man  die  HutuNischc  Dreiecksformel  ijuadriert,  so  ist 

=^  s  (s  —     {s  —  h)  0  —  < )  =s  jr cot \aQOt\ßcot.\y  : 
dividiert  man  diese  Gleichung  durch  F^sq^  so  wird 
K)  /^«»@^cotjacot|/}cot}}>  . 

Die  Vergleichung  von  7)  und  S)  gibt  die  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen 
den  Winkeln  eines  Dreiecks 

cotla  +  cot     +  cot \y  ^  coi \a cot \ß coi\y  . 
Multipliziert  man  sie  mit  tan     tan  J/?tan  ■, so  nimmt  nie  die  Gestalt  an: 

tan  1  a  tan  \[i  \  l«*"  \  <^  1^'*"  \  y  -\  ^«'^"  i         ^"7  —  ^ 
Ersetzt  man  in  der  Formel  1 )  in     s  Nr.  1  für  den  Flächeninhalt: 

F^2r*  sina  sin/j  sin}i> 

die  Sinus  der  Winkel  durch  Sinus  und  Cosinus  der  halben  Winkel*  so  kann  man 

schreiben 

/'  —  IG  /■-  sin  ^  a  cos  i a  sin  X ^  cos  i sin  i  y  cos  |  y  . 
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Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  6),  so  entsteht 

F 

9)  =  X     4rco8^a  cosi^cos  |  . 

Nun  ist  aber 

s  =  —  r(sina  +  sin/^  +  siny)  ; 

durch  ViTßleichun^  mit  \S)  erhält  man  die  trigonometrische  Beziehung  zwischen 
den  Winkeln  des  Dreiecks 

sino  +  sio^  +  sin}' <»  4  co8|aco6  j^coBi;^  . 

Ii.  Halbiert  man  die  Außenwinkel  des  Dreiecks  ABC  {Fif^.  211»  S.  i'tH)  bei  j4 
iiiid  /?,  so  stinii'idfn  sich  die  Halbierungslinien  mit  der  des  Winkels  y  in  C  . 
drm  Miitrlpunkt  des  Aiikrcisps  der  Sritc  c.  Die  von  O,  auf  dir»  Soiien  jjefälltcn 
Senkrechleu  sind  gh-ich  dem  Radius  dieses  Ankreises  und  die  tußpunktc  der 
Senkrechten  sind  seine  Berfihningsponkte  auf  den  Seiten.  Der  Berfihruni;»' 
pnnkt  Cc  aui  f  teilt  diese  Seite  so.  daß  .40[  -  BO' -  s  —  />  und  BO',  =  A(y 
—  X  —  a  ist.  Da  die  an  A  und  /i  anliegendf-n  äuUeni  Alischnittc  der  Srit' n 
a  und  b  wieder  5  —  b  und  s  ■ —  a  sind,  so  sind  die  von  C  gerechneten  Abschnitte 
dieser  Seiten  beide  gleich  s  (vgl.  Planinutrie  %  4H  Nr.  3).  Den  Inhalt  des  Dreiecks 
wird  man  erhalten,  wenn  man  von  der  Summe  der  Dreiecke  AOcC  und  BOeC 
das  Dreieck  AOgB  subtrahiert;  es  ist  demnach 


oder 

und 


10)  F^{s  —  €)q, 


-  c 


Aas  einem  d<>r  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  der  Hypotenuse  COg  und  dem 
Winkel  \y  lolgl 


12)  tanjy== 


Da  lerner  /_AO^(J^—        ist,  weil  die  Schenkel  beider  Winkel  auieinander 
senkrecht  stehen  und  aus  demselben  Grunde  /_  B0,0'^  -  i  ß  ist,  so  hat  man 


13)  cotla  =  ^  cotlÄ=^-^=— 

*       s  —  b  -'^     s  —  a 


Die  entsprechciidt  n   I  tiniieln  lur  die  Radien  ija  "nd   (j^  der  Ankreise  der 
Seiten  a  und  b  kann  man  durch  Buchstabenvertauschuog  leicht  bilden. 

Ans  12)  und  13),  oder  direkt  aus  rechtwinkligen  Dreiecken  der  Figur  folgt 

80  dalS  man  berechnen  kann: 


14) 


t  =  {s  —  b)  -f  U  —     ^  f}c  (tan  i«  t  Ifi) 
a  —  s      (s  —  a)  ^  (Je  (cot  },y  —  tan  }.  fi) 
b  —  s  —  {s  —  *)  =     (cot     —  tan  i  Q) 


Eine  andre  Formel  für  c  erhält  man,  wenn  man  auf  das  Dreieck  AO^B  den 
Sinussats  anwendet.    Ks  ist  dann 

cosl/r     '  ' 
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und  da 


ist,  80  ergibt  sich 


AOc  —  -  ^'t-  .    sin  ha  +  /^)  =  cos  \  y 
cosja  ' 


COS     COS  ^/^ 

Die  Identität  dieses  Ausdruc  ks  für  c  mit  dem  in  14)  läßt  sich  durch  Um- 
formunp;  mit  llilfr  eoniometrischcr  Formeln  beweisen  (vgl.  Xr.  2).  Durch  den 
Radios  des  Umkreises  ausgedrückt  ist 

f  -  2  r  siny  ^  -l  r  sin      cns  !,  y 

Sptzt  man  diesen  Ausdruck  fär  (  mit  dem  in  15)  gleich,  so  erhält  man 

die  Formel: 

16)  Qc  —  A  r  cos  \  a  cos  l  ß  sin  ly  , 

lind  wenn  man  dii'  (^Icicluiiis* 

//  ^  Iii     sin  ^ a  cos ^  a  sin     cos-jr/^ sin cos  i  y 
durch  16)  dividiert,  so  lolgt 

Es  ist  aber 

_  <•  =^       ^  ^  —     =  /-(sina  +  sinß  —  sin;-)  ; 
miüiiu  erhält  man: 

sin«  — -  sinß  —  siny  ^  4  sin  Ja  sin  ',  fl  cos  \  y 

Aus  l(i)  und  G)  erhält  man  noch  durch  Division  die  Beziehung: 

17)  Qe  —  Q  <^ot  i  a  cot  i  ß  . 

4.  Hrschrciht  man  um  das  Dreieck  j4BC  den  Umkreis  (Fig.  210  S.  4r)S), 
dessen  Mittelpunkt  Af  ist,  so  geht  dieser  durch  den  Halbieruugspuukt  C\  \nn 
OOc  and  C\  ist  der  eine  Endpunkt  des  xn  AB  senkrechten  Durchmessers  C\C\,, 
der  AB  in  C;  halbiert  (vgl.  §  8  Nr.  5).  Weiter  ist  OQ  ^  OJC^  «  ACy  =  BC^ 
(vgL  Hamm^rk  §  43  Nr.  1).    Nim  hat  man  aus  reditwinkligen  Dreiecken: 

CO^  .V'  K- 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACiC^%  in  dem  Z.AC.X\  —  \y  ist: 

ACy  =  ÄC,     2r8ini7  ^  OC^  =  ; 

durch  Multiplikation  erhält  man  daher 

CO  '  0C\  --  2rg  ,    CO  .  0X\   -  2rQ,  ■. 

Ks  ist  nun  CO  •  OC^  der  absolute  Wert  der  Potenz  von  O  in  Bezutr  rmf 
den  Umkreis  und  CO^  •  OcC\  die  Potenz  von  Of  in  Bezug  auf  diesen  ^vgl.  Phni- 
metrie  %  29  Nr.  1).   Mithin  ist 

CO  .  OCy  =^  r«  —  MO*  ,    Ca-  •        -  .V^»  —  r»  : 

es  sind  also  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  L  Inkreises  \on  ch-n  Mittel» 
punkten  des  Inkreises  und  des  Ankreises  der  Seite  c\ 

1  V  ^       \rO  -  .  y7?^  2~ro,     MO,  -  I  /-   4-  2  r  o,  . 

Da  c",  <1<  I  Mittelpunkt  von  00^  ist,  so  findet  man,  dali  C^C^  —  \[^Qe —  q) 
sein  muß.    C^C^  ist  aber  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AC^C^  der  eine  durch 
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die  Höhe  j4C^  anf  der  Hypotenuse  C|Q^2r  gebildete  Abschnitt  und  daher 
19)  CQ- Jfec  — e)*-2rsin»|y  . 

Fällt  man  von  C,  die  Senkrechte  C^£  auf  CB,  so  ist  nach  g  8  Nr.  5  der 

Wink«'l  HL\E  l{a  —  fi)  und  fällt  man  von  O  die  Senkrechte  00"  zui  C',C,» 
so  ist  C •  (9"=  i  (g^  +  p)  und  Z  0C\0"^  \  («  —  /i).   Daher  ist  £i  CyB£:^A  C\0<y' 

also  auch  Cj/'^^C,  (?"  -  i(o,  -t-S>)-    Daraus  (oltrt: 

-'•)  \(Q<  H-  e)  =  -^^i  •  co8j(a  —  ^)  =  2/  co8i(a  —  /{)sin>  / 

nnd  da  femer  ,         ,^         ,  _^ 

1^  =  AC^  •  coB|y  •  cos  J  y 

ist,  so  hat  man  durch  Division 

cos  1  (a  —  ß) 
cos|^/ 

Weiter  ist  nach  §  8  Nr.  5,  C£  »  +  B£  ^  ji(a  —  b),  also  in  den 
rechtn'inkligen  Dreiecken  C^CE  und  C^BE  wenn  man  den  Faktor  \  beiderseits 

wegläßt 

22)  e,  +  g  —  (<i  + ^)Uni7  =  (<»  — ^)coti(a  — />)  . 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACiC^  erhält  man  noch 

23)  qe  —  ß  =  rtan|y  . 

Verbindet  man  A  mit  M,  so  ist  ^  AMC^  =  folglich 

r  . 

woraus 

l  —  cosy  =  '-^  =  28in*i  y 

r 

fol;:rn  würde  in  Übereinstimmung  mit  19).    Formel  24)  lehrt  aber^  datf  je 

nachdem 

sein  wird. 

Fällt  man  Cdie  Senkrechte  CC"  anf  C\C;,  so  ist  CC=he  und  das 

rechtwinklige  Dreieck  QCQ  liefert  die  Beziehong 

25)  Ke^  — +     =  2rcos«|(a-^  . 

Vergleicht  man  den  Wert 

he  —  2r8ino8in/?  =  Hrsin  )aco8lasiniy?cos|^ 

mit  deu  Werten  von      und       in  0)  und  so  findet  mau 

2C)     ;fc,-2e^^"""M=«2e.^"""^  . 

sini;'  ^  sin^j» 

5.  Di»',  namentlich  in  \r.  t,  frmittf'hrii  Bt^ziehiinpen  zwischen  Stücken 
euu's  Dreiecks,  geben  die  Möglichkeit,  eine  große  Zahl  trigonometrischer  Auf- 
gaben SU  lösen.  Es  ist  auch  hier  sn  raten,  das  Dreieck  zunächst  aus  den  Be* 
stimmnngsstücken  zu  konstruieren  tmd  dann  die  etwa  gesuchten  Stücke  aus 
recht\vinklij;rii  1  Jrricckrn  di  r  I'iLüir  zu  berechnen. 

Ist  von  niH  in  Drein  k  der  l  inkreis  j^esebeii,  von  dem  ein  Durchmesser  C, G 
beliebig  auyenommen  werden  kann,  so  ist  durch  QC'o  —  XKüe  —  (J)  ^  ^  die 
Si'ite  f  nnd  der  Winkel  y  eindeutig  bestimmt  Aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck  C\AC\  hat  man 
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und  da  nach  19) 


oder  nach  24) 


r  —  y 
cmy  =  


Zur  Hi  stimmunp  ih^<  Dreiecks  muU  tinn  aiilicr  /•  und  1/  noch  ein  drittt's 
Slück  g<'gt?bt*n  sciu.  Das  \  rriahreii  dfr  Losung  soll  dann  an  den  iolgendt-u 
Beispielen  gezeigt  werden. 

1.  Ist  \{a  —  (i)  -—  d  als  drittes  Stück  bckannl,  so  hat  man  S  an  C\C.,  in  C, 
anzutratren,  nm  die  Spii/.e  ('  des  Dn-ieiks  /n  erhalten.  Aus  \y  und  können 
sofort  die  Winkel  bestimmt  und  <la  r  >;e^el>en  ist,  die  Scitrii  herechnet  »'erden. 
Zur  algt-Uraischeu  Berechnung  der  Seilen  a  und  h  hat  uiau  i'.uuachsl 

I  alU  man  von  C\  die  Senkrechte  CfG  auf  ACf  so  ist  nach  ^  ft  Nr.  Ti 
AG=»  ^{a-{-  i);  also  findet  man  weiter: 

J (tf  +     =  i^C;  •  cosd        r  (2  ^-  —  f ) .  cö8<l  , 

\{a     fi)  =  OC^  •  sin  d  ^  1  J  /  ./  .sind  ; 

^|^j  2r(2r  —  jr)  •  cosd  ± )'J /-^sind  . 

Femer  ist 

CyO'^  9-\-Q  =  ge  —  ^  =  OCi .  cosd  =        *  co9d  : 
9— )^2r^>cosd  —  ^,       =  y2r^  .  cosd  +  ^  . 

Aua 

wobei  A  für      geschrieben  worden  ist,  ergibt  sich 

A  =  2rcos*d  —  y 

und  daher  der  Inhalt 

/•'=  ^cA  ~  {^2  r  cos- d  —  y)|s'(Ür  —  qi  . 

2.  Ist  i(<7  —  b)  —  1/  gegeben,  so  trä}:t  man  </  von  C],  aus  auf  C^A  bis 
auf,  errichtet  in  O' di«-  Senkrechtt^  zu  Ali,  die  man  durch  den  um        mit  C  t 
geschlagenen  Kreisbogen  in  O  schneidet.    C\0  gibt  C"  als  Schnittpunkt  mit  dem 
Umkreis.  Zu  numerischer  Berechnung  hat  man  hier: 

d  ä 
sind  =  -zrrt'  — 

und  damit  die  Wuikel  und  Seilen.  Will  man  a  und  /'  al^ehrausch  berechnen, 
so  findet  sich  aus  den  ältidichen  Dreiecken  Al\G  von  Cy^OÜ"'. 

und  daraus 
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Aas  dem  rechtwinkligea  Dreieck  QCQ  ergibt  sich  ferner 

dt  tfi 

'  ^rq  q 

mithin 

h=^2r-^q^  aC"=  2r  —  q  — 

9 

und  damit  der  Inhalt 


2  r  —  q 


3.  Ib\.  aufier  r  und  q  noch  k  gegeben,  so  ist  die  Konstruictton  des  Dreiecks 
sehr  leicht.  Aus 

q  ^  h  =  2rco8^ö 
findet  man  hier  

=    2  r 

and  damit  wieder  Winkel  und  Seiten.    Algebraisch  berechnet  hat  man: 

I  (a  4-  AC,  .  CO»d  -]\q   ;  /i)  (*J  /•    -  q) 

und 

ä^\q{2r  —  q-A)  . 

also  die  Seiten 

^ )  =  >^  A}(2?^q)  ±  |7(2"—  f  -~^}  ' 
Nach  riammttn(  ^  43  Nr.  3  Formel  3)  ist 

daraus  findet  mau   

P  =K(^H-/')  —  ^ 

und 

o,      2  y  +  o      [  q  {q  t  //)  +  q  • 

l'murkchri  ist  du n  h  y  und  r  oder  ^  der  Umkreis  des  Dreiecks  bestimmt 
und  wenn  nucii  ein  drittes  Sfnrk  ßeijeht'n  is! ,  läßt  sich  die  Aufgabe  auf  eine 
der  vorher  behaudelleu  Auigaben  zurücktuliren.  Ist  r,  y  und  q  gegeben,  so  ist 
die  Konstruktion  sehr  einfach.    Zur  Rechnung  hat  man: 

Ir^  ^    ,    q=\c\xa\y,    ^  +  ß  =  |r  taniy  +  ^  ,    fi  'rq=^~'\— 
und  nun 

+  §      -Utanly+tj  2o 

coso  ^    —  '  ,    cos  i  y  =  sm  i  y  4-       cos  i  y  , 

tirq  \£  '   c  *^ 

Zu  algebraischer  Rechnung  bedient  man  sich  der  Beziehungen: 

\{a  -i  />)  =  (q  1  Q)  cotiy  =      ■■■  ü  cot 
und   

ä=  \ia-d}~i2,  q  -  U/  -i  t,)^^  r         _  _(.^taniy  + 
  r  CO»*«?' 

a=  )  l    —      tan  i  y  —  g-  , 
woraus  folgt: 

/,  I      -z^  ~^  9 ^'^^  !•  /'  —  l  I  *       '  1.' •'•  /'      c**  • 

S<  iiLonaiCHS  Hnndbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  1.  30 
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Aufteidem  wurde  sich  noch  ergeben: 

A  —  •_>«  +  ^  ^  o  -'r  -y-  cot  J  y  , 
8o  daü  man  den  Flächeninhalt 

/*=  o(r  -f-  ^cotiy) 

iu  rationaler  i'orm  erhalt.  Er  würde  übrigens  auch  aus  /•"  —  s  o  ^=  |  (</  b  -\-  <•)(> 
gefunden  werden  können. 

Wenn  von  einem  Dreieck  r  und  c  gegeben  sind,  so  ist  ,/  und  damit  im 
allj^emeinen  zwridpiuiu  bestimmt.    Der  Dtirrhmrsser  C\C.,  wird  durch  ^■  in  zw-'i 
Abschnitte  geteilt,  die  beide  als  q  angenommen  werden  können.     Dem  Werte 
<  r  entspricht  ein  spitzwinkliges,  dem  Werte      >     ein  stumpfwinkliges  Drei- 
eck.   Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AMC^  ergibt  sich 

\c  „  - 

Damit  lassen  sich  Aufgaben  lösen,  bei  denen  außer  r  und  c  gegeben  ist: 

d\  b\  h\   Q\   O,   Tl.  s.  w. 

6»  Ist  also  der  Umkreis  eines  Dreiecks  gegeben,  so  läUt  sich  in  vielen 
Fällen  mit  Hilfe  sweier  andrer  Stäcke  das  Dreieck  konstmieren  und  die  recht- 
winkligen Dreiecke  der  Figur  benutst  man  dann  cur  Rechnung.  Besondere  Auf- 
merksamkeit verdienen  die  Fälle,  in  denen  d.i'^  Dreirrk  zweideutij,'  bestimmt  ist. 
Eine  solche  \tifo;abe  erhält  man  z,  B,  wen»  und  \(a  —  d)  -- d  gegeben  ist. 

Aus  der  Beziehung  ui  Nr,  5 

'/ 

wobei  wieder  h  für  he  geschrieben  ist  und  worin  (Fig.  21'.)  S. 

ä* 


458) 


iht,  erhält  man 


und  da  man  auch 


kennt,  ito  kann  man  q  und  d' 


Li  

^^^^ 

""V  f 

Vv. 


q  '      =  rf* 

1 

q  konstruieren.  Trägt  man  (i'ig.  22tl)  aul  dem 
beliebigen  Durchmesser  C\C  des  ge^ebc 
nen  Umkrt-ises  von  L\  aus  //  ab,  schlugt 
über  '1  r  —  //  als  Dnrrhmt  s'ier  den  Halb- 
kreis und  zieht  in  der  Kntirrnunt;  d  zu 
CgCg  die  Parallele,  die  den  Halbkreis  in 
swei  Punkten  schneidet,  so  ist  jede  der 
beiden  durch  diese  Punkte  zu  C\L\  senk- 
recht gezogenen  Sehnen  die  Seite  Aß  = 
durch  die  1  r  —  h  iu  die  beiden  Teile  q 
und  d^  :  q  geteilt  wird.  Die  weitere  Kon* 
struktion  ist  leicht.  Die  Aufgabe  ist  nur 
lösbar,  wenn  J  <  r  —  h\  ist  und  ist 
dann  jedenfalls  zweideutig.  In  dem  be- 
soudern  Falle  d  =■>  —      •'"rhült  man 

ein  bei  A  rechtwinkliges  Dreieck. 

Die  Berechnung  <ler  Seiten  n  und  b 
kann  hier  ohne  Rücksicht  auf  die  Kon- 


struktion aus  der  Beziehung  ."ij  in  §      Nr.  1 

ab  =  'Ith 
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und  dem  gegebenen: 

erfolgen;  man  erhält  sofürl 


Beide  Dreiecke  haben  also  dieselben  Seiten  a  und  b.   Die  Winkel  sind  aus 


sina 


2r 


miß 


bestimmt,  nnd  zwar  «  zw  ridtMitig,  ß  eindeutig.  Di*-  Wink.  l  a,  uiul  m  ,  der  beiden 
Dreiecke  sind  abo  Supplemente;  der  Winkel  ß  ist  in  beiden  derselbe,  daher 
müssen  die  Seiten  S  beider  Dreiecke  parallel  sein.  Die  Seiten  a  sind  gleich 
weit  vom  Mittelpunkte  entfernt,  schneiden  sich  also  auf  dem  za  senk- 
rechten Durchmes-^t  T. 

Der  Winkel  y  und  die  Seite  c  ist  nun  aiu  h  zu  berechnen,  und  zwar  ist 


Yt 


^,      "irsinfo,  — ß) ,        —  2;-sin(fi,  —  ß)  . 

Die  alutbraische  Berechmini:  von  r  r  rfn'rl  'rt  die  Auflösung  der  beiden 
Gleichungen,  die  den  Weg  zur  Konstruktion  gezeigt  haben: 


^  +  -.  =  2r- A. 
9 


9 


9 


aus  ihnen  folgt  zunäciist 


d^ 
9 


q  —     ^  ± 


Ad* 


und  daraus 

Damit  erhält  man 


Sind  von  einem  Dreieck  /■  und  o  oder  Qf  gegeben,  so  erhält  man  nach  18) 
in  Nr.  4  die  Entfernunj^en  AfO  oder 
MOt*  die  man  als  mittlere  Proportio- 
nalen konstruieren  kann.  Damit  er- 
hält man  rincn  Ort  fiii  <'>  oder  O,- 
Mit  einem  drillen  Bestimmungsstück 
läüt  sich  dann  das  Dreieck  kon- 
struieren. 

Ist  z.  B.  r,  o  und  lin  —  ß)  ^  d 
iretreben,  m  fräyt  man  auf  dem  be- 
liebigen Durchmesser  C\C^  des  Um- 
kreises mit  dem  Mittelpunkte  Af^  von 
C,  aus  2  9  auf  (Fig.  221),  schlägt 
über  C.,M  den  Halbkreis  und  errichtet 
im  Endpunkte  von  2  o  die  Scnkrefhte 
zu  C\Cj,  die  den  Halbkreis  s<  imeidet 
Die  Verbindun^linie  dieses  Schnitt- 
punktes mit^gibtM?^«»  }V(r—  2ß). 
Trägt  man  nun  in  C|  an  C|C*  den 
Winkel    d    an,    sn    wird    der  andre 


Schenkel  C\C  von  dem  um  .)/  mit  c  geschlagenen  Kreisbogen  zweimal  gcschuitten. 

SO* 
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]c(\cT  Sthniitpnilkt  Ist  O  und  da  man  o  kennt,  ist  dir  woitere  Konstruktion 
eintat  h.  l  allt  man  von  O  die  Senkrechte  auf  C\C,  so  findet  man  aus  recht- 
winkligen Dreiecken 

ÖC,  ■=  y'2r^  SS  r  coad  +  w  , 

wobei    

w  =      —    sia'd  =  yr^  coa-d  —  2rQ 

ist.    Nun  hat  man  weiter 


y  +  ß  =  y2 •  coad  =  (r cosd  +  «>)  cosd  , 
^  —  (rcos^  +  w)  coad  —  g 

und  damit 

/-  —  y     ' ■  +  ö  —  ('■  cosd  +  w)  cos  ^ 

coay  =  =  —  — — - — ■ — ■  —  • 

'        r  r 

Da  mau  i(a  —  fi)  i=  d  kennt,  so  sind  die  Winkel  und  aus  r  die  Seiten 
lu  finden.    Zur  algebraischen  Berechnung  n-ürde  man  zunächst  haben: 

J  »  ^{a  —  d)  ~  I  2  /■    •  sind  ^     cosd  j_  w)  sind 

und 
also 

a  —  ]  2  /•  \'2  r  -\-  n  —  (/•  cosd  -  «')  cosA]  •  cosd  -f  (rcos4  +  7v)  sind  , 
/>  ~  y2  r[2r  -j-  Q  —  (/'  cosd  _l      cosdj  •  cos  A     {r  cosd  _  ii')  sind  ; 
endlich  ist 


^(  =  y^f  (2  r  —  ^)  =  Utrcosd  jz  ^)  cosd  —  öi  L-    "i"  Ö  —     cosd  ^  cosd] 
Beispiel: 


Die  Resultate  der  logaritbmischen  Rechnung  sind: 

w  =  yr«co8«d  —  2rg  =        —  10,817  ; 
rcosd  +  «»  =  72,111  ,    rcosd  —  «'  =  50,447  . 
fi-|-ß=(rcosd+«')cosd=68:  ^|«40  ^,-|-ß=(rco8d— ff»)co8d--47,6:  ^,  =  19,0 

«,  .-^  7.-."  l.V  0"  sc'h.Vh:}" 
:ir.'»r,2M2"  /^.,  -  47«^42' ir." 

U'/,  —     I   -  (/cosd  -  'i'l  sind  —  24       U''j  —  '^..)      (rcosd  —  7i')  sind      1  (!,S 

l(«j4-^>     |2/(2/  -  !/,)-cosd^lu2:  i  A.)  -  I  2/-(2;-     y.,)- cosd  -  1 12»J»7 : 

r/j      12(;  ,    /'i  -  7.S  :  Uj  -  120,77  ,    K  -  Ol},  17  ; 

-  2  J  ?i  (2  /•  —  -  1 20  .  =  2  I    (2  r  —  ^j)     93,U4r>  . 

Probe: 

<?i      2rsin«,  -    12f>  a.,      2rsin</.,  120,77 

^,       2/sin/^,         7s  ^  2  r  sin  [i^  -    1M»,17  . 

lu  ähnlicher  Weise  wurt)«-  die  Aiif>:al)e:  /,  j>,        —         li  zu  behandeln  sein. 

Viel«  andre  Anlgaben  lassen  sich  mit  Hilfe  von  iig.  219  (S.  4ö8)  kon- 
struieren und  berechnen.  2.  B.  ist  durch  ir,  o,  U^j  —  ^)  =^  ^  das  Dreieck  AQO 

bestimmt.  Die  Mittelsenkrechte  zu  AO  gibt  dann  als  Schnittpunkt  mit  der  in 
C,,  zu  errichleten  Senkrechten   den  Pntikt  C'j :  damit  ist  das  rechtwinklige 

Dreieck  AC\C\  zu  kuni:>truieren  und  man  hat  wieder  C\C\,  den  Durchmesser  des 


§  12   Beziehungen  des  Dreiecks  ta  den  Beiilbrangskreüen  und  dem  Feu£RBACH  scheu  Kreise.  4()iji 


Umkreises.    Bei  der  BeTecbnnng  sind  die  an  Fig.  319  vorlcomin^ndeii  LSngen 

Hiihpa««..  D.  oc;-M\ 

oder 

ist,  so  finden  sich  zunächst 

,  =  2  f  +  Q-  2e  


und  nun 


Un^y  =  r  


endlich  noch 

und  damit  die  Seiten  a  md  d. 


cotd  = 


1  Qi 


§  12.    Beziehungen  des  Dr<Mr(-ks  zu  den  ßerühruagsltreisen  und  dem 

Fki  kki! AI  H  seilen  Kreise. 

1,  Beschreibt  man  um  das  Dreieck  AßC  den  Umkreis  (Fip.  22'_*)  und  zieht 
den  zu  A3  senkrechten  Durchmesser  C\  Cj,  der  AB  in  Cq  halbiert,  so  liegt  auf 
CC|,  der  Halbierungslinie  des  Winkels  y,  der  Mittelpunkt  O  des  Inkreises  so, 
das  OCi  »i4C,  ^BCi  ist.  Die  Senkrechte»  die  man  von  O  auf  AS  fällt,  gibt 
den  BerührunL's] milkt  (T  des  Inkreises  auf  AB.  Zu  svmmetriach  in  Bezug 
auf  Cq  liegt  der  ^erahrungapunkt  Oc  des  Ankreises  der  Seite       dessen  Mittel- 
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punkt  isL  C\C'.,  ist  nun  für  H.ilbii^runL'slinic  des  Außenwinkels  bei  C,  daher 
schneiden  ^0  und  JiO  diese  Halbierun^jslinie  in  und  O/,  den  Mittelpunkten 
der  Ankreise  der  Seiten  tt  und  fi.  Die  Senkrechten  O^Cfm  O^Oi  sind  die 
Radien  und  gt  dieser  Ankreise  und  Oi  nnd  Ol  deren  Berfihmngspunkte 
atif  der  Verlängerung;  von  AB.     Dann  ist  t?;r„  -  J{<»  — 

-  mi:  -s  —  c,  also  -  O^Q     s  —  r-\},c^  i("  -      "»d         =  /^Ö/, 

-  j  —  r  i- j.  Ferner  ist  C/OJi  O^Oi  ^{a ^)  ^  Ii"  —  ^)  ^  a  ^nd 
(/Ol  =  <7;c>i  =  i  (a  r  —  i  (a  —  b)  ^  b.  In  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
O^Oi  nnd  t?«^^;  ist  Z  ^C?«^«  =  |/f  und  Z  AO^O't  =  \n\  folglich  ist 

«  j  tan  |  o  =  (/  —  <■)  cot  \  (i  , 

^  sXSinlfi  =  {s  —  <•)  cot  \  n  , 

Da  Co  <li<-'  Strecke  OI,Oi  halbiert,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Trapez 
OiOiOtO^  die  MittelparaUele 

1>  =  J  {(}.,  -\-  2  r  cos* i  y 

und  da       11   Nr.  1,  !!>) ) 

C,ö„  -  o)   -  Jz-sin-ij' 

ist,  so  mtt0 

also 

2)  +     4-  ffr  —  e  =  4  r 

sein.    Setzt  man  \(q^  —  (>)  =  4^^,         —  \(q,      a)  -  (/c,  wobei  also 

Q  Q  ist  ""^  die  geometrische  Bedetitnng  von  und  entsprechend  leicht 
gefunden  werden  kann,  so  folgt  ans  2) 

3)  +  ^*  +  f#  =  2  r  ^  e  - 
Nun  ist  aber  nach  24)  in  §  11  Nr.  4 

y<  a=  r  —  r  cosy 

und  ebenso 

>'  —  f  Cosa  ,       —  r  —  r  cosfi  , 

so  daß  man  aus  3)  erhält: 

*•  cosa  +  r  coBß  +  r  cosy  =  r -\-  q 

oder 

4)  cos ri      cosj^  -t  cos;-      1   {-  ^ 

und  nach  1-  ormel  ü)  in  ^  1 1  Nr.  2 

5)  cos«i  +  C09ß  -\-  cosy  =  1  4-  4  sin  J  a  sin  ^fi  nini y  . 

Nach  Foimcl  17)  in  §  11  Nr.  3  ist 

^«.^  ^cotiacoti/f  » 

und  entsprechend 

Oa  =  tj  <"ot  i  (i  cot  J ,         =  e  cot  I  a  col  i  y  . 
Die  Addition  dieser  drei  Gleichunpen  erfribt 

+  e*  4  Qe^  e (cot J a cot J /Sf  ^-  cot jacotjy  +  cot  l^cot^y) 
und  daraus  folgt  nach  2) 

4r+e 


6)  cot-1  a  cot^ß  4-  cot  i «  cot  i  y  ;  cot  ),    cot  1  y  =- 


Die  Dreiecke  0„AOi  »nd  0„/iOi  sind  bei  //  und  />*  rechtwinklig  und  da 
der  Mittelpunkt  ilirer  j.'emeinsau>en  Hypotenuse  0„0/,  ist,  so  erhält  man: 
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Zieht  man  durch  Q  die  Parallclo  zu  Ali,  die  OaO'a  in  Z  schneidet,  so  ist 
Z  0^C\£  -  Z  CjtiC  =  'Z  MC  -  I  (a   -  /f)  und  —  g,);  folglich  hat 

man  aus-  dem  rechtwinklif^n  Dreieck  OaC\L'. 

7 )  i  [Oa      o/k)  ---  C\On  sin  i  (a  —  /i)  -  2  /•  sin  \{a  —  ß)  cos  i  y 

und  da  C^L  =  C^CK,  =  ^(<i  +  ^)  ist : 

Fällt  man  von      die  Senkrechte        auf  ACf  so  ist  y^G^  —       4.  ^)  =  C^Z 

und  ZC,/^6^  --  \(a  —  ß)  ^  /  O^C\l,  folglich  ist  '  C.AG  ^.  ^\  O^C^  L,  also 
CjG'  ^  ÖrtZ  ^  i(o„  —  o/i).  In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C.,C(r  ist  aber 
CG  =  \     —      und  Z  C6«6^  —  /->/6'^C',  =  ij-:  so  dati  sich  ergibt: 

»)  1(6*  —  e*)  =  i(a  —  *)coti  y  . 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  hat  man  noch 

ACm s  =  AO»  *  co»\a 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AO^O^,  in  dem  Z.AOtO^^\li  ist, 
findet  man 

AOt,  ^  OttOk  '  coi\ß  =  \  r co^\p cos ^ y  , 

mithin 

s  ■=  Ar  cos  J  a  cos  \  ß  cos  i  y 

in  L  bereinstimmung  mit  Jborrael  U)  in  §  11  Nr.  2. 
Da 

r  cosa  =  r  —  f ,  ,     r  cos/tf  ^  r  — 

ist,  erhall  man  durch  Addition  und  Subtraktion 

/•  cmß  4-  /■  cosa  =  2  r      (y^  n        -  '/^  -f  £?  —  i  + 

r  co9ß  —  r  cosa  =•    —  ^*  =  He«  ~  e)  —  i  (e* — e) ~  e*)  • 

Nnn  ist  aber  nach  Formel  20)  in  §  11  Nr.  4 

|(e<  +  e)  =  2rco«  J(a  —  /OBin^y  —  2/'cos|(a  +  ^cos^a  —  /J) 
und  nach  7) 

\KQ«  —  ^a)  =  2r8inl(a  —  ß)co%\y  =  2rsin|(a  4-  /^)8in  l(a  —  /^)  , 
womit  man  die  goniomi  tnschen  Beziehungen 

co8/tf  -f  cosa  =  2  cos  1  (a  +  ß) cos \{a  —  ß)  , 
cosjj  —  cosa  =  2  sin  |(a  +  ß)  sin^o  —  ß) 

entsprechend  den  Formeln  25)  in  §  9  Nr.  .3  erhält. 

2.  Durch  die  in  Nr.  1  aufgestellten  Rcziehungen  ist  wieder  die  Möiilichkcit 
gegeben,  eine  f^rnßr  Zahl  von  Aufgaben  zu  lösen.  Auch  hier  wird  i-s  zwi-ck- 
mäüig  sein,  an  der  Hand  von  Fig.  222  (S.  4üD)  das  Dreieck  zunächst  durch 
Konstruktion  hencustellen  und  dann  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  der  Figur 
die  gesuchten  Stücke  i.w  berechnen.  Man  sieht  sofort,  daß  durch  r  und  l(o4,+  o*) 
die  Seite  c  und  di-r  Winkrl  ••  rindt  utii^  bestimmt  ist:  ebenso  ist  durch  i  (o« -;-  o/i) 
und  X\a  \  b)  der  Winkel  \{a  —  ß) ,  durch  \{Oa  —  i>(^)  iio<l  A("^^) 
Winkel  y  bestimmL  Das  einzuschlagende  X'erfahren  ist  aus  den  iolgeuden  Bei- 
spielen zu  erkennen. 

1.  \'ün  einem  Drei<'ck  sei  gegeben;        +     =       !>(/^    '  f'^  Kffd-f  f?*)  =^ 

l)nr(li  m  und  d  ist  das  rechtwinklige  Dreieck  AC^G  imd  durch  AC,  und  //  das 

rechtwinklige  Dreieck  AC^C^  und  damit  der  Umkreis  und  ABC  selbst  zu  finden. 
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Die  Rechnung  ergibt  zunächst: 

ferner  ist 

endlich  attch  «  , 

2r  =  — . 

«        u  cos  0 

Die  algebraische  Bcrechnunfj  der  Seiten  ist  ebenfalls  ans  rechtwinkligen 
Dreiecken  zu  machen.    Man  findet  noch,  da 

ist: 


^"1  =  u  hm  tan  (3  . 


Sehr  ähnlich  wurde  die  Lösting  sein,  wenn  gegeben  wäre:  Ka-f  m, 

2.  Ist  von  einem  Dreieck  bekannt:   l{a  —  b)  =  d,  Cf  —  ^ji)  as  r*  so 

hat  man  ans  dem.  rechtwinkligen  Dreieck  CC^G 

tan^y  =  -  ; 

mithin  kann  man  aus  \y  und  c  das  r«-chtwinklige  Dreieck  AC^C^  und  damit  den 
Umkreis  konstruieren*  Da  d  gegeben  ist»  so  findet  man  O  und  darch  C^O  die 
Spitse  C*   Zur  Rechnung  hat  man  weiter 

OCt  =-  ACi  =  — M— »    äi"^  =       =  t'^     i  y  I     i  (rf     ^)  —  I'  cotd  . 


Ferner  ist 


aisu 


und 


I     ■  J 


Von  dem  Dreieck  ABC  ist  gegeben:    i  (<r -j- ^)  =  ;//,  Verbindet 
man  in  Fig.  222  (S.  lUÜ)       mit  C\,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Ö^QC: 

und  iälit  man  von  Oa  die  Senkrechte  aui  die  die  Länge  liat  und  mit  O^^C 
den  Winkel  y  bildet,  so  ist 

cos 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CC\£  aber  ist 


m 


cos  i  Y 

folglich 

cos'^jr      cos'ly  cos^;' 
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Nun  ist  aus  m  nnd  das  rechtwinklige  Dreieck  OaC^O'^  bestimmt^  also 
auch  dessen  HypoC«'nitse  OaQ.  Trägt  nnan  an  diese  i  y  an  und  rrrirhtet  in  C„ 
auf  (PaCq  die  Senkrechte,  so  erhält  man  O^C^.   Mit  beschreibt  man  um 

einen  Kreisbogen,  der  die  in  Q  so  errichtete  Senkrechte  in  C,  schneidet 
Aus  CoC|  =  —  o)  und  ist  nun  U  uiul  der  DurchmeMer  C|C^  des  Um- 
kreise; bestimmt.  Fällt  man  von  die  Senkrt'rhte  anf  0„C,y  SO  erhftlt  IDftn 
die  Spitze  C  des  Dreiecks.    Zur  Rechnung  erhält  man  zunächst: 

*  cos|^y 

nnd  wenn  man  i     —     —  ^,  ^(a  —  ß)^  ^  setst: 


femer: 


^  -I    «-t        \  0a  C?  —  »•  =  W  ,        f  =  W  — 

AC^  —  .'—  ,      cosd  = 


und 


Sin  I AC^ 

\(a  —       =  m  tarw^  tan 

Auf  diese  Aufgabt-  laüi  .sitli  die  weitere  zurückführen,  wenn  gegeben  ist 
^(«  +  ^)  —  »I,  Qa*  i(o.  +  «)  ^  /i  den«        Winkel  y  ist  bestimmt  dorch 

/ 

tan^y-^  ■ 

$.  Eine  Gruppe  von  hierher  gehörigen  Aufgaben,  bei  denen  aoiter  r 
und  dem  Radius  eim  s  Rrrührungskreises  etwa  noch  der  Umfang  oder  der  Flächen- 
inhalt u.  dj;l.  geReben  ist,  lassen  sich  nicht  durch  elementare  Konstruktion  lösen. 

Es  sei  z,  B.  von  einem  Dreieck  gegeben:  r,  {i  und  a  b  ^  (  —  Is^  so 
wfirde  man  für  die  Berechnung  der  Winkel  die  Beziehungen  (  §  1 1  Nr.  2 ;  §  1 2  Nr.  1,  G)) 
benatsen  können,  wonach 

cot  i  a  'Y  cot  i  /<  -f  cot  I =  -.  =  cot  la cot  J /? cot  l  y 

uud                                                                                 xr  -\-  o 
cot|acot^/f  -f  cot^acot^y  -f  cot^^coliy   ^ 

ist.  Also  sind  cotlot  cotl/},  cot^y  die  Wnraeln  der  kabischen  Gleichung 
{Arithmtik  und  Algt^ra  §  34 'Nr.  4); 

e         e  e 

wodurch  die  Unmöglichk<Mt  der  elementaren  Konstniktion  der  Aufgabe  daigetan 
ist.    Wollte  man  die  Seiten  berechnen»  so  wurde  man  außer 

die  Formel  6)  in  §  8  Nr.  1  benutzen  können: 

ab(     AFr  ^  ArsQ  . 
Es  ist  aber  weiter  mit  Berücksichtigung  des  Wertes  von  qi 

SQi  «  (j  —  a\{s  —  b){s  —  0  =     ^     -f  ^'  i         -r        \  (ic  ■  '^^)-»  —  ab( 

und  daher  ,  ,        ,  ,  , 

rt  <?        f  -t-  ^  <■  =  ^ ■  +  g*  T-  •»    J>  • 
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Mithin  sind  auch  a,  by  c  die  Wurzc-la  einer  kubisclitu  Gleichung,  nämlich: 
Aas  den  Beziebnngen 


Q  = 


erhält  man 


und 


Q 


endlich  aus  beiden 


da  auch 


Qu  6*  Qf 


ist,  so  sind        q^,       die  Wurzeln  der  kubischen  GU'ichung: 


—  (4  /■  -i  o)x''     s^x  —  () 

Ebenso  wären  zu  behandeln  (Iii  Aufgaben,  bei  denen  gegeben  ist: 
od«'r  Q/,  oder  <j,.,  s  oder  /'  und  ähtdiche. 

Sind  «a,        fj.  gepeben  und  setzt  man 


0 


SO  ist 


4r  +  (i  J/, 


a»a<^  QiQt=^    >  e^SfiU, 
p 


womit  die  Aufgabe  auf  die  xardckgefflhrt  ist,  wo  r,  ^,  s  gegeben  ist. 

4.  \"erbindet  nnan  den  Ibiht-nsL-hniitpunkt 
//  des  Dreiecks  ABC  mit  dem  Mitidpiuikt  ^f 
des  Umkreises,  so  ist  der  Halbierungspunkt  /' 
dieser  Verbindongdinie  der  Mittelpankt  des 
Fkukrbach sehen  Kreises  ^vgl.  PUmim  !  :  is,  W 
Nr.  H).  Der  FkikrhachscIk-  Kreis  geht  durch 
Cq,  C  uad  deu  Ilalbierungspunkt  (£  des  oberu 
Höhenabschnitts  HC  und  es  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  (SC'Q  (Fig.  22H)  die  »vpo- 
tenusc  SCrt  —  r  (h^r  Durchmesser  des  Fkverbach- 
schen  Kreises  und 


also 


Ist  nun  O  der  Mittelpunkt  des  Inkreises, 
Ot  der  des  Ankreises  der  Seite  €  und  sind  Ct 

und        die  Berührunpspunkte  dieser  Kreise  auf 
der  Seite  c ,   so  daß   also   OO'      o,   O^O',  ^- 
und  O'C],  ~  CqO'c  —  },  (it  —  b)~d  ist  und  wird  noch  ^  (ß^  —  Q)  ~  i  gesetzt,  so 
ist  {Fianinutrk  %  40  Nr.  ;{) 


9  f 
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initbm 

Femer  ist  anch 


4l«0 

und  da 
ist,  >o  folgt 


(St"  ^h~-\  HC  =h  —  — 


Verbindet  man  nun       mit        so  wird  C^O  den  Fku]>»bach sehen  Kreis 

nochmals  in  A'  schneiden  und  zieht  man  A'C".  sn  ist  . /  QA'C"^  Z  C'oGC"—  2<J. 
Setzt  man  noch  ^OC^O  =  9^,  so  ist  in  dem  Dreieck  KC^C  nach  dem  Sehnen- 
satze 

Ä'Co     rsin(2  b  ^-  7  ) 

und 

Ö^^A'Co—  C?Co-r«in(2d  +  9>)— ÖC» 

=  r  sin2  d  •  00*9^  +  r  cos2  h  ■  sin9»  —  OC^  . 

Nach  dem  vorigen  hat  man  aber 

rsin'i^  «  CQ -  cos^  OCl  =  rf«  +  , 

_  d'j  tQ  —  OCl  ^  Q{r  —  e) 


foigUch 


also 


OCq  •  OK  ist  aber  der  absolute  Wert  der  Potenz  von  O  in  Bezug  auf  den 
FiiUi>:RBACH  sehen  Kreis.    Schreibt  man 

6>6Ö.6>A'-^/)-  — (i/  —  ii)-  , 

so  ist  bewiesen,  daß  der  FKUKRiucHsche  Kreis  von  dem  Inkreis  von  innen  be- 
rührt wird. 

.  Verbindet  man  ebenso  Cq  mit  O^t  ao  wird  (A-tj,  den  Fm  kkhach sehen  Kreis 
nochmals  in  schneiden  und  es  ist  wieder  Z  CqA\C'  -  Z  Cy^C*-*  2<).  Setzt 
man  Z  OcQO'e  —  y>t  so  ist 

A;Co  =r8in(2^  -h  v) 

und 

OrA'c  -  A;Co  +  OXa      rsin(J  d  -\-  y»  -  0,Q, 

»  r sin2  d  •  cos^  +  f  cos2  d  *  sin^  4-  OgC^  • 
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Hier  hat  man  an  setzen: 

/•  siu 2  <J  =  rCo  ^^  —  ä,   cosyf  =  ,    Oc Cl  =     +  , 

rcofl2  0  =  SC      /■  ,    smy;  — 


so  daß  man  erhalt 
also 

^^^0  •  OfA'c  ist  aber  die  Potenz  von  in  Bezug  anf  den  FEUKRBACHScheii 
Kreis,  der  man  die  Form  geben  kann 

wodurch  bewiesen  ist»  daß  die  Ankreise  des  Dreiecks  den  FEUERBACHschen  Kreis 
von  außen  berühren. 


§  13.  Goniometrie. 

1«  Bei  Berechnungen  an  dem  allgemeinen  Dreieck  war  es  notwendig,  den 

unipringlichen  Bcjjrifl"  der  trigonometrischen  Funktionen  als  Seitenverhältnisse 
«■in«"«  rechtwinklif^en  Dreiecks,  zn  crwcitcn»  auf  stumpfe  Winkel  und  auf  die  Grenz- 
werte U",  00",  IHU®.  Will  mau  die  Trigonometrie  aut  Vier-  und  Vielecke  an- 
wenden, so  kommt  man  in  den  Fall,  auch  mit  uberstumpfen  Winkeln  rechnen  zu 
mflssen.  In  der  Physik  endlich  wird  die  Drehung  einer  Geraden  um  einen  festen 
Punkt  von  einer  Anfangslage  an,  gemessen  durch  Winkel  die  Vielfache  von  36ü*^ 
enthalf'n. 

Schon   bei  einem   Dreieck  kann   mau   aul  uberstumpie  Winkel  kommen. 
Beschreibt  man  um  ein  Dreieck  ABC  den  Umkreis  und  verbindet  die  Ecken  mit 

<lem  Mittelpunkt  M,  so  wird,  w<'nn  jeder  Dreieckswinkel  spitz  ist,  das  Dreieck 
in  die  i(  Ii<rhenklij,'en  Dreiecke  BMC,  CM.  U  .i.^fB  z«'rleyt,  deren  jedes  das 
I>upp(>lt«-  eines  Dreieckswinkeb  als  Wiakel  an  der  Spitze  hau  Daher  ist  der 
Inhalt  des  ganzen  Dn'i<'cks 

=  I  /-s (sin -2(1  ■';  ü'in2ß  -\  sin 2  y)  . 

ist  aber  ein  \\  iukel  de«  Dreiecks,  z.  H.  y,  stumpf,  so  lallt  das  gleichschenklige 
Dreieck  AJ/B  auüerhalb  .IJiC  und  es  ist 

.  i/iC      '  ß  VfC  -f     CA/A         .4MB  . 

Der  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  AMB  ist  jedoch,  da  2  y  überstumpi 
ist,  ri6l>o —  2y;  es  ist  also  für  diesen  Fall 

^ /:«[sin2«  +  sin2/i  —  siniHOO"  —  27)!  . 

Um  uuu  diese  Formel  für  F  mit  der  vorigen  in  Cbereinstiramung  zu  bringeu 
oder  die  erste  allgemein  gültig  zu  machen,  maß  man  festsetzen,  daß 

sin(HG(»"  —  2  y)  =  — sin  2  y 

sein  oder  daU  lur  den  Sinus  d<.'S  überstumplen  W  inkels  2  y  der  negative  Sinus 
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seiner  Ergänzung;  zu  äCO**  gesetzt  werden  soll.  Nach  der  Formel  4)  in  §  8  Nr.  1 
ist  aber  auch 

/•*—  2/  *  sin  u  .sin sin  y 

für  jede'-  T>r(  i»Tk:  dtin  h  X^Tgleichung  erhält  mau  daher  die  für  dio  drei  Winkel 
irgend  eiucs  Dreiecks  gültige  Formel: 

8in2  o  -i-  8in2  ß  4~        y  =  i  sino  sinft  ainy  . 

Auch  hei  der  Berechnung  des  Inhalts  von  Kreissegmenten  i.st  eine  Aos- 
<l<»hnung  der  Winktl  iihfr  Isn"  hinaus  erforderücli.  Durcli  eine  Sehne  eines 
Kreises  vom  Radius  /•  werden  zwei  Segmente  gebildet;  das  eine  gehört  zu  einem 
bohlen  Winkel  a,  daa  andre  zu  dem  fiberstumpfen  Winkel  BOO**  —  a>  Das  erste 
Segment  hat  den  Inhalt 


n' 


5,  =Är» 


—  i  r«flin(»6a»  —  a) 


sein. 


soll  der  Inhalt  des  zweiten  nach  derselben  Formel  berechnet  werden  können» 
so  müßte 

Damit  aber  wirklich 

Si  4-  6",  ^  .71  r- 

ist,  müßte  wieder 

sin  (300*  —  a)  =  — sina 

gesct/t  werden. 

Um  solchen  Festsetzungen  iür  jeden  einz«  lii<  n  Fall,  die  notwt'ndig  wi-rilt  ii, 
um  die  unerläßliche  Forderung  der  AUgemeingükigkeii  mathematischer  Sätze  zu 
erfüllen,  auch  den  Schein  der  Willkür  zu  nehmen,  ist  es  zweckmäßig,  eine  Definition 
der  trigonometrischen  Funktionen  zu  suchen,  die  für  alle  Winkel  ohne  Ausnahme 
90  gilt,  daß  sie  tÜc  ursprihiirliche  für  spitze  Wiiik<  I  rils  besondem  Fall  in  sich  enthält. 

2.  Zieht  man  \on  einem  festen  Punkt  O  der  unbegrenzten  Geraden  OX  die 
Strecke  O/*  ^  r  (Fig.  224),  so  ist  die  Lage  des  Punktes  F  durch  die  absolute 
Länge  r  und  den  Winkel  XOP  —  o 
bestimmt.  Dieser  Winkel  gibt  die 
Größe  der  Drehung  an,  die  notig  ist, 
um  OX  iu  die  Lage  OP  überzuführen. 
Für  diese  Drehung  maß  ein  gewisser 
Sinn  vorgeschrieben  sein,  z.  B.  der 
der  Drehung  im  .Sinne  der  l'hrzoiger 
entgegengesetzte.  Es  läßt  sich  aber 
OX  in  die  Lage  OP  auch  durch  eine 
in  en^gengesetztem  Sinne  vollzogene 
Drehung  bringen.  Man  kann  festsetzen, 
daß  man  die  Drehunq  im  ersten  Sinne 
als  positiv,  die  im  zweiten  als  nega- 
tiv auffassen  wilL  Demgemäß  hat 
man  positive  and  negative  Winkel 
zu  unterscheiden.  Die  Größe  der 
Drehung  kann  sich  in  beiden  Rich- 
tungen vou  0  bis  iJOU*  und  beliebig  darüber  hinaus  erstrecken.  Au  der  End- 
lage OP  sieht  man  die  Vielfachen  von  <)0ü<>,  die  iu  der  Größe  der  Drehung 
enthalten  sind,  nicht  mehr,  so  daß  die  Lage  OP  auch  erreicht  sein  wurde,  wenn 
man  die  Drehung  n  - 'ifa^^ -\- wobei  n  irgend  eine  natürliche  Zahl  ist,  ge- 
macht hatte. 
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Projiziert  raaii  nun  Ol*  auf  (3A',  indem  mau  von  P  die  beiikrechie  PF' —  y 
attf  OX  lälU,  so  i«t  der  Ab»dkiiitt  01*^*  die  Pft^ekdon  von  r.  Legt  man 
dnrch  O  die  Senlcrechte  OY  za  OX  und  projisiert  C^/^auf  <7K,  indem  man  PP^ 

senkrecht  zu  6?K  zieht,  so  ist  Pf y  Of.  Die  Abscisse  ;c  des  Punktes  P 
ist  ahn  die  Projektion  von  r  niif  die  Ordinate  _v  dieses  Punktes  kann  auf- 

gelalii  werden  als  Projektion  von  r  auf  OY,  Die  Abscisse  kann  sowohl  rechte 
als  links  von  O^  die  Ordinate  sowohl  Aber  als  onter  OX  liegen.  £•  muß  daher 
auch  mit  den  Längen  von  x  und  ^  ein  gewisser  Sinn  verbunden  gedacht  werden: 
Z,  B.  kann  x  rr-rhl^;  tio^cnd  als  positiv,  links  als  nei,Mti\,  i-hcnso  v  nljcn  liegend 
als  pf>sitt\,  utiifn  als  iit  i:ali\  auij^etalit  werden.  Nun  sind  ofirnhar  x  und  v,  wenn 
/•  als  absoluif  Lauge  betrachtet  wird,  uur  von  dem  Winkel  n  abhängig  uud  ura- 
gekebit  ist  die  Lage  von  OPt  also  der  Winkel  o  durch  x  und  y  eindeutig  be- 
stimmt. Es  sind  also  x  und  y  ffir  dasselbe  r  als  Funktionen  des  Winkels  a 
zu  bezeichnen.    Setzt  man  nun 

1)  «  =  rco8a,  ^  =  rsina  , 

so  erhält  man  als  Definition  der  trigonometrischen  Funktionen  Sinus  und  Cosiiuis 
für  jeden  bt  lir  liiijen .  positiven  oder  negativen  Winkel,  der  ein  beliebiges  Viel- 
faches von  enthalten  hann: 

Der  Cosinus  des  Winkels,  den  OP  mit  der  festen  Geraden  OX 
bildet,  ist  die  Zahl,  mit  der  die  absolut  zu  nehmende  Strecke  OP 
multipliziert  werden  muli,  um  die  Projektion  von  OP  auf  OX  zu  er- 
hallen f  Projfktionsfaktor)  und  der  Sinns  d  ieses  Wi  n  k  c  1  s  ist  die  Zahl, 
mit  der  man  OP  multiplizieren  muli,  um  die  Projektion  von  OP  auf 
die  zu  OJf  senkrechte  Gerade  OY  xvl  erhalten. 

Ist  der  Winkel  a  spitz,  so  enthalt  der  allgemeine  Begriff  von  Sinus  und  Cosinus 
«len  ursprünjjlichen  engsten  als  besondern  Fall.  Es  ist  dann  in  dem  rechtwinklipen 
Dreieck  OPP'  die  Hvpotennsr  OP  r,  OP'  x  die  a  anliegende  und  PP' -=  y 
die  ihm  gegenuberliegi'nde  Katiiete  und  somit 

X  y 
cosa  '=     ,    sino  = 

r  r 

Nach  der  allj;emeineii  i>elniition  können  x  und  y  positiv  oder  negativ  sein, 
und  da  r  als  absolute  Länge  aufgefaüt  wird,  hat  der  Cosinus  immer  das  \'ür- 
z(>ichen  von  x.,  der  Sinns  das  von  y.  Denkt  man  sich  die  Drehung  zunächst  in 
prsitivcii  Sinne  ausgeführt,  so  teilen  die  Geraden  OX  und  OY  die  Drehung  bis 
at;u"  in  die  vier  .\bschnitte:  von  bis  OU",  von  Oit'>  bis  ISI»*',  von  ISd"  bis 
270'*,  von  270"  bi»  HüU",  die  man  in  dieser  Kcihenlolge  als  1,  2.,  3^  4.  Cjua- 
dranten  bezeichnet  Erstreckt  nch  die  positive  Drehung  bis  in  einen  dieser 
Quadranten,  so  sagt  man  kurz,  der  Winkel  Hegt  in  dem  betreffenden 
Quadranten.    Dann  ist,  wie  man  unmittelbar  aus  der  Figur  ablesen  kann, 

im  1.  2.    3.    4.  Quadranten 

1 

....  X  also  de»  Cosinus       +  —    —  + 

das  \  orzoicheii  von        .      .     „.  ,  . 

y  also  des  Smus  +  H-    —  — 

Nimmt  man  P  als  die  eine  Ecke  eines  Rechtecks  (Fig.  224),  dessen  Seiten 
von  OX  und  OY  halbiert  werden  und  von  d(>m  0  der  Sdinittpunkt  der  Dia- 

pönalen  ist,  so  lii'gen,  wenn  P  im  1,  t.)uadranten  ani.'«Miommen  wird,  di«'  übrigen 
drei  Kcken  im  2.,  3.  uud  4.  Quadranten  mid  sind  ihrer  Lage  nach  eindeutig 
bestimmt  durch  r  und  die  \^lnkel  180»  —  a,  180"+«,  HßO*  — a,  wenn  a 
spitz  ist.    Folglich  hat  man: 


cos 1 1  HO  «  ^  a)  -  —  cos« ,  cos(  1 80 =  —  cos« ,  cos (360  •*  —  «)  =  -f  cos«  , 
sin  (1  Nif"  — «)^  -|-sina,  sin  i^l  so"  -  ,<j  ^  —  sin  «,  sin  (3«0"  —  o)  =  — sin  a  . 
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Ist  /_  POY  ti      fS.  \v()l).-i  .uifh  ^  spitz  ist,  so  sind  du-  «In-i  Puiiktr 

im  2.  bis  4.  (Quadranten  ancli  licstimml  durcii  die  Wmkel  110*'  -;  fi,  liTu"  —  fi, 
27U"  -j  ß.  Da  aber  nach  tier  ursprünglirhfn  Detinition  von  Sinus  und  Cosinus 
spitzer  Winkel  atnß     cosa,  co»  fi  ^  sina  gesetzt  werden  mufi,  so  ist 

ros({Ju"  .  ß)^~-a\nfi,  ros(27l»*»  — /?)  =  — sin ,  cob(270"  ^  /^) -^sin , 

sin  (lMl"-f /y)  -  -f  fo»// ,   sin(27<t"  — /<)   -— cos/)',    .sin  (270" -;- -  —cosfi. 

Damit  sind  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  von  0  bis  3G0"  auf  Sinus  und 
C'osuuis  eines  spitzen  Winkeln  zurückgciütut  mit  Ilinzufügung  eines  \'or- 
zeichens.  Ffir  stumpfe  Winkel  kommt  diese  Zaröckfahnmg  auf  die  Festsetzung 
in  §  7  Nr.  1  liinana. 

Da  die  VVcrff  vmi  Sinn«  und  C'osiiui>  in  ]>■  zwei  ()nadranten  die  gleithen 
sind,  so  ist  durch  Sinus  und  i^'osinus  ein  Winkel  zwischen  0  und  iifiO"  zweideuliji 
bcstiiniut.  Üie  ßeslirunmug  wird  eindeutig,  wenn  zu  dem  Werte  einer  Funktion 
das  Vorzeichen  der  andern  gegeben  ist. 

Für  die  Grenzen  der  Quadranten  bat  man  folgende  Grenzwerte  von 
Cosinus  und  Sinus: 

0"      00»     180«     270"  :mv* 

ros .      ;  I  o      —  1  0       4^  1 

sin  o       -•  1  O  -l  0  . 

Uic  Werte  vnn  t  Dsiuus  und  Sinus  liegen  alao  zwischen   1  und  -j- 1. 
Da  ffir  jede  Lü^e  von  /-,  wenn  der  Winkel  von  r  mit  OX  allgemein  mit  y> 
bezeichnet  wird 

jf*  -f-  j»*  ~  r*  ,     r*  cos *9)  +  /•*  sin *y  =  r* 
ist,  so  muä  für  jeden  Winkel  q>  zwischen  (>  und  360^  die  Beziehung  gelten: 
4)  cos -|~  sin     —  1  f 

woraus 

cos^  ~         —  9in*qf ,      sin^>  =  r: Fl  —  cm*q> 

folgt. 

S.  Ändert  man  den  Sinn  der  Drehung,  durch  die  ein  Winkel  entsteht,  in 
den  entgegengesetztent  so  erhält  man,  wenn  man  in  dem  einen  Sinne  den  Winkel  g> 

liervürj;ebracht  denkt,  nunmehr  d«Mi  Winkel  —9»,    Man  sieht  an  der  Fin;ur,  daß 

diese  Andenini;  auf  _v  'itme  rinnuL!  ist,  dall  dfii^eircti  v  srin  \"nrz«'ii'}u'n  rin(!i'rt. 
Daher  bleibt  bei  der  Andt-rung  der  Drehrichtung  in  die  entgegengesetzte  der 
Cosinus  unverändert,  während  der  Sinus  sein  Vorzeichen  ändert,  Iis  gilt  also 
für  jeden  Winkel  zwischen  o  und  3G<J^: 

5)  cos( — 95)  —  COS91  ,     sin( — q))  ~  — sin^  . 

Damit  liiüt  sich  beweisen,  daü  für  jeden  solchen  Winkel  q> 

d)  cosC.Mi"  —  f/ )  siny' 

sein  muÜ.  I'iir  einen  spitzrn  W  inkel  (f  ist  die  Beziehung  aus  der  ursprünglichen 
Defmition  von  Sinus  und  Cosinus  ohne  weiteres  klar.  Bezeichnet  nun  a  einen 
spitzen  Winkel,  so  ist  ffir 

tf=^lSn^.^a,  cos(90»  — 9)  =  cos(7'  — «0«)  =  cos(UO"  j  ±sino-«sin9'  , 
^  ^  Mit**  -  u  ,    <  ()s(00'»  —  tp)   .  cosf9'     W)*»)  ^  cos(270®  —  a)  -     sina  -  sin^^  . 

Man  kann  datier  lür  einen  Winkel  ^  zwischen  0  und  MUf  die  Beziehung 
sing>  •—  cos (90*^  —  q>)  als  Definition  des  Sinus  gelten  lassen,  wenn  man  den  Co* 
sinus  im  allgemeinen  Sinne  defmiert  hat. 

Lallt  man  einen  Winkel  über  ;{<;o'^  hinaus  \\arh«;>'n.  so  wii-di  ihnli n  ^Irli  die 
Werte  von  Cosinus  und  Sinus  in  derselben  Keihenlolge,  jedesmal  wenn  man  «  ine 
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volle  Umdrehung  beendet  hat.  Cosinus  und  Sinus  eines  Winkels  sind  daher 
periodische  Funktioiieni  die  sich  nidit  äadeiti,  wenn  man  den  Winkel  am  ein 
Vielfaches  von  360*^  vermehrt  oder  vermindert 

Es  ist  alsot  wenn  ip  irgend  einen  Winkel  bezeichnet-, 

CO897  =  cos(9J  +  M  *  360*) ,     sin^  =  Wk{ip  ±  u  •  360^)  , 

wenn  für  n  eine  beliebige  natürliche  Zahl  gesetzt  wird. 

Alle  hier  ermiUelten  Eigenschaften  von  Cosinus  und  Sinus  der  Winkrl 
zwischen  0  und  'UJrt"  titid  ihre  gepenseititjon  Br^iphiin^pn  *_M  bis  ÜK  yohen  daher 
ganz  allgemein  lür  jeden  beliebigen,  positiven  oder  negativen  Winkel  unter  oder 
über  3600. 

Insbesondere  sind  noch  folgende  Reztehungen  zu  merke  n: 

Winkel,  drrrn  Summe  oder  Dlfferrnz  ISd"  betragt,  haben  CosinilS  VOn 
gleichem  absoluten  Wert  aber  entgegengesetzten  Vorzeichen: 

Winkel,  deren  Summe  ist,  haben  gleiche  Cosinus; 

Winkel,  deren  Summe  ISO*  beträgt,  haben  gleiche  Sinus; 

Winkel»  deren  Dtfierenz  180*  ist,  haben  Sinus  von  gleichem  absoluten  Wert 
aber  entgegengesetzten  Vorzeirlien: 

Winkel,  deren  Summe  M't^i^  ist,  haben  Sinus  von  gleichem  absoluten  Wert 
aber  entgegejigesetzlen  Vorzeichen.  | 

4.  Die  Funktionen  Tangente  und  Cotangente  eines  beliebigen  Winkels 
können  nun  definiert  werden  durch  die  Bexiehungen 

slnop  1  cosoi 

tano}  wm  —-  ^  ,      cotg?  —         =  -.  -  •  . 
cos^  tanf>  sm^ 

Hiernach  erhält  man  die  Vorxeichen 

im      t.      2.  3.      4.  Quadranten 

für  Tangente  und  Cotangente       -j        —  -f       —  . 

Wenn  a  und  ß  spitze  Winkel  sind,  so  bat  man  entsprechend  2)  und  3): 

Un(180*— «)  =  — tana,  tan(l80»  +  a)  — +tana  ,  tan(360*  — a)»- —  tana  , 

cot{180*  — a)« — cota,  cot(180*  +  a) »  +  cotct ,  cot(H60*  — a)  = — cota  : 

Un(90*  +  ^=^cot/r,  tan(270*— /9)«-f-coty},  tan(270*  + /?} — cot/*  , 

cot(90«  +  /?)=— tan/J  ,  cot(270*  — /?)=- -f  tan/?  ,  cot(270*  + />|  =  —  tan/?  . 

wodurch  langeiue  und  Cotangente  eines  Winkels  zwisciien  U  und  ."{üo"  auf 
Tangente  und  Cotangente  eines  spitzen  Winkels,  unter  Hinzufügung  eines 
Vorzeichens,  zuriick'^i  fulirt  werden  können. 

Für  die  Grenzen  der  Quadranten  hat  man  die  Grenzwerte: 


0« 

90« 

180* 

27Ü*' 

Hei»*» 

tan 

0 

00 

0 

00 

0 

cot 

00 

0 

00 

0 

00 

Femer  gilt  für  einen  negativen  Winkel: 

tan( —  9^*)  =  —  tan 9? ,     cot( — ff)  =  — cot^ 
und  weiter  für  jeden  Winkel  tp  zwischen  0  und  BOO^: 

tan(00* —  7)  —  cot7  ,      cot(!Mi"      7  )  —  i.iik; 

Endlich  sind  aucli  Tangeale  und  i'«)tani;fntc  periodische  liiiiktionctj.  Ihre 
Werte  wiederholen  sich  aber  bereits  jcdcsujal,  wenn  eine  Drehung  um  I  bO"  voll- 
endet ist,  so  daß 

tan^  ^  tan(c/  ♦_  «  •  IHO")  ,     cot^      cot(7'  '}■-  n  •  IHO") 


Digitized  by  Google 


§  13  Goniometrie.  4SI 

gesetzt  werden  kann»  wenn  ffir  n  eine  natürliche  Zahl  genommen  wird.  Alle  Be- 
ziehungen von  Tangente  und  Cotangente  gelten  daher  ans  gleichem  Grunde  wie 
bei  Sinns  und  Cosinus  für  jeden  beliebipen  Winkel.    Insbrsondpr»"  fjilt  noch: 

Winkel,  deren  Summe  IHÜ**  ist,  haben  Taugenien  und  C  otangenten  von 
gleichem  absoluten  Wert,  aber  entgegengesetsten  Vorzeichen; 

Winkel,  deren  Differenz  18«)"  ist,  haben  gleiche  Tangenten  und  Cotangenten. 

Die  entsprechende  Betrachtung  drr  Sekante  und  Cosekante  eines  beliebigen 
Winkels  könnte  aui  Grund  der  allgemeinen  Definition 

l  1 
secf/  -      —  ,    cscy  —  — 


cmq>  sm^ 

durchgeluliri  wrrdcn. 

5*  Bewegt  man  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  J/  einer  Geraden  nach 
dem  beliebigen  Punkt  derselben  Geraden,  so  legt. man  die  Strecke  i^znräck. 
Dabei  soll  die  Reihenfolge  der  Buchstaben  Af  tmd  A'  die  Richtiiu^  ausdracken, 
in  der  man  sich  von  M  nach  A'  bewt  ct.  T)nnn  ist  A'A/  der  W  von  dem 
Ausgangspunkt  A'  zum  Endpunkt  J/.  Macht  man  die  beiden  Bewegungen  nach- 
einander, 80  kommt  man  auf  den  ursprünglichen  Ausgangspunkt  M  zurück;  es 
ist  also  der  im  ganzen  znröckgelegte  Weg 

woraus  folgt,  daS  man 

Ztt  setzen:  d.  h.  die  Strecke  A'J/  in  dem  der  Strecke  MN  entgegengesetzten 
Sinne  7.\\  nf^hmen  hat.  wenn  man  eine  von  beiden  mit  einem  willkürlich  gewählten 
Kichtungsvorzeichen  versieht. 

Bewegt  man  sich  auf  der  Geraden  von  M  nach  N  und  von  da  nach  einem 
dritten  Funkt  P,  so  sind  beide  Bewegungen  zu  ersetzen  darch  die  Bewegung 
von  Af  nach      oder  es  ist 

MN-^NP-MF  : 

da  aber  MP  ^  — PM  gesetzt  werden  kann,  so  gilt  für  drei  beliebig  liegende 
Punkte  A/f  A',  J*  einer  Geraden  die  Beiieluing: 

wenn  man  jede  Stn  rke  mit  dem  ihr  nach  dem  Sinuc  der  Bewegung  zukommenden 
Vorzeichen  versieht. 

Man  sieht  sofort  ein,  da6  sich  diese  Beziehung  auf  beliebig  viele  Punkte 
einer  Geraden  ausdehnen  lassen  muU. 

.Sind  in  einer  Kbene  zwei  beliebige  Gnade  ;//  und  //  gegeben,  deri  ti  positive 
Richtungen  willkiirHrh  festif'SMtzt  sind,  so  hat  man.  um  die  Geradf  in  in  die  Lage 
von  n  so  zu  bringen,  (iaii  ihre  positiven  Riciilutjgen  auleinander  lallen,  eine 
Drehung  von  m  um  den  Schnittpunkt  beider  Geraden  in  einem  willkürlich  fest- 
zusetzenden Sinne  iiniiL'.  I)ie^e  Drehung,  die  durch  m  n  bezeichnet  werden  möge, 
kann  durch  einen  zwischen  u  und  .'■•Iii''  lie-^enden  W  inkel  ij  nder  dun  Ii  >-<  n  •  M(50" 
ausg«'(irückl  werden,  wenn  //  eine  beliebige  natürliche  Zahl  bf(leul»*t.  >iiid  die 
Geraden  parallel,  so  würde  dieser  Winkel  0  oder +«•  300"  sein.  Die  Drehung  n  m 
ist  dann  die  Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne,  durch  die  m  wieder  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurückgebracht  wird,  so  daü 

»» «  +  «  w  =^  0 

gesetzt  werden  kann.    Es  ist  also 

n  m  s=*  — m  u 

zu  nehmen,  d.  h.  der  entgegengesetzte  Sinn  beider  Drehungen  wird  durch  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  ansi;cdrüi:kt. 
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Geht  durch  den  gemeinsamen  Punkt  von  m  imd  n  noch  die  dritte  Gerade 
so  miisson  die  aufeinaiKler  folgenden  Drehungen  mn  und       durch  die  einzige  jw/' 
crscUit  werden  können;  es  muß  also 


oder  da  ////'= — m  ist. 


MM  +  nf  —mp' 

mn  -\-  nf  -\-  p' m  =  {) 

gesetzt  werden  können.  Zieht  man  zu  p'  die  Parallele  p  in  ylrichem  Sinne,  so 
muß  wegen  der  gleichen  Winkel,  die  m  und  n  mit  p  und  p'  bilden 

n  p'     n  p  ,    p'  tu  ^  p  m 

sein.    Daher  gilt  lür  drei  beliebige  Gerade  ;//,  ;/,  p  einer  Kbene: 

w  n      fi  p  -\-  p  m  ~  0 

wenn  man  j<*de  Drehung;  mit  (Ifin  ihrem  Sinne  /.iikoniniciKlfn  \'Mr/,i'ichfn  versieht. 

tt.  Projiziert  man  ein  Dreieck  ABC  aul  zwei  sich  rechtwinklig;  schneidende 
Gerade  OX  imd  OY  seiner  Ebene  und  sind  A\  B\  C  die  Projektioneu  der 
Ecken  auf  OX^  A*^  JS^t  C  auf  so  muß,  wie  auch  diese  Projektionen  liegen 
mögen,  nach  Nr.  6 

AB'  4-  B'C  4-  CA  -  0  , 

sein,  wenn  man  den  Projektionen  der  Seiten  das  V'orzeichen  beilegt,  das  ihnen 

zukommt,  wenn  man  den  Umfang  des  Dreiecks  in  derselben,  willkürlich  fest- 
geleptfn  Rirhtunti,  durchläuft  Be/eichfH't  m.'ui  den  Winkel,  um  den  OX  in  einem 
gewissen  Smne  zu  drehen  ist,  um  ihn  in  die  Lage  von  Aß  zu  bringen,  mit  xAB, 
so  erhält  man  AB\  indem  man  AB  mit  dem  Cosinus  dieses  Winkels,  ATB^t  indem 
man  AB  mit  dem  Sinus  dieses  Winkels  multipliziert  Wendet  man  für  die  andern 
Drehungen,  die  in  (Ifrnsplben  Sinne  zu  nehmtMi  sind,  die  entsprechenden  Be» 
Zeichnungen  an,  so  grlti'n  dio  allgemeinen  Bezieiuingen : 

AB  •  cos.v  AB  -f-  BC  '  COSA:  BC  +  CA  •  cos.v  CA  -  0  , 

AB  •  sinx^^  4-  BC  •  w^xBC  +  CA  •  sinjv  CA  =  ^  . 

Zieht  man  von  0  die  Strecke  OP  -  r  in 
.y  positivem   Sinne  (Fij-  '_'_*')  und   dn  ht  OX  und 

OY  um  «Muen  beliebigen  Winkel  in  die  neuen 
wieder  aufeinander  senkrechten  Lagen  OX^  nnd 
OY^,  so  sind  die  Projektionen  von  OP  auf  OXx 
und  OY^  durch  OQ -- und  PQ^  }\  dar- 
K<'stellt,  wenn  PQ  senkrocht  -rw  OX^  iiezofien 
wird.  Die  Projektionen  von  OP  aui  die  Ursprung- 
Uchen  Lagen  OX  nnd  <7Ksind  OP'^x,  Pf^y. 
Projiziert  man  nun  das  rechtwinklige  Dreieck 
OJ*Q  auf  OX  und  OY,  so  ist  nach  dein  rlien 
aufgestellten  Satze  mit  leicht  ersichtlicher  Be- 
zeichnung: 

OP  '  cos.v  v,  -r  PO  •  cos.v/-  <i  , 
QP  .  sin.v/i  ~  ^'O  •  sniA  /-  =  =  U  . 


/■  cos.v  /' .  Q/'      ) ,       /•  -^i 


PO 


OP^  —r 


zu 


setzen;  damit  heiüeu  die  beidm  Gleiclnin;^<Mi ,  wenn  man  sie  durch  r  kürzt: 

cosjcj-,  «  siujtj  r  —  cosjcr  =  0  , 


cosjr     •  cosA*|  r 


sinA-X|  •  siujCj  r  -f-  »in.v  v,  •  sinjtj  r  —  sinjrr  =  0 
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Setzt  man  nun  .v.v,  —a,  x^r^ß,  wobei  n  und  fi  bi*li«*l»iK(*  positive  oder 
negative  Winkel,  kleiner  oder  j^röüer  als  'MW*'  sein  können,  so  ist  immer: 

X  r     A  v,  A-  x^r  =^  a  -X  ß  y    xy^  —  x  x^  -\-  a,     =  a  +  9^  ^ 

und  da  lux  jeden  Winket  a 

cos(a  4-  90^)  —-  — 'Sina  »    8in(«  -\-        =  cos« 

ist,  ao  erhalteo  die  beiden  Gleichungen  die  Gestalt: 

cosa  cos/?  —  sina  sin/)  ^  cos(a     /3)     0  , 

sinacos/?  +  cosasin/!)  —  sin(a  -\-  ß)=^(>  • 

DariAis  folgen  für  die  beliebigen  Winkel  a  und  ß  die  Sumraenformcln: 

cos(a  -\-  ß)  =  cosQ  cos/?  —  sino  sinß  , 

sin(fi  -f //)  =  sina  cos /^  -|- cosa  sin/?  . 

Vertauscht  raan  ß  mit  — fi,  so  erluili  tnan  nm  Rucksicht  darauf,  dal»  all- 
gemein cos{ — /Q  »  cos/?«  sin( — ß)  =  — sinfi  ist 

cos(/i     ß)     cos«  cos/?-}-  sina  sin , 

sin(a  -    ß)      sinaros/f  cosasin/i 

Diese  Formeln  bilden  die  Grundlage  der  Goniometrie.  .\lle  aus  ihnen 
durch  Rechnung  abgeleiteten  goniometrischen  Formeln  gelten  allgemein  fär  alle 
Winkel.    Damit  ist  die  Allgemeingfiltigkeit  der  in  §  0  für  einen  be> 

schränkten  Geltungsberi'ich,  nämlich  für  Winkel,  die  in  einem  Dreieck  vor- 
kommen können,  erhaltenen  Formeln  bewiesen. 

7.  Zu  den  in  ^  9  abgeleileteu  goniometrischen  Torraeln  moj^eti  noch  die 
folgenden,  gelegentlich  gebrauchten,  angeffihrt  werden. 

Man  erhält 

$in3  a  —  sin(2  o  -f  a)  «  sin2  a  Cosa  +  C9s2  a  sina  =  3  sina  cos'o  —  sin^a 

=  3  sina  —  -Isin'a  , 

und  auf  dieselbe  Weise 

cosS  a  ^  4  cos-'a  —  3  cos«  . 

nie  umgekehrte  Aufgabe,  sina  aus  stnSa  oder  cosa  aus  cos3a  za  be- 
siimmen,  luhrt  au(  eine  kubische  Gleichung. 
Weiter  findet  man 

siii-1  fi  =  sin  (2  -  '2  u)  —  1  sina  cosa  —  S  sin ''a  cosa  , 
cos  i  a      cost  _'  •  'J  tt)      scos*a  —  Scos-a  1 
Für  irgend  «wei  Winkel  a  und  ß  bat  raan,  wenn  /  =  ]/ — 1  ist: 
(cosa  +# sina)  (cos/?  4"' sin/?)  =  (cosa  cos,'^    sina  sin  ß)  -  / (sina  cos cosa  sin/?) 

«=  co8(a  +  /?)     J  8in(a  +  ß)  : 

durch  Wiedi-rhohing  also 

(cosa  -j- 1  sina)  {coaß  -f  isinß)  (cos y  + 1  sin  y)  =«=  co8(a  -f  /l  4-  y)  +  /  sin(a  +  /*  4-  y)  • 

i'ährt  man  weiter  so  fort,  so  läßt  sich  tier  Satz  auf  beliehiu'-  ^iele  Winkel 
a,  ß,  y,  ...  ausdehnen.  Setzt  man  diese  Winkel  einander  gleich  und  ist  ihre 
Anzahl  //,  so  ergibt  sich 

(cosa  -  -  /  siiwji"      coswa  -  /siiwia  , 

der  Lelirsat/  des  MoivKK  {Arithinctil:  iimi  Ai'xthrii  t;  l'*''  Nr.  2l  liir  den  l'all,  dal5 
n  eine  natürliche  Zahl  ist.  Entwickelt  luait  die  Polenz  hnks  nach  dem  buionüscheu 
Satze  und  vergleicht  links  und  rechts  die  reellen  und  imaginären  Zahlen,  so  erhält 

31* 
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man  allgemein  den  Satz  für  Cosinus  und  Sinus  des  Viellachcn  eines  Winkela: 
co8«a  ™  cos*«  —  ([^  (  os"— *a  sm'a  -j-      co8*~*a sin*«  —  . . . , 

nana  =      co8''~'asma  —      cos*— 'aain'o  +      co«*~*o8m*a  —  ... 

Durch  wiederholte  Ainveitdung  der  Siimraenformel  erhält  man: 
co&{a-^ft-^y)  =  cosa  co%ß  cmy  —  sina  i>in/j  coay  —  sina  cosß  siny  —  cosa  sÄußniny . 

Vertauscht  man  y  mit  — so  findet  man  ans  der  letzten  Formel: 

co8(a  •\'ß  —  y)  =  cosa  cos^cosy  —  sina  tÜTkßcony  +  «na  camßvmy  -f  cosa  sin^  sin  y 

und  entsprechend  cos(a  —  ß-\-y)*  cos(<~o  -|-  /f  -(-  7) .  Die  Addition  aller  vier 
Formeln  ef|[ibt 

cos(o  +  /I  +  y)  +  cos(a  +  /J  —  y)  +  cos^a  _    +  y)  +  cos(— a  +  y) 

«  4  cosa  cos/9  cos  y  . 

Ebenso  entsteht  aus: 
sin(a '^ß-\-y)^Wia cosß cosy cosa  tinß cosy  +  cosa cos/^ siny  —  sina  sin sin y 
sonächst 

8iii(o  -{-ß  —  y)  =  sina  cos/f  cosy  +  cosa  naß  cosy  —  coso  cos/?  siny  +  sina  sin^  ain  y 
und  weiter: 

— 8in(ri  h    +  y)  +  ain(a  +    -     4-  8in(a  —  /?  +  y)  +  8in(— a  +    -  ;  > 

>=  4  sina  sin/? sin  y  . 

l>i\idiert  man  siu(a  -j-  ^  -f-  y)  durch  cos(a     ß  -)-  y),  so  crgil>t  sich  die  l-'ormel: 

tan  «  4-  tan  fi      tan  y  —  tan  n  tan  tan 

tania  +  p  -r  y)  ■=  .  ~.  —    ~7,     » 

'        l  — tanatanp  —  lau^Uny  —  tanytan« 

woraus  lolgt 

Stana  —  tan^a 

tanda«  -z  5-  -,-  . 

1  —  3  tan  *a 

Aus  der  Identität 

(cotß  —  coty)  4-  (coty  —  cota)  +  (cota  —  cot^)  =  0 

erhält  man  durch  Umformung 

:>'in{fi       y)  ^  sin(j'  —  11)  ^  sin(a  —  fi)  _^ 
siußsiuy        sin^'sinu    '  sinusiufi 

oder 

sino  s\n{ß  —  y)  +  sin/(8in(y  —  «)     siny  8in(a  —  /f)  =  0  . 
Entsprechend  findet  man 

cosaainiß —  ;•)  -}  cos^siiKj'  —  n)  +  cos;- sin (a       fi)  =  0  . 

Hm  Aus  Nr.  3  und  i  iol^t,  daü  die  xVufgabe,  zu  dem  Wcrtf  «-iiier  trigono- 
metrischen Funktion  den  zu^oiiurigcn  Winkel  zu  bestimmen,  im  allgemeinen  un- 
endlich vieldetttti;  ist.    Dies  ist  zu  berücksichtigen  bei  der  Auflösung  gonio- 

mc trist- hör  Gll•i^l^uIl^('Il,  bei  der  es  sitli  zunärlist  darum  lKit>d«?lt.  eine 
I  nnktinii  rines  uiihckaniitt  ii  Winki-ls  zu  bcn-c  Imcii.  Man  hat  durch  l.'uiformunt;rii, 
dir  durch  Auwcnduuj;  der  güniumetrischcn  1  urmeln  zu  bewerkstclli^'cu  sind,  die 
Gleichun«;  auf  eine  der  Formen 

sinjr  =  a  ,    cosx  =  b  ,    tanjr  =^  t 
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bringen.  Diese  einfachsten  goniometriscben  Gleichungen  sind  l<)sb:ir,  d.  h.  os 
läüt  sich  der  zuf^ehörige  VVinkrl  v  hcstimmcn,  wenn  </,  b,  c  reell  sind  und  die 
absohlten  Werte  von  a  und  b  kleiner  als  1  oder  gleich  1  sind  und  h<aben  un- 
endlich viele  Lösungen.    Ist  nämlich  x  ~  n  eine  Lösung  der  Gleichung 

sinx  =  a  , 

so  ist  auch  a:  =  180® —  «  eine  solche  nnd  außerdem  x  =-  a  -  //  •  3G0", 
.1  =^  1<iit<i  _  a  ~  tt  .  360®,  wobei  /t  eine  beliebige  natürliche  Zahl  isL  Hat 

lerner  die  Gleichung 

cosx  =  d 

<Iie  Lösunp  x ß ,  so  wird  der  Gleichung  auch  genügt  durch  x  = —fi  und 
a  =  T_(i  ^  n  •  3ü0".    Hat  endlich  die  Gleichung' 

tan«  e 

«ine  Lösung  x  ^  y,  so  sind  auch  x  =  y     180®  sowie  x  ^  y  i^n  *  360®  und 
X      180»      y  ±_  /;  .  ;{(jn"  Lösungen. 

Zu  jeder  der  drei  Gleichungen  gibt  es  aber  stets  als  Lösungen  zwei  positive 
Winkel  x^  und  x^  z«'ischen  0  und  360®,  diese  Grenzwerte  mit  eingeschlossen,  - 
die  man  als  Hauptwerte  der  Lösungen  bezeichnen  kann.  Alle  fibrigen  Winkel, 
die  den  Gleichungen  genfigen,  sind  in  den  Formen 

*,  ±  «  •  380®  ,        +  «  •  360® 

enthalten,  wenn  «  eine  beliebige  natürliche  Zahl  ist. 
Z.  B.  haben  die  Wuneln  der  Gleichung 

sin.v  =^  —  l 

die  Hauptwi  rt<>  jr^  =  210®,  jc^  =  330®;  alle  Wurzeln  der  Gleichung  sind  aUo 

in  den  rormen: 

210®±<f  .  360®,    330®  ±«.360® 

enthalten. 

Führen  geometrische  Aufgaben  auf  goniometrische  Glnirhtniecn ,  so  ist  der 
Gülti'^'kfitsheroirh  der  Lösuntren  durch  die  Natnr  der  Aulgabeu  beschränkt.  In 
jedem  solchen  l  alle  bedarf  es  einer  besondern  Determination. 


§  14.    Weitere  Anwendungen  der  Trigonometrie. 

1.  Die  Berechnung  eines  Vierecks  gelingt  häufig  durch  Zurückführuug  auf 
Dreiecke,  am  einfachsten  durch  die  Diagonalen,  oder  durch  Verlängerung  der 
gegenüberliegenden  Seiten  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt,  oder  dorch  Parallelen  zu 

den  Seiten. 

In  dem  \'iereck  ABCD  mögen  die  Winkel  der  Ki'ilu'nfolire  der  Krken  nach 
mit  a,  {},  y,  d  bezeichnet  werden,  die  Seiten  seien  AB  —  a,  ßC  ^  b ,  CD  c, 
DA^ä,  die  Diagonalen  AC=e^  BD^f,  Das  Viereck  ist  bestimmt  durch 
fünf  unabhängige  Stücke. 

Sind  von  einem  Vierrck  die  vier  Seiten  und  ein  Winkel  a  gegeben,  so  zer- 
legt die  Diagonale  BD  das  Viereck  in  zwei  Dreiecke,  von  denen  zunächst  ABD 
bestimmt  ist  durch  die  Seiten  d  und  d  tmd  dem  eingeschlossenen  Winkel  a  und 
dadurch  BCD  durch  die  drei  Seiten.  Ähnlich  ist  zu  verfahren,  wenn  gegeben 
sind:  zwei  Seiten  tf,  b  und  die  anliegenden  Winkel  a,  f^^  y\  oder  bt  c%  fif  y 
oder      b,  ^,  a,  ß. 
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Kennt  man  von  dem  Trapez  ABCD  (Fig.  226)  die  parallelen  Seiten  t  und 
die  Winkel  a,       so  schneidet  die  Parallele  DE  -  ßC  -  b  zu  BC  das  durch 

AK  -  n  —  r  und  dir  Winkel  brstimmf«'  Drei- 
eck ADJi  ah.     Es  ist  dann  der  Flächeninhalt 


und  du 


ist,  so  wird 


(t  —  c 
sin(a  +  IH)  ' 


„      .  .  »        ^    !*in«  sin/* 

Die  Lösuiil;  würde  m;in  auch  c;elund«Mi  haben,  wenn  man  die  niehtpriralli-Ii  -i 
Seiten  h  und  </  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  verlängert  iiatte.  Dieses  Hiltsmittel 
lührt   bei  der  Verallgemeinerung  der  Aufgabe:   von   einem  X'iereck  sind  iwei 

IJegenfibcrlief^ende  Seiten        <  und  die 
_  Winkel    i:rL;rb«n,    zum   Ziel.  \'erlän^:erl 

man  die  nicht  pi'L!<'I.r«nen  Seiten  b  und  </ 
bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  ß  (l'>g>  --7)t  so 
iiittd  die  Dreiecke  ABF:  und  CDE  be- 
stimmt. 

Man  erhält,  wenn  a>  f  vorausgesetzt 

wird: 

(/  sin  n  —  i-  sin  <) 

b-  BE—EC^  ,  -  , 

Mn(a  --  /») 


d^AE—ED 


ti  siup  —  r  Sin  j» 


und  den  Inhalt 


Fr. 


a-  sin  «  sin   —    sin  y  sin  A 

2  sin  (04-  (i) 


Da  <lie  Summe  der  Winkel  eines  Vierecks  300"  beträgt,  so  braucht  bei 
einem  numerischen  Beispiel  ein  Winkel  nicht  ge-^eben  zn  sein.  In  der  Formel 
könnte  man  setzen: 

sind  —  — sin(«        +  • 

Sind  von  einem  Viereck  drei  Seiten 

(i,  /',  <•  und  die  an  der  nicht  i;ej;ebenen 
Seite  lir<^en(len  Winkel  f?  und  d  bekannt, 
so  kann  man  die  l'araileie  /iE  ui  CD 
und  EF  zu-  BC  22H)  ziehen.  Dann 
ist  im  Dreieck  ABF. 

/iÄ"C/'=       sina  , 
sind 


AE  —  .  .sin('/ 
smd 


also 


FU  t 


CF^c  — 


a 
sind 


sma 


womit  ^.DEF  dnrch  FD^  EF=>  b  und  den  Winkel  &  bestimmt  ist. 

2.  In  dem  Viereck  ABCD  werden  die  Diagonalen  gezoiren,  die  sich  in  Jif 
schneiden  und  die  den  Winkel  AMfi  =  e  bilden  (Fig.  220).    Die  .Abschnitte 
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(Irr  Diagonalen  seien  A.^f  ^  m,  MC  -  n',  BM  /,  AfD  ^  t/.  Betrachtet  man 
/>'/?  f  als  fjrinKUinie  der  beiden  Dreiecke  ßJ)A  und  BDC  und  zieht  die 
daraiifsieht  nd'  u  1  lohen,  so  ist  der  Inhalt  des  Vierecks 

/  —  .V  / siiu       .',  /  //siuf 

--  ),  ( w -f      /  siiu    -  (•/'siiif 


Nach  dem  allgemeinen  pythagoreischen 
Lehrsatz«'  ist: 

—  ///-'  -\-  p-  -  '2  w p  i  v';>f  , 
bi  =  p!  -I-  -~  2  p  n  cüSf  . 
c-  =  //-     </  '   -  2  «  </  cos*  , 

if^  =r         -J-  w-  -)-  2  </  ///  COSf 

Alis  diesen  vier  ( jlt  it  iumiren  erhall  man 

/,.'  ^  ji  —  a-  —  c-      2  {inp  -j  pn  -j-      4-  t^m)  cos«  —  2  («1  +  **)  KP  +  ^)  «-'ose 

=-  '!(  J COSf  ; 

mithin 

«  l     +     ^     —     tanf  . 
In  dem  besondem  Falle  c  »  dO**,  also  cose  =  0  wird 

*a  4,  ^  ^  *  +  ^* 

und  da  tanc  =  oc,  so  nimmt  der  Wert  von  F  die  unbestimmte  Form  0  •  co  an. 
In  der  Tat  ist  der  Inhalt  des  Vierecks  durch  die  vier  Seiten  nicht  hestimmt 

\'on  einem  V  iereck  seien  die  vier  Seiten  und  die  Summe  zweier  f^ejienüber- 
lietiender  Winkel  a  ^-  y  <s  trepcben.  Dnu  kt  man  (!;is  Otiadrat  der  Diagonale 
BD  —  J  durch  den  allgenieinen  pythagoreischen  Lehrsatz  doppelt  aus,  so  erhalt 
man  die  Gleichung 

a--^d-  —  la  «/cos«  =     -h  <■*  —  2  Ar  cos;*  , 
wühir  man  narh      lo  Nr.  4  schreiben  kann: 

-p  ä)-      i  <i </cos-  i a  —  i)'  -Y  Xbc  sin-   ;•  , 

oder 

(tf '   f/)*  +  4      sin^a  =     +  f)*  —  4  Ä<rcos-' \y  . 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgen  die  andern: 

=  4« i/cos-la  +  4 Afsin ;'  , 

{b  4-  c)^  —  {a  —  ä)  -  {b  i  r  1  tf  —  d)ib  4-    —  «  +  -/) 

s=  4<i</siD^ifi  4- 4  A^cos-l-}'  . 

Benutzt  man  die  Abkürzung  »i  -f  ^  +  **  +  ^  =  2  j  ,  so  kann  man  diese  Gleichungen 
etwas  einfacher  schreiben: 

{s  —  b){s  —  f\     adcon-  ln  4-  A^sin- \y  , 

(s  —  a)  (s  —  t/)  —  ad  sin  ''  la     bc  cos-  i  . 

Durch  Multiplikation  kommt  man  zu 

{s  —  <7l  (y  —  />\i.(  —  ,-i  (>■  —  </) 
-    j  */-  (/-  sin  -«  4"      i    (Cüs-  i  n  cos-  \  y  -j-  sin- 1  u  sin-  i,  y)  -j-  l^  '    sin- j' 
Nun  ist 

C0S-'i«C0S-i         sin-  ',  f/ sin  -  (cos    a  cos       —  sin       sin  l 

4-  2  cos  i  n  cos  i  y  sin  i    sin  ^  ^  —  cos-  i  0  4-  i  sin«  sin  y  » 
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mithin  nimmt  dir  vorig«'  (jUichim.:  dir  IVirni  an: 

(s  —  a){s-  —         ~  c){s  —  t/) 
}  </-</"  siii-Vj  4-  lafiii/smasmy  -j-  J^-V-sia-j'  -j-  a   c  t/cos-\a  . 
Der  Inhalt  des  Vierecks  ist 

folglich 

F-  =  \  a-  d*  sin'a  -\-  \a  ö  c  d  ÄVkasxny  ■\'  \  6'-  c-  sin  -  , 

also  ergibt  sich: 

F*  —  (s  —  a)  {s  —  //)  [s  ~~  <  ( [s  ■ —  (/)  —  afic  </cos-  \  n  . 

Ftir  (las  Schiicnvicrft  k  ]s{  a  -  l!^<>",  also  cos },  o  <»:  damit  erhält  man 
für  den  Inliait  die  i'orrael  in  Id  Nr.  C.  Man  sieht  noch  an  der  allgemeinen 
Formel,  daÜ  von  allen  Vierecken  mit  denselben  vier  Seiten  das  Sehnenvicrcck 
den  größten  Inhalt  hat. 

3.  Die  Bnrechnun}»  eines  \"ielecks  mit  mehr  als  vier  Kcken  kann  in  ein- 
fachon  Fällen  ebenfal!«?  durch  Ziirürkführunp  auf  Dreiecke  erlediirt  wer-l-  ti.  Aber 
auch  wenn  dies  nicht  möglictt  ist,  ist  die  Lösung  der  allgemeinen  Xui^abe,  ein 
n-'Eck  aus  2n  —  3  unabhängigen  Stücken  sn  berechnen^  immer  möglich.  Das 
Vieleck  sei  A^A^A^  An,  seine  Winkel  der  Bezeichnung  der  Ecken  ent^rechend 
«, ,  n.,,  n^,  .  .  .  iin  "nd  die  Seiten  -^/j/Zj  =-     ,  ^  a^,  .  .  .  A„A^  Projiziert 

man  das  Vieleck  nuf  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene,  so  datt  die  Projektionen 
der  Ecken  A'i^  A's,  A's,  .    .  A'^  sind,  so  ist  nach  §  i;{  Nr.  5 

A\A'i']AtA'i^...-{-A'„A\      u  , 

wenn  man  den  Projektionen  A\/fi,  AlA'^^,  ,  .  ,  A[,A\  das  \'orzeirhen  beilegt,  das 
sie  erhalten,  wenn  man  das  \  ieleck  von  A^  bis  A^  in  gleichem  Jsinne  durch- 
läufL  Bestimmt  man  die  Winkel  der  Seiten  mit  der  positiven  Richtung  der 
festen  Geraden  in  dem  in  §  13  Nr.  5  fes^esetaten  allgemeinen  Sinne  und  be* 
zeichnet  sie  mit  xa^^  xa^t  * » ^xa^*  so  muß 

sein.  Dreht  man  die  feste  Gerade  um  einen  ihrer  Punkte  in  positivem  Sinne 
um  projiziert  also  das  Vieleck  auf  eine  zu  der  festen  Geraden  senkrechte 
Gerade,  so  mu6  auch 

«1  sinxai  4*     sinjptf^  +...->-  a^smxa^  =  Ü 

sein.  Gibt  man  der  festen  Geraden  eine  besondere  Lage,  läßt  sie  z.  B.  mit 
der  positiven  Richtung  der  Seite  «i  zusammenfallen,  so  wird 

cosxüi  =  cosO  r=  1 ,    sinjir<r|  »  sinO  —  0 

und  die  allgemeinen  Gleichungen  nehmen  die  besondere  Form  an: 

t/,      (i.,  cos<7,      -,-  <f  ,  cos<7(  «/j  -j-  .  .  .  -  <;„  cosa^  ii„  ü 
<»,  sin  ^l^  rfj      </j,  sin  t/g  t/j  -f  •  •  •  4~  <fn  sin  "i         '»  • 

Dir  Winkt  !         .     a.^,  . .  .  «r,      lassen  sieh  durch  die  Winkel  ap  a^, . .  .d« 

des  Vielecks  ausdrücken,  für  die  noch  die  Ueziehiing; 

ai  -H  flt,  -r  «4  -f  . . .  -r  a»     («         •  l'^i«'" 

besteht.  Also  hat  man,  um  die  nicht  gegebenen  drei  unmittelbaren  Bestimmungs- 
atücke  des  w-Kcks  aus  den  ■_' //  —  3  gef^ebenen  zu  ber«'chnen,  drei  unabhängige 
Gleichungen.  Damit  ist  die  Möglichkeit,  die  Aufgabe  allgemein  zu  lösen,  dar- 
getan. 
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Rfi spiel:  Von  «'iriPm  Scohserk  seien  fünf  Spiti'n  und  vier  Winkel  (mit 
Aiwnahme  der  .m  der  unbekannieii  Seile  liegenden)  gegeben: 


»10 


I20  .       —  173  ,       —  05  ,       »  125  ,   4^  =  ö7 
«,     UOöSG'SS",  öj-lil^öa^öS",  as  =43U3'47".  a«  =  lOO'lö'H""  . 

Es  sind  also  zu  berechnen:  Die  Seile       und  die  ihr  anliegenden  \\  itiki  l 
und  a^. 

Hienn  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

1)  «i  +  «i  coa«!     +    co$a|  ^  +  «4 cos«,     +    cosoj  a^-^a^  cos^i  <i«  =  0  , 

2)  sinoi  ^  +  <>it  «nff(     +  ^4  ^"^i     +  ^3  ^^i* ^1     +  «6         Ci:  • 

H)  Mj  4" 

Am  3)  erhält  man 


«;t  +  ''4 


-r      =  720" 


ri.,  -:  «,  -  720"  —  (rt,      a._,  -f      -f  ««)  -  31s"0  .s 
l"'ür  di«'  Winkel  <?,  tf^,  .  ,  .  </,  «r,;  hat  man: 
*»,  fl,  ^  18U*  —  a,  =  38"  C  7"  , 
<r,     =  360»  —  (a,  -f  a,)  -  218* 6'  7''—  . 
«I  «4  =  5*0">  —  (a,  +  «a  +  04)  =  «i  +  aj  +  «e 
«1  «5  =  720»  —  (o,  +  a,  +  Oj  -f  Oj)  =  Ol  -f  a« 


l«0o  =  8U»r/59"  , 
21 6»  52' 12" 


180«  + 36«  52' 12"  , 
*ii  tf«  =  90<i"  —  (rt^  -f.  a,  +  «4  +     +  n«)  =  18(1*  +  a,  =  200*  36' 35" 

«  360«— 09''23'25*  . 

Nun  sind  die  beiden  unbekannten  Glieder  cosü^a^  und  a^sina^Og  in 
l)  und  2)  3SU  bestimmen.  Die  bekannten  Glieder  berechnet  man  und  findet: 


-!-i2r) 
f  i;jü,ia7 
11,17« 

cos«!  «5  =^  lud 

ä;,  COSA,     =  +  2ü,0C4 
Also  ergeben  sich: 

a^coiaiO^  =  —192,377 


a^  siniTj  04 
ffjsintfi«. 
sin«, 


4-  iüti,7r)4 
+  C4,0Hl 

-  70 

—  53,352 

=  -  42,433 


woraus 


Og  sm«,  Aj| 

A,     1^37009  +  1800  «  197 

folgt  Aus  tantrj^a.j  erhält  man,  wenn  man  berücksichtigt,  daü  a^n^  im  dritten 
Quadranten  liegen  mufi,  weil  Cosinus  ond  Sinns  negativ  sind: 

iiy     =  180*  -f  12*  26'  l*r=  1 92*  20'  18"  . 

liamit  sind  nun  die  unbekannten  Winkel        und  a,  bestinimi,  naniiicU; 

-21 8'»  6'  7"  —  (i^  a,i       2'."  3 f)'  4 9"  , 


ti. 


3 1 8«  0'  8"  —  a.,     -  2 92«  20'  1 


Die  Ausführunt;  praktisdi,  X.B.  in  der  Geodäsie,  vorkommender  Berechnungen 

an  \"ieleeken,  hi"i  denen  es  sich  namentlirh  um  Inlialtsbr'^timmuntjcn  handelt, 
erfolgt  bequemer  durch  die  Koordinatenmethode  der  analytischen  (jeomeirie. 
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4.  \V«>nii  in  fintr  trigonomcirischcn  Aul^ah«-  Wiiik«'!  als  Unbekannt«'  auf- 
treten, so  hat  mau  diese  euiwcdcr,  weim  die  Aufgabe  ihre  Bestimmung  nicht 
verlangt,  zu  eliminieren  oder  sie  aus  goniometrischen  Gleichungen  zu  be- 
stimnu'n.  Hin«'  tioniomctrische  Glcichun};  lösen,  hfiÜt  eine  Funktion  drs  un- 
lickanntrn  Winkels  ihr  iHTtrhtu'n  (vgl.  5;  l^?  Nr.  S.).     I)ah«'i  sind  nu^i>Jtfw 

l'mformunj^eii  nötig,  die  durch  Anwendunu  goniometrischcr  1-ormeln  zu  beworK- 
sti'lligen  sind.  Da  die  Geltung  dieser  Formeln  nach  §  13  als  allgemein  bewiesen 
ist,  so  sind  die  Lösungen  goniometrischer  Gleichungen,  ab^'csehen  von  der  Natur 
der  geometrischen  Aufgabe,  all!Lif*n)cin  und   vollständig,'.     Oft   führt    auch  dif 

algebraische  Lösiiny  einer  «olrlien  geometrischen  Aulgabe 
auf  eine  konstruktive  Losung. 

An  einigen  Beispielen  sollen  diese  Gedanken  aus- 
geführt werden. 

1.  Ein  Punkt  O  hat  von  drei  Frketi  . /,  ß,  C  eines 
Quadrats  ABCD  2."J<J)  die  Kntfernungen  a,      C.  wie 

groÜ  ist  die  Quadratseite  .r?    Fährt  man  hier  ^ABO 
als  Unbekannte  ein«  so  erhalt  man  ans  dem  Dreieck 
ABO  nach  dem  Cosinussatz: 

+  rf* 


und  aus  dem  Dreieck  CBOt  in  dem  Z  CBO  =  90« 

X*  —  r- 

2hx 


2bx 
—  ist 


sin< 


Da  nun  cos-^  -j-  sin' 9^  =■  1  sein  mulS,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  x,  die  ^ 
nicht  mehr  enthält: 

Aus  ilir  kann  r'  hrstimmt  werden.  Ks  isl  eine  Dcscnninatiijii  nöli^,  da 
unter  einer  j^ewissen  bediugun«  O  innerhalb  od«*r  autierhalb  des  Quadrats  liegen 

kann  und  es  dann  zwei  brauch- 

^        ^  ^  ^'       *  bare  Werte  für      gibt  Die  Aul- 

losunt;  ist  allgemein,  da  die  Be- 
ziehuni:  cns  'tp  mx'ip  =«  1  all- 
yeniein  gUt. 

2.,  Von  einer  Strecke  AB 
(i  ig.231)  sind  die  Teile  AAf=a, 
,\  f'  />  utid  \on  '-iin-ui  außer- 
halb Heuenden  i'unkte  C  riie 
Winkel  ACM  =-  a ,  J/CA '  -  , 
XCfl  =^  y  gemessen;  wie  groß  ist 
der  mittlere  Teil  J/.\'  x'f  Führt 
man  die  \\  ink<  |  />\IC' -  tiiid  ABC  1/  und  drückt  CM  in  den  Dreifcken 
C.l/A  und  CA/B  nacli  dem  .Sinu>salz  dcpiM-lt  aus,  so  eriialt  man  die  Gleichung: 

tJ     ,  />  +  X  . 

stntp  =  sin  u' 

uiul  wenn  man  ebenso  C'-\'  in  den  Dreiecken  (  .\/>  und  CAA  ausdrückt  die  zweite: 

,  <i      x  , 

sinij»  =  sinq«  . 

siny  sin(»t  ;  /,') 

Jiurcti  Muhi|>likation    Ix  ider  Gleiclumi;ea  wi'r<ien  y    untl        elinuniert  und 
PS  entsteht  i'ine  quadratische  Gleichung  für  jr,  >on  di'r  eine  Wurzel  brauchbar  ist. 


l  iH'.  3U. 
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3.  Aufgabe  von  Potkenot:  Das  Dreieck  ABC  ist  durch  seine  Seiten  and 

Winkel  (in  scheraatischer  Bezeichnunji;)  voll- 
stiindit.'  bestimmt.  Von  einem  I*mikte  P 
(Hg.  232)  seiner  Kl)ene  sind  die  Winkel 
APC=^^t  CPB  V  gemessen.  Wie  groß 
sind  die  Entfernungen  PA  ■=  Xt  PB  =— 
PC^z'i  Der  Punkt  P  kann  konstruiert 
werden  mit  Hilfe  von  zwei  Kreisen,  die 
a  und  b  als  Sehne  und  die  Wmkel  /<  und  v 
als  darüberstehende  Peripheriewinkel  ent- 
halten. Die  Konstruktion  fährt  aber*  nicht 
zu  einer  betjuemen  H«'reelu>unn.  Zu  dieser 
nimmt  man  noch  /  CAJ' ~  ff,  /  CRP  -  f/» 
als  L  ribekamiie.  i'ür  diese  hat  man  /.nnächst 
die  Beziehung 

(f       7'  =  300*  —  y  —  n  —  V      o  , 

worin  a  bekannt  ist.    Drückt  man  z  in  den 
beiden  Dreiecken  ACP  und  ßCJ^  nach  dem  Sinussatz  zweimal  aus,  so  folgt  die 
weitere  Beziehung 

b    ,  if  . 

—. —  siuü;  — — -  sin  ij' 
sm/(  smf 

oder 

siuff       <rsin/i  1 
sin^      ^sinv      Ä  ' 


worin  /.  ebenfalls  bekannt  ist.  Die  Berechnung  der  unbekannten  Winkel  und  tf 
aus  den  beiden  Gleichungen: 

sin  if  1 
siu^f  Ä 
kann  auf  zwei  W^-iscu  yes<'lieheii ; 

a)  Setzt  man  ^^  ^  a  —  7  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  heißt  sie: 


/.sin<y'  -    sin(rT  —     >    -  .-.uioiosf/  —  cososinr^ 
und  aus  dieser  goniomclrischen  Gleichung  erhält  man: 

X 


cotqf  s=B  coto  -r 


sma 


In  «  inem  numerischen  Heispiel  erhält  man  aus  dieser  Clleichung,  in  der  auf 
die  \'ur/ei(-hen  von  coto  und  stno  ZU  achten  ist,  den  Winkel  <p  ohne  Schwierig- 
kt.'tt  und  darauf)  i^>. 

0)  Oder  man  leitet  aus  der  zweiten  Gleichung  durch  korrespondierende 
Subtraktion  und  Addition  die  neue  ab: 


■>i\\'j 


siiuy'  2  «^os  -  i^')  sin (f/ 
sin  i/'      2  sin  \  [ff  -j   y-)  cos  ^  (r^ 


Da  \  (9^  '\  V')  =  s  o  bekannt  ist,  so  erhält  man  daraus 

um  I  (<y  -  - 


- — -— .  tan  .'  o 


womit  if  und  tff  bestimmt  sind.  Ist  A>1,  so  ist  tan  1(9  —  ip)  negativ,  also 
J     —  tft)  negativ  zu  nehmen. 
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Hat  man  ^  und  yi  nach  a)  oder  b)  gefunden,  so  ergeben  sich  nun: 

X  =    —  sin(u  -f  g>)  t      y       .     sin(»'  -f  v) ,      5  —  —  —  siuoj  —  .     smu»  . 

Die  algebraische  Berechnung  ergibt  s  als  gemeinsame  Sehne  der  beiden 
Kreise  mit  den  Dnrdimessern  ^ :  sin/t  und  a :  sinv  durch  die  Gleichung: 

<7^sino 


y<f'  sin'    +     sin^y  -j~  2  tf^  sin^  siny  coso 

Ist  jl  s=  1,  also  . 

p        .  ff 

~  .  » 

sm  //      sin  V 

so  fallen  die  beiden  Kreise,  deren  Schnittpunkt  P  ist,  iu  den  Umkreis  des 
Dreiecks  AßC  zusammen  und  P  ist  nicht  bestimmt  In  der  Tat  ist  dann 
fi-\-v     180*^  0  «SB  180<^,  tan ^  od  und  tan       —  \p)  erscheint  in  der 

nnbesdmmten  Form  (>  •  00. 

4.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben:  |(a  —  ß)  =^  d,  q.  Die  Beziehung  5) 
in  I;  11  Nr.  3: 

cos-l/ 
sm  jasm  i/j 

kann  man  schreiben 

2r8in iosinijtf  "  '^gcoaiy 

oder 

c  fcos  i  (a  —  ({)  —  cosl  (a  -\-  ß)  \  ^  2  o  cos  \  y  , 

Da  nun  cos  i (rz -r /^)  —  siü ^ y  und  ^(a  —  ß)  —  d  bekauut  ist,  so  eriialt 
man  für  ly  die  goulometrisdie  Gleichung: 

sin  \y      '2  u  cos  1  j'    -  r  cosd 

Drückt  man  in  ihr  cos^j'  durch  sini^  aus  oder  umgekehrt,  so  erhält  man 
eine  quadratisdie  Gleichung  fär  sin  ^7  oder  cosl;'.  Bequemer  ist  die  Lösung 
für  ein  numerisches  Beispiel,  wenn  man  die  Gleichung  zunächst  durch  f  dividiert: 

8»n  iy  H-  -y  cos^y  =  cosd 

und  einen  spitzen  Hilfswinkel  X  so  bestimmt,  daO 

,      sinJl  2o 
tan^  =  , 

cosx  e 

wird,  was  immer  möglich  ist,  da  jede  beliebige  positive  Zahl  als  Tangente  eines 
spitzen  Winkels  betrachtet  werden  kann.  Damit  nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an : 

sin(ly     ?.}  ~  cos jt  cosd  . 

Die  Tafeln  geben  in  einem  numerischen  Beispiel  einen  spitzen  Winkel  für 
\y     X  und  daraus  erhält  man  einen  Wert  für       womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Durch  dieses  Verfaliren  kommt  man  auch  auf  eine  Konstruktion  des  Drei- 
ecks. Benutzt  man  die  HrÄeichnun)»en  der  Fig.  21U  (S.  458),  SO  erhält  man  aus 
if  und  Q  das  rechtwinklige  Dreieck  //{7"Cq,  mithin  in  /.Cf^AO'  den  in  der  Be- 
rechnung auftretenden  Hilfswinkel  X.    Dann  ist 

COSA  «  --^ 

und  die  obige  Bestimmungsgleichung  kann  man  schreibi-n: 

A(y''  äiu(i  j'         —  i''  ^üs«*  ' 
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Schläiit  man  also  (Fi]i.  2H3)  über  .^ö"  den  Halbkreis,  der  durch  gehl 
nnd  trägt  von  O"  ans  O'^Q     \ccosd  als  Sehne  in  diesen  ein,  so  ist 

mithin  ACy'AQ  ij'-fx,  also  /^C^AQ^^y.  Die 
\  erlatif,'»>rnnt'  von  AQ  gibt  auf  CX'C^  den  Punkt  C\  und 
damit  das  lJrei<H-k. 

tu  Ist  von  einem  Dreieck  gegeben:    A^,  ^(a  —  /?)  ~  d| 
so  Hefen  Fig.  215  S.  443  sofort  die  Beziehung 

wenn  man  h  für  A«.  schreibt.    Setst  man  hierin 


2  way 


Fig.  23a. 


ein,  so  entsteht  cur  Bestimmting  von  y  die  gontometrische  Gleichung: 

2  Ä  sin  y  —  <■  cosy  ---  c  cos  2  6 

Bestimmt  mau  wieder  einen  spitzen  llilfswinkel  x  durch 


tanjt 


>h 


so  ist  y  aus  der  Glcichtuig 

8in(y  —  X)  ^  sinx  cos 2  ö 

zu  üudeu. 

Durch  U  und  4  ist  das  Dreieck  AC'C^,  (1  ig.  210 
S.  45H)  bestimmt,  mithin  ist  Z  ACC^  =  X,  also 


äinx 


.  ic  .'X 


Daher  kann  man  die  Bestimmunj^gletchnog  ffir  y 
schreiben: 

AC*  8tn(y  —     =  i cos2  d  . 

Sehlägi  man  über  AC  den  Halbkreis  (Fig.  284),  der  durch  CJ,  geht  und  trägt 
von  C"  aus  C"Ji^  ^rcos2d  als  Sehne 
eiu,  so  ist 

AC"^\n\y  —  h      CR  , 

miUlin  Z.  CAK  -  y  —  schneidet  AJi 
die  Kathete  CnC^  in  i)/,  so  ist  dann 
Z  i^/VQ  ^  ^.  folglich  ^  der  Mittelpunkt 

des  Umkreises.  Damit  ist  (üc  K  insrnik- 
tion  dfs  pcsuchten  Dreiecks  ABC  leicht 
zu  beenden. 

5.  Konstruiert  man  in  einem  Drei- 
eck  ABC  (Fljj.  2.35)  den  Kreis,  der  AB 
als  Srlitif  iuit  und  ßC  l»eriilirt,  sowie  den 
Krt'is,  der  />C'  als  Sclitie  hat  und  (',-/  be- 
rührt, so  sihueidfii  sich  die  b<!iden  Kreise 
außer  in  B  noch  in  Zj  so, -daß  ^AL^B 
l^o"'  i',,  /HL^C--  180»— ist:  iulsi- 
li«h  wird  .    (7,,./      l'«!"     n,  d.h.  liet,'t 

auch  aul  dem  Kreise,  (U-r  CA  als  Selm»'  liat  und  ,//>  berülirt.    Dann  ist 


L^AH 


Z  I'xBC  =  Z  Z,  CVi  -  . 
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Zj  heilit  der  erste  Bkoc  ARD  sehe  l'uukt  und  der  Winkel  oj  der  BkocARDsche 
Winkel  des  Dreiecksu  Um  ihn  zu  beathnmen»  drückt  man  LiA  in  den  l>eiden 
Dreiecken  LiCA  und  L^AB  durch  den  Sinnssats  au»  und  erhält  die  Gleichung: 

-r —  8ina>  =  -.  ^sin(/3  —  cu)  . 
sraa  naß 

Da  nun  6  =  2rsmß  =  2rsin(a  +  7)1  t     2rsin;r  ist,  so  erhält  man 


sin  (fi  4-  y)  . 

 . —  sinoi 

siua 


sin  y 


niu{ß  —  o>) 


oder 


sinß 

mi{ß  —  öl)     8in(a  +  y) 


nnß  aino)       sina  sin  y 

durch  Anwendung  der  Snmmenformel  ergibt  sich  daraus 

cotoi  —  cotß  =  cota  -f  coij'  ; 

also 

cota»  =  cota  -|-  cotß  -f  coty  . 

Umläuft  man  das  Dreieck  ABC  in  en^egengesetzter  Richtung  wie  vorher, 
so  sieht  man,  daß  sich  auch  die  drei  Kreise,  von  denen  der  erste  Cß  als  Sehne 

hat  und  berührt,  der  zweite  ß/i  als 

Sehne  hat  und  AC  berührt,  der  dritte  AC 
als  Sehne  hat  und  Cß  berührt,  in  einem 
Punkte  dem  zweiten  Brocard sehen 
Punkte  (Fig.  236)  des  Dreiecks  schnei- 
den, der  so  liegt,  daß 

AI^CB  =  AI^ßA^ /.L^AC 

ist.  Bezeichnet  man  einen  dieser  Winkel 
wieder  mit  m,  so  erhält  man,  wenn  L^  A 
aus  den  beiden  Dreiecken  L^BA  und  L^AC 
durch  den  Sinussati  ausgedrückt  vird,  die 
Gleichung 


€       .  fi  . 

,  ■  sinoi  =  -  . —  sin(y 
sma  sin  y 


OJ) 


die  man  auf  gleiche  Weise  wie  vorhin  umwandeln  kann  in: 

8in(y  —  w)      am{a  +  ß) 


woraus  folgt 

Die  Winkel  (o 
Für  tana 


sinysinco  sinaain/ff 

cot«>  =  cota  +  cotß  +  coty  . 

sind  also  für  lieide  BKOt  ARi>sche  l'uiikte  idemisch. 
^  1,  lakuß  =■  2,  tan*'  ^  3  (vgl.  §  U  Nr.  3|  hat  man 

cottt>  =  ^  .    «>  =  28»  36' 38"  . 


Man  kann  den  Winkel  (o  auch  in  folgender  Weise  konstruieren.  Legt  min 
an  den  Umkreis  des  Dreiecks  in  />'  die  Tan^^ente  (l'ig.  '2M ).  so  bildet  diese  mit 
der  Verlängerung  von  AB  deu  Winket  y.  Zieht  man  durch  C  die  Parallele  zu 
AB,  die  die  Tangente  in  D  schneidet  und  zieht  Djy  senkrecht  zu  AB,  so  ist 
Diy  =  C*C"=  Af.    Dann  ist 

A/y  =  r  4.  /jf  coty  =  Ae  cota  -j-  A^  cotß  -J-  A,  cot  y  , 
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4ftr> 


cQiDAiy  = 


=  cota  +  cotß  +  cotj/ 


Es  i«t  also  Z  DAiy  =  co.  Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst:  ein  Dreieck 
2u  konatniieren  aus  €^  he  und  <o. 

Nach  Formel  4)  in  §  10  Nr.  3  hat 
man  auch 

ai~^  bi  ^ 

4/-  • 


COtCÜ  — 


Femer  findet  man 
cot'o)  =  coi*a*+  cot'ß  -\-  cot*Y 
+  2  (coto  cotß  4-  cota  cot  -r  cotß  cot/) . 

Der  Klammerausdruck  auf  der  rech- 

ten  Seile  dieser  GleichunK  hat  aber  nach 
Forme!  _>)  in  §  9  Nr.  3  den  Wen  l: 

also  tulgt 

COt-<tj  —  COt*a  4^  cot -fi  —  rot  -;-       J  . 

Fügt  man  auf  beiden  Seiten  noch  l  hinzu,  so  kann  man  dieser  Beziehung 

auch  die  Form  geben: 

1       1    .   _L  ,  1 

sinket)      sin*«   '   sin*jtf      sin -;• 


Fig. 


Wt  iii  i  hat  man  auch 

^COta  —  coißy^  +  {cotß  —  cül;')-  -\-  \  coly  —  cota)- 

2  (cot  -  a  -r  cot  -ß  -  cot  'y  \  —  2  —  2  (cot  -oj  —  ->)  . 

T)i<  Summ«-  >1<  r  rirt  i  i  hiadrate  auf  der  linken  Seite  ist  immer  positiv  oder 
Null,  also  ist  in  jedem  Dreieck 

cot-\»>  >  A  ,   0)  <  :u>"  . 

Der  besondere  Fall  io  ^  ii<>"  gilt  für  das  yleichsritiyf  Dreieck. 

6.  Wird  die  Seite  A/i  eim  s  Dreiecks  durch  C  (Fig.  238)  iu  dciu  Teil- 
vcrhaltnis  At" :  C'ß  geteilt,  so  ist 
durch  dieses  die  Lage  von  C  ein- 
deutig bestimmt,  wenn  man  das  Teil- 
verhältnis ]io<»ttiv  oder  negativ  nimnU, 
je  nachd«Mu  C  .mt  ////  Halbst  oder 
ihrer  Verlängerung  liegt.  (\  gl.  Piani' 
mirie  ^  23,  47).  Nimmt  man  AC 
in  positivem  Sinne,  so  ist  dann  C'/i 
in  |)os!tiv('m  fidfr  negativem  Sinne  zu 
nehmen,    in  j«'deni  Falle  ist 

AC  '  C'/y'      A/{  . 

\  rrliitiflet  man  mit  der  uem-n- 
überliegenden  Ecke  C  durch  die  Eck- 
transversale CC,  so  teilt  diese  den  Winkel  in  die  Teile  ACC  und  CCB.  Fällt 
man  von  ./  und  B  auf  CC  die  Senkrechten,  so  haben  diese  das  Verhältnis 
AC :  CB,  folglich  ist 

AC  AC  s\n  ACC 
CB  ~  CB  sinCCB 
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Das  Verhältnis  ,4C' :  CB  der  Dreiocksseitfn  kann  man  als  absolutf  Zahl  anf- 
iassea;  es  wird  also  die  Teilung  des  Winkels  ACB  durch  das  Sinusverhältnis 
seiner  Teile  bestimmt  imd  zwar  in  demselben  Sinne,  wie  das  Teilverbälmis  der 
Seite  AB^  Wenn  die  Tmnsversate  außerhalb  des  Dreiecks  über  die  Seite  CB 
hinaus  fällt,  so  ist  ^  CCB  also  auch  sin  CCB  negativ  sa  nehmen.  Jedenfalls  ist 

ACC^CCB^ACB  . 

Die  beiden  Teile  ACC  v  und  CCB  =  \f  des  Winkels  ACB^y  können 
berechnet  werden,  wenn  das  Teil\ crhältnis  AC':  C'Ii  —  1  :  jl  gegeben  ist  und  die 
Seiten  AC  =      CB  ^  a  bekannt  sind.    Ans  den  Gleichungen 

sino  tt 

sind  tp  xsbA  yf  nach  dem  Verfahren  in  Nr.  4,  Aufgabe  3  zu  bestimmen. 

Zieht  man  in  dem  Dn  Ire  k  dir  drri  Kcktransversalcti  f/l',  BB\  CC\  die  sich 
in  O  schneiden,  so  gibt  die  dreimalige  Anwendung  des  obigen  Satzes: 


AC 

AO 

vinAOC 

CB  ^ 

OB 

sinC'OB 

BA' 

BO 

WiBOÄ 

AC 

OC 

vmA*OC 

CB 

CO 

sin  COH' 

ffA  " 

OA 

sin  B'OA 

Die  Multiplikation  dieser  drei  Gleichungen  hetert  den  Salz  des  C  k\a  {/'lam- 
metric  %  47  Nr.  1) 

AC     BA  CB 
CB  '  AC  '  0A^ 

von  dem  nach  dieser  Ilerleituny  auch  die  Umkehrbarkeit  unmittelbar  eiuleuchtet. 
Liegt  O  auSerbalb  des  Dreiecks,  so  werden  swei  Teilverhältnisse  negativ. 
Nun  gilt  aber  auch: 


AC 

AC 

sin. -/et" 

Cti 

^  CB 

sinC'CÄ 

BA 

BA 

ÄnBAA 

AC 

AC 

mnAAC 

Cff 

CB 

sinCBB 

BA 

'  mnB'BA 

io\^\\cU  ergibt  die  Multiplikation: 

sin  ACC      sin />'.  /.  /'      sin  C 7.7»" 
sinC'C7>  '  sin. /V/T  '  sinAV)'./  ^  ' 

d.  h.  (las  l'rudiikl   der  drei  Sinus\  erliriltnisse   der  'reiluni"   i-^'  ebenfalls  '^li'ich  1. 

Ö.  \'erlauscUl  man  die  beideu  Teile,  in  die  d»T  Winkel  AGB  geteilt  wird, 
indem  man  also  Z  ACC  an  £7?  antragt,  so  erhält  man  die  Gepontransversale  CC 
zur  Kekiraiisversale  C '(  '  (1  i-:.  2;N).     Dann  isl  /  ACC  C"C/i  imd  C'Cß 

^  ACC".  Das  Sinusverhältnis  der  Winkolteitung  erhält  also  den  reziproken 
Wert.  Da 

./(•'       ./(•  /(■(•'       AC"       AC     >iii. /(•(•" 

C'Ji       CJi  '  sinfC/.'  '     C"Ji       CJ!  '  MnC"C7> 
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ist,  80  (olKt,  wenn  man  molüplizieit 

j4C^    AC  ^  AC* 
"CB  *  C'B  ~  CS*  ' 

d.  h.  das  Produkt  der  Teilverhältnisse,  die  zwei  GegeDtransvcrsalen  aut  der  gegen- 
ubeiliegenden  Seite  hervorbringen,  ist  konstant 

Die  Hslbieningslinien  des  Winkels  ACß  und  seines  Außenwinkeb  sind  ihre 
eigenen  Gegentransversalen.   Das  Teilverhältnis  der  Gegenseite  ist 

Die  Gegentransversale  der  Höhe  auf  AB  ist  der  Duicbmeseer  des  Umkreises 
darch  den  Punkt  C. 

Die  Gegentrausversale  der  Mittellinie  heißt  Symmedtane.   Da  für  die  Mittel- 

Unie  der  Seite  AB 

CB 

ist,  so  ist  für  die  Symmediane  CC 

C"B       CB^  ' 

Man  k.iiin  also  diin  h  die  Symmediane  die  Seite  AB  im  Verhäl^B  der  Qua- 
drate der  anstotieuden  Si  itiTi  teilen. 

Schneiden  sich  drei  J-A-kiranüveräalen  in  einem  Punkte  und  konstruiert  man 
zn  jeder  die  Gegentransversale,  so  hat  man  mit  leicht  verständlicher  Bezeichnung 

AC    AC*     AC^      BA  ^  CB"  ^  CB* 

CB  '  C'B      CB*  •    A^C  *  A^C      AC*  '    BfA*  BfA  ~  BA*  * 

folglich  durch  Multiplikation  mit  Berückstchtigung  drs  Satzes  von  CkVA: 

.4C     PA'  Cß" 

C"B  '  A"C  '  /r'A  "  • 

d.  h.  die  Gegentransversalen  schneiden  sich  ehenifalls  in  einem  Punkte;  z*  B.  die 
drei  Symmedianen  im  Punkte  von  LtMOiNE  (von  Grkbk). 

Vertauscht  man  die  beiden  Teile  der  Seite  Aß,  bestimmt  also  einen  Pimkt  C" 
so,  daß  AC—  C"Bt  also  anch  CB  =  AC  wird;  verwandelt  demnach  das  TeiU 
Verhältnis  in  das  reziproke,  80  nennt  man  CC  die  Seitengegentransversale 
zu  CC.    Dann  folgt  aus 

AC  "  AC  sin  ACC  AC  AC  sin  ACC" 
CB      CB  '  ainCCB  '     CB  ^  CB  '  ainCCß 

durch  Multiplikation 


oder 


_  AC^  sin  er  sin  .  /er" 
~  CB*  '  sinC'CB  '  sia CCB 


smACt  '  siuACC"  _  CB' 
7mC'CB  '  smCCB  ^  AC- 


hi  7..  B.  CC'  die  Halbierungslinie  des  Winkels  ACB  oder  seines  AuÜen- 

winkeis,  so  ist  , 

sin^CC 

1  t 


sin  C'CB  ~ 

Seaumnatt  Huidbiwh  der  Mathemstik,  &  Aufl^  Bd.  I.  32 
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Diese  Beziehung  dient  zur  Lösung  der  Aufgabe,  den  Wink»-!  rines  ]  Dreiecks 
innen  oder  aa0en  so  su  teileOt  da0  das  Sinasverbältnis  der  Teilnng  gleich  dem 

Verhältnis  der  Quadrate  der  einschliellenden  Seiten  ist. 

Auch  hier  ist  entsprechend  wie  NOrlu-r  y.n  hinveisen ,  daß,  wonn  ^\r\\  drfi 
Ecktransversalen  eines  Dreiecks  lu  einem  Punkte  schneiden,  sich  auch  die  drei 
Seitengegentransversaien  in  einem  Punkte  schneiden.  Nach  dem  Satze  von  Ceva 
ichneiden  sich  z.  B.  die  nach  den  Berfihrungapnnkten  des  Inkreises  mit  den  Seiten 
gezogenen  Ecktransversalen  in  einem  Punkte,  dem  Punkt  von  Gk.k(;onnk:  die 
Seitensjoyt^ntransversalpft  <iohMn  nach  di  u  Herührungspunktrn  der  drei  Ankreise 
aul  den  eutsprechcndcu  Seiten;  daher  schneiden  sich  auch  diese  m  einem  Pimkte, 
dem  Punkt  von  NagiOj. 

?.  Schneidet  eine  Transversale  die 

r  Seiten   des   Dreiecks  AFC  in   C,  . /',  /T 

(Fig.  2H1)),   so  hat  man,   wenn  mau  AÄ 
zieht,  durch  zweimalige 
Satzes  in  Nr.  6: 


Anwendung  des 


Fig.  239. 

Durch  MullipIIkatioii  brider 
Sinn  der  Strecken  und  Winkel 


CB 

CF 
ITA 


A^S 

CA' 
A'A 


smAAC 
nin  CA'B 

sin  r.4'/r 

sm/rA'A 


Gleichungen  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  den 


oder 


Ar     Cir  CA' 

CB  '  BA  ~  A'ß 


AC  BA  CB_  _ 
CB*  ÄC'  BÄ  ~ 


AC 
BÄ 


Diese  Gleichung  drückt  den  Satz  des  Menelaos  and  seine  Umkehrung  aus 
-(vgl.  J^ammeirk  %  47  Nr.  3).  Der  Sata  bleibt  richtig,  «renn  die  Transversale  alle 
drei  Seiten  in  ihren  Verlingemngen  achneidet;  es  werden  dann  alle  drei  Teit- 
verhältnisse  negativ. 
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Erster  AbschnitL 

Gerade  und  Ebenen. 

§  1.    Die  Grandgebilde  im  Räume.    Gegenseiügc  Lage  vou  Geraden 

und  Ebenen. 

1.  In  Platumtru  §  1  Nr.  4  ist  die  Ebene  bereits  definiert  worden  als  die 
Fläche  von  der  Eigenschaft,  daß  die  Verbindungslinie  irgend  sweier  ihrer  Punkte 
völlig  mit  der  Flac  he  ziisammenfnllt. 

Aus  der  Eriahrung  ist  brkannt,  (iaü  eine  Ebene  hergestellt  werden  kajin 
durch  Hobeln,  d.  b.  dadurch,  daU  eine  Gerade  längs  einer  festen  (i* - 
raden  parallel  verschoben  wird.  Aus  diesem  Axiom  der  Ebene  folgt, 
daß  eine  Ebene  bestimmt  ist  durch  swei  einander  schneidende  Ge> 
rade.  Die  eine  dipscr  Ci-raden  kann  als  <üe  feste«  die  andre  als  die  bewreg» 
liehe  Gerade  angeseht-n  wcrdt  ii. 

Durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  läßt  sich  daher  eine  Ebene  legen; 
allerdings  nicht  mechanisch,  wie  man  auf  der  Ebene  eines  Papiers  mit  Lineal 
nnd  Bleistift  eine  Gerade  ziehen  kann.  Es  ist  vielmehr  ein  Postulat  der 
Stereometrie,  zu  zwei  einander  schneidenden  Geraden  im  Räume»  die  dadurch 
bestimmte  Ebene  sich  vorzustellen. 

Eine  Ebene  kann  nach  allen  Richtungen  unendlich  erweitert  werden  und 
die  in  unendlicher  Ausdehnong  zu  denkende  Ebene  teilt  den  unbegrenzten  Raum 
in  zwei  Teile,  die  zu  beiden  Seiten  der  Ebene  liegen,  so  daß  man  von  einem 
Punkte  des  einen  dieser  Teile  zu  einem  Punkte  des  andf-rn  auf  irL-^cnd  einer 
Linie  nur  gelangen  kann,  indem  diese  Linie  die  Ebene  mindestens  einmal 
schneidet 

Hat  man  durch  zwei  einander  schneidende  Gerade  eine  Ebene  gelegt,  so 

muß  nach  der  Definition  der  Ebene  die  durch  zwei  Punkte  der  Ebene  bestimmte 
Gerade  völlig  mit  der  Ebene  zusammenfallen:  diese  Gerade  ist  eine  Gerade 
der  Ebene.  Verbindet  mau  einen  Funkt  der  Ebene  mit  allen  Punkten  einer 
Geraden  der  Ebene,  so  messen  diese  Verbindungslinien  s&mtlich  Gerade  der 
Ebene  sein.  Daraus  folp;t,  daß  eine  Flbene  auch  erzeugt  wird,  wenn  sich  eine 
Gerade  um  einen  festen  Punkt  dreht,  während  sie  au  i-incr  ffstcn  Gt  raden  gleitet. 
Unter  allen  möjjlichen  Laf»en  der  beweglichen  Geraden  ist  auch  die,  in  der  sie 
der  festen  Geraden  parallel  ist  und  es  folgt  daher:  eine  Ebene  ist  bestimmt 
durch  zwei  parallele  Gerade* 

Umgekehrt  folgt  nun,  daß  zwei  Gerade  einer  Ebene  entweder  einander 
schneiden  oder  parallel  sein  müssen.  Da  man  von  zwei  parallelen  Geraden 
sagen  kann,  daß  sie  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt  all- 
gemein, daß  zwei  Gerade  einer  Ebene  immer  einen  gemeinsamen  Punkt  haben 
müssen. 

Da  die  bewegliche  Gerade  durch  den  außerhalb  der  festen  Geraden  lieiienden 
Punkt  und  einen  beliebigen  Punkt  der  festen  Geraden  bestimmt  ist,  so  ist  eine 
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Kbeiie  auch  bestimmt  durch  «?ine  Gerade  und  i'iiiea  außerhalb  ihr 
liegenden  Punkt.  Endlich  ist  die  feste  Gerade  durch  zwei  Punkte  bestimmt, 
woraus  folgt,  daß  eine  Ebene  bestimmt  ist  darch  drei  nicht  auf  einer 
Geraden  liegende  Punkte.  Drei  Punkte  liegen  also  immer  auf  einer  Kbene, 
der  Ebene  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  sie  sind.  Vier  and  mehr  Punkte 
liegen  im  allgemeinen  nicht  aui  einer  Ebene. 

Am  den  vier  Bestimmungsartea  einer  Ebene  geht  hervor,  da0  zwei  Ebenen 
zusammenfallen,  sich  decken,  wenn  sie  «wet  sich  schneidende  oder  parallele  Ge- 
rade, eine  Gerade  und  einen  auBerhalb  ihr  liegenden  Punkt,  drei  Punkte,  die 
nicht  in  einer  Geraden  liegen,  gemein  haben. 

2.  Zwei  Gerade  im  Räume  liegen  im  allgemeinen  nicht  in  emer  Ebene, 
sondern  nur  dann,  wenn  sie  einen  endlichen  oder  unendlich  fernen  Punkt  gemein 
haben.  Im  allgemeinen  Falle  kreuzen  sie  einander.  Zwei  einander  kreuzende 
Gerade  haben  keinen  endlichen  ndrr  iinnidHrh  fernen  Punkt  trornpin. 

Kinr  Grradr,  dir  nicht  Ocraci«'  ciiK  r  Kbene  ist,  kann  mit  dieser  F'.brnc 
höchstens  ciuea  Punkt  gemein  haben.  Die  Gerade  und  die  Ebene  schneiden 
dann  einander  und  der  gemeinsame  Punkt  heißt  ihr  Schnittpunkt,  geleeentlicb 
Euüpunkt  der  Geraden  oder  Spur  der  Geraden  auf  der  Ebene.  Wctm  eine 
Grradf  ciiu-  Kliciic  .srlincidrt ,  so  muß  es  in  ihr  zti  hcidm  Sritcn  der  Ebene 
Punkte  geben.  Es  ist  aber  aucii  denkbar,  daß  alle  Punkte  der  Geraden  auf  der- 
selben Seite  einer  Ebene  liegen,  daim  können  Gerade  und  Ebene  einander 
nicht  in  einem  endlichen  Punkte  schneiden:  sie  sind  parallel. 

Zwei  Ebenen  1  und  2  (Fig.  240)  kann  man  sich  in  der  Lage  7,tH>in,inder  denken, 
daß  sie  einen  Punkt  A  gemein  haben.    Dann  kann  man  in  der  Ebene  2  von 

einem  beliebigen  Punkte  Af  auf 
-jje  einer  Seite  von  1  eine  Gerade 

durch  A  nach  einem  beliebigen 
Punkte  JV  auf  der  andern  Seit«- 
von  1  ziehen;  ebcnsn  kann  m:\n 
mit  einem  Punkte  J'  von  J, 
der  atif  derselben  Seite  wie  J/ 
liegt,  durch  •  in«'  Gerade  vrr- 
binden,  die  1  in  ^  schneiden 
mnß.  .Somit  haben  1  und  2 
außer  A  noch  B  gemein,  mitltin 
die  Gerade  AB.  Zwei  Ebenen, 
Fif.  MOk  einen  Punkt       «'in  haben, 

milssen  eine  durch  il lesen  Punkt 
gellende  Gerade  gemein  haben;  sie  schneiden  einander  und  die  gemeinsame 
Gerade  beifit  ihre  Schnittlinie',  die  Spur  der  einen  auf  der  andern,  uiMi  wenn 
die  Ebenen  durch  ihre  Schnittlinie  begrenzt  gedacht  werden,  die  Kante.  Mehr 
als  die  Schnittlinie  können  zwei  Ebenen  nicht  gemein  haben:  denn  nimmt  man 
an,  sie  hätten  noch  einen  Punkt  anÜfr  ihr  (,'f'mein.  so  müßt«'n  sie  zusamnxMi- 
lallen.  AuJierdem  ist  es  denkbar,  daß  alle  Punivle  der  einen  Ebene  aut  der- 
selben Seite  der  andern  liegen,  dann  haben  sie  keinen  endlichen  Punkt  gemein, 
die  Ebenen  sind  parallel. 

S.  Die  Kugel  ist  eine  Fliu  lir,  <!rrrii  funkte  von  cinfni  fi  stcii  Punkte  gleich 
weil  entfernt  sind.  Der  feste  Punkt  ist  (ier  Mittelpunkt  «Irr  Kugel  und  die 
Entfernung  jedes  Punktes  der  Kugel  vom  Miitelpiujkt  ist  der  Radius  der  Kugel. 
Die  Kugel  begrenzt  einen  Raum  vollständig,  so  daß  es  unmöglich  ist,  von  einem 
Punkte  innerhalb  der  Kugel  auf  irgend  einer  Linie  nach  einem  Punkte  außer» 
halb  sich  zu  bewegen,  ohne  die  KugelHächr  w mi'^stcTis  einmal  zu  dnrch<«rhneiden. 
Ks  muß  daher  auch  die  Verlängerung  eines  Kugeiradms  über  den  Mittelpunkt, 
die  Kugel  nochmals  schneiden.  Die  beiden  Radien,  die  in  einer  Geraden  liegen. 
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geben  einen  Durchmesser  der  Kuj:-'],  i!f^s, n  Endpunkte  Diametralpvinkto 
sind.  Jede  Ebene,  die  dm  Mitulpuiikt  der  Kugel  enthalt,  schneidet  diese  in 
einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Kugelinittelpunki  und  dessen  Radius  der 
Kngeliadit»  wt  Ein  soldier  Kreis  i»t  ein  i^röfiter  Kreis  der  KngeL  Alle 
||frößten  Kugelkreise  sind  kongruent-  Die  Ebenen  zweier  größter  Kugelkreise 
sduieideti  sich  in  einem  Durchmesser  der  Kogel,  die  Peripherien  der  Kreise  in 
Diametralpunkten  der  Kugel. 

4»  Um  die  Vorstellung  räumlicher  Gebilde  zu  erleichtern,  bedient  man  sich 
auch  in  der  Stereometrie  ebener  Figoien,  die  als  Bilder  der  Gebilde  im  Räume, 
dargestellt  auf  einer  Bild-  oder  Zeichenebene,  aufzufassen  sind.  Die  Methoden, 
ruh  denen  von  einem  gegebenen  ränmlirhcn  Gebilde  in  einer  tjejjehenen  Lage 
ein  ßild  auf  einer  Ebene  gezeichnet  werden  kann,  gibt  die  darstellende  Geo- 
metrie. An  dieser  Stelle  ist  nur  so  viel  sn  bemerken«  daft  man  ein  solches  Büd 
etwa  erhalten  würde  als  Schatten  eines  Drahtgestells,  der  durch  schief  auffallende 
Sonnenstrahlen  auf  eine  weiße  Wand  geworfen  wird.  Daraus  kann  man  folgern, 
daß  ein  Punkt  im  Ratim<'  im  Bilde  wieder  als  l^mkt,  eine  Gerade  wieder  als 
Gerade  erscheint,  daß  demnach  einander  schneidende  oder  parallele  Gerade  im 
Raune  ebensolchen  im  Bilde  entsprechen.  Einander  kreusende  Gerade  dagegen 
müssen  als  einander  schneidende  (irrade  rr^rhrinen.  Daraus  entsteht  eine 
Srhwieriekeit  für  den  Anfanger,  Lagenbezieluinm  u  in  der  ebenen  Figur  richtig 
in  der  Vorstellung  auf  den  Raum  zu  ubertragen.  Namentlich  aber  werden 
Größeubeziehungen  der  Bestandteile  räumlicher  Gebilde  sich  im  Bilde  im  all- 
gemeinen anders  darstellen  als  sie  in  Wirklichkeit  sind.  Die  Längen  von  Strecken, 
die  Größe  von  Winkeln  und  die  Inhalte  ebener  Figuren  im  Räume  erscheinen 
in  dem  ebenen  Bilde  verändert.  Denkt  man  sieh  etwa  eine  Ebene  im  Raimie 
als  begrenzte  RechteckHäche,  so  erscheint  diese  im  Bilde  als  Parallelogramm, 
wie  in  Fig.  240  in  Nr.  2  die  beiden  Ebenen  dargestellt  worden  ^nd:  Die  Gegen- 
seiten bleiben  nämlich  in  der  Figur  parallel,  aber  die  Winkel  erscheinen  nicht 
als  Rechte.  Man  sieht  also  im  allgemeinen  nicht  an  der  ebenen  Figur,  daft 
zwei  Gerade  im  Räume  aufeinander  senkrec  hi  sind. 

Ebenso  erscheinen  gleiche  Strecken  oder  Winkel  oder  ebene  Figuren  im 
Räume  im  allgemeinen  nicht  als  gleich.  Ein  regelmäßiges  Vieleck  erscheint  also 
als  unregelmäßiges  auf  der  Bildebene.  Ein  KrtMs  erscheint  im  allgemeinen  nicht 
als  Kreis,  sondern  als  eine  andre  Kurve,  die  Ellipse,  genannt  wird. 

Knie  ebene  Fifur.  deren  Ebene  der  Bildi*heiie  parallel  sind,  gibt  in  der 
Figur  ein  kongruente.s  Bild,  so  daß  Großen-  und  Lagenbeziehungen  der  Figur  im 
Räume  unverändert  im  Bilde  erscheinen. 


2. 


Gerade  und  Ebene  senkrecht  zueinander. 

A 


1,  Legt  man  durch  eine  Gerade  AB  (Fig.  241) 

zwei  beliebige  Ebenen  und  errichtet  in  jeder  in 
demselben  l'unkte  F  di  r  (leraden  eine  Senk- 
rechte, .so  ist  durch  diese  beiden  Senkrechten 
FC  und  FD  eine  Ebene  MN  bestimmt,  die 
AB  in  F  schneidet.  AB  steht  auf  den  beiden 
Geraden  FC  und  FD  der  Ebene  senkrecht. 

Zieht  man  nun  eine  beliebige  dritte  Ge- 
rade FE  der  Ebene,  trägt  auf  jIB  von  aus 
gleiche  Strecken  FG^  FM  (Fig.  242)  ab,  schnei- 
det ferner  die  drei  Geraden  FC,  FE,  FD  durch 
eine  vierte  Gerade  in  A',  L  und  verbindet  G  und  H  mit  diesen  drei 
punkten,  so  ist 


Schnitt- 
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AGFf  ^/  //F/,  daher  Gl  ^  HI  , 

tGFL^L\HFL,  daher  GL  =  HL  , 

£^GIL  ^AHIL,  daher  Z.GLI^/.HLI  , 

AGLK'^l^HLK,  daher  GK^HK  , 

AGFKi^AHFK,  daher  j^GFK^  /.ffFK  . 

Da  nun  die  beiden  Winkel  Cr/Ä'  und  ///A'  zugleich  in  der  durch  6V/  und 

/A'  bestimmten  Kbene  Nebenwinkel  sind, 
90  muß  jeder  ein  rechter  sein,  d.  h.  GF 
nraJS  senkrecht  auf  FK  stehen. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 
1)  Wenn  ein»'  Oerade  auf  zwei 
Geraden  einer  Ebene  senkrecht 
steht,  so  steht  sie  auf  allen  durch 
ihren  FuBpunkt  flehenden  Geraden 
dieser  Kbene  senkrecht.  F.im-  st)Irh(^ 
Gerad»"  und  rine  solche  Khcne  hcilii-ii 
senkreclit  uder  normal  zueinander.  Es 
ist  häufig  bequem*  die  Gerade  eine 
Normale  der  Ebene,  dit-  Ebene  eine 
Norraalebene  dt*r  Geraden  zw  nennen. 
Zum  Nachweis,  daü  eine  Gerade  zu  einer  Ebene  normal  sei,  f,'enügt  es  also  zu 
zeigen,  daß  sie  auf  zwei  Geraden  dieser  Ebene  senkrecht  ist. 

2.  Der  obige  Satz  gestattet  die  Umkehraog:  2)  Stehen  beliebig  viele 
Gerade  auf  einer  Geraden  in  demselben  Punkte  senkrec  ht,  so  lie^i^en 

sie  in  einer  Ebene-  I)i  ihi  konstruiert  man 
durch  zwei  bcliebiKe  du-ser  Geraden,  FC 
und  FD  (Fi^.  Iii),  die  Ebene«  so  ist  nur 
zu  zeigen,  daß  jede  dritte  dieser  Geraden, 
z.  B,  FF,  in  diese  Ebene  (allen  muß.  Wäre 
dies  nicht  der  Fil!,  so  müßte  die  durch 
AF  und  FE  bestimmte  Ebene  die  Ebene 
FCD  in  einer  von  FE  verschiedenen  Ge* 
raden  F(i  sclinrid-  n.  Da  AF  nun  n\  FC 
und  FD  scnkm  ht  ist,  iiiul  iiiitliiii  auch  zu 
der  Geraden  FG  derselben  Kheiie  senkrecht 
stehen  müßte,  so  j^übe  es  zwei  Gerade  FE 
und  FGf  die  gleichzeitig  auf  AF  in  dem- 
selben Punkte  und  in  derselben  Ebene  AFG  senkrecht  waren,  was  nicht 
möglich  ist. 

AuJ  einer  Geradeu  köuuen  also  im  Räume  unendlich  viele  Gerade  in  dem- 
selben Pnnkte  senkrecht  stehen.  Der  geometrische  Ort  dieser  Senkrechten  ist 
eine  Normalebene  zo  der  etsten  Geraden.    Man  hat  abo  den  Satz  3):  Dreht 

man  finen  rechten  Winkel  um  einen  Schi'ukel,  so  beschreibt  der 
andre  Schenkt^  eine  Kbene.  Dii-  l'rfahrung  lehrt,  daß  eine  Ebene  auch 
aul  der  Drehbank  hergestellt  werden  kann. 

3.  Ist  AB  eine  Normale  einer  Ebene  MN  (Fig.  244),  CD  eine  Parallele 
zu  AB  und  C  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Parallelen,  so  kann  man  in  der  durch 
AB  und  CD  bestimmten  Ebene  die  Geraden  BC  und  BD  /ii4ion,  und  es  ist  CD 
als  Parallele  zu  Aß  wie  diese  zu  BD  senkrecht.  Zieht  man  norh  in  AfN  senk- 
recht auf  BD  in  B  die  Gerade  BFl  —  CD  und  ziehi  /}F  und  C£,  so  ist 
L.BCDy  t\EBD  und  folglich  BC=  DE,  daher  auch  AEBC:±AEDCt  mithin 


Fig.m 
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Fig.  £«4. 


Z  CDE  /_  CIU-:.  Da  nun  F.B  zu  AB  und  BD,  mithin  zu  der  durch  AB 
und  BD  bfstiininten  Kbrne,  also  auch  zu 
der  dritten  Geraden  BC  dieser  Kbene  senk- 
recht ist,  so  folgt,  daS  anch  der  Winkel  CDE 
ein  rechter  sein  muß.  CD  steht  somit  auf 
7\V(M  Geraden  der  Ebene  MN.,  nämlich  auf 
BD  und  ED  senkrecht,  also  gilt  der  Satz: 

4)  Ist  eine  Gerade  normal  zu 
einer  Ebene,  so  ist  auch  jede  ihr 
parallele  Gerade  eine  Normale  der 
Ebene. 

Setzt  man  umgekehrt  voraus,  daü  CD 
ebenso  wie  AB  au  MN  senkrecht  stehe, 
so  ergibt  sich  durch  eine  Beweisführung  in  tmigekehrter  Ordnung  oder  anch 

durch  indirekten  Beweis: 

5)  Normalen  dersrlbrn  Ebrnr  sinri  parallel. 

Hieraus  folgt  noch,  daü  parallele  (ierade   eine  ^eracinsame  Normalebene 
haben,  die  nur  zu  einer  dieser  Geraden  normal  gelegt  zu  werden  braucht  und 

0)  Sind  Gerati«'  parallel  derselben 
(leraden  so  sind  sie  miteinander 
parallel. 

4.  Durch  einen  I'unki  einer  Kbene  gibt 
es  nur  eine  Normale  der  Ebene.  Denn  ist 
BA  in  B  auf  MN  (Fi«.  IM')  senkrecht  und 
BC  ein»»  zweite  Gerade,  die  MN  in  B 
schneidet,  so  muß  die  durch  BA  und  BC 
bestimmte  Ebene  die  Ebene  MN  in  einer 
Geraden  BD  schneiden,  und  da  AB  senk- 
recht auf  BD  stehen  muß,  kann  die  in  der- 
selben Ebene  |jecren<lo  Gerade  BC  nicht 
gleichzeitig  aut  HD  und  also  auch  uichi  auf  der  Ebene  MN  senkrecht  stehen. 

Ebenso  gibt  es  durch  einen  Punkt  aufierhalb  einer  Ebene  nur  eine  Nor- 
male der  Ebene.  Denn  ist  AB  normal  zu  MN  (Fig.  246)  nnd  nimmt  man  an, 
es  sei  auch  AC  eine  Nornialf^  der 
Ebene,  so  würde  din  diircli  AB  und  AC 
bestimmte  Ebene  MN  in  BC  schnei- 
den und  es  müßte  ACB  ebenso  wie 
der  in  demselben  Dreieck  ABC  liegende 
Winkel  ABC  ein  rechter  sein. 

Man  erhält  also  in  beiden  Fälleu 
den  Satz: 

7)  Durch  einen  Punkt  ist  eine 
Normale  zu  einer  Ebene  bestimmt 

In  dem  Falle.  daÜ  der  Punkt  außer- 
halb der  Ebene  liegt  (Fig.  24ü)  ist  der 
Fußpunkt  B  der  Normale  die  Pro- 
jektton des  Punktes  A  anf  die  Ebene;  die  Normale  die  Projizierende 
des  Punktes  A. 

Da  jede  andre  von  A  nach  einem  l'unkte  von  MN  irezniyene  Gerade, 
z.  B.  AC  ab  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ABC  langer  ist  als  die 
Kathete  AB^  so  ist  AB  die  kürzeste  Verbindungslinie  von  A  mit  einem  Punkte 
der  Ebene;  man  nennt  daher  AB  die  Entfernung  des  Punktes  A  von  der 
Ebene. 


Flg.  246. 


Fig.  246. 
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§  3.    Gerade  yenei^jt  zur  Kben<>. 


1.  Ist  eine  Gerade  nicht  senkrecht  zu  einer  Ebene,  so  heiür  sIp  sc  Iii  et 
oder  geneijji  zu  ihr.  Es  sei  AB  (Eig.  247)  eine  Gerade,  die  zu  einer  Ebene  MN 
geneigt  ist,  und  S  ihre  Spur.    Von  swei  beliebii^en  Punkten  C,  D  der  Geraden 


1)  Alle  vnn  I'iinkrf*n  rincr  Gi^r.uhMi  auf  rinf  Khonc  pi  fiillten 
Senkrechten  liejjen  in  eiaer  Ebene;  ihre  Eulipunkle  liegen  m  einer 
durch  die  Spur  der  schiefen  Geraden  gehenden  Geraden. 

Diese  Gerade  ^ff  enthält  die  Projeictionen  aller  Punkte  der  Geraden  Aß^ 
sie  ist  daher  die  Projekt!  i  1  r  Geraden  auf  die  Ebene.  Die  Ebene, 
w«*U-he  die  Projizirrcndi  ii  aller  i'iiiikti.'  von  AB  enthalt,  ist  die  projizierende 
l'^bene  der  Geraden.  Die  Ebene,  auf  welche  die  Gerade  projiziert  wird, 
heißt  Projektionsebene. 

Die  Projektion  einer  Geradm  auf  eine  Ebene  kann  also  gefunden  werden, 
indem  man  die  Projektion  eines  Punktes  der  Geraden  mit  ihrer  Spur  verbindet: 
oder  sie  ist  die  \'f*rhindungslinie   der  Proipktinnrn    zweier  Pnnktr   der  Geraden. 

2«  Der  Winkel,  den  eine  Gerade  mit  ihrer  Projektion  aul  eine  Ebene 
bildet,  heißt  der  Keigon^swinkei  der  Geraden  zur  Ebene;  die  projizierende 
Ebene  der  Geraden  ist  die  Ebene  des  Neigungswinkels.  Der  Neigungs- 
winkel von  /  "  11  .I/  Vil  iu.  2  17)  ist  /  1S.  f  -  n  oder  Z_  ASB' ^  a. 
Da  beide  Supj;lLaiente  sind,  wird  >,'ewöhnlich  der  spitze  Winkel  als  Neifjungs- 
winkel  an};esehen.  Wird  die  Strecke  CD  ~  a  der  Geraden  auf  -I/.V'  projiziert, 
so  ist  Ol/  =■  «t  die  Projektion  von  der  Neigungswinkel  a  entsteht  dann, 
wenn  man  in  der  Ebene  CDIXC  durch  C  die  Parallele  CE  xu  CJ/  sieht  und 
es  ist  Z  £>C£  =-  tu    Da  CT/  =  ä  =  CE  ist,  so  erhält  man 


d.  h.  2)  Man  findet  die  Projektion  einer  Strecke  auf  eine  Ebene,  indem 

man  die  Strecke  mit  dem  Cosinus  ihres  N  ei  g  un  ^^sw  in  k  eis  zur  Ebene 
multipliziert.  Dieser  Cosinus  isr  iK»  der  Projektionsfaktor:  (i.i  er  ein 
echter  Bruch  ist,  so  ist  die  Projektion  einer  Strecke  kleiner  ah  ihre  wahre  Länge. 

S.  Schneidet  die  Gerade  AB  die  Ebene  MN  in  ^  (Eig.  j;4S)  und  projiziert 
man  den  beliebigen  Punkt  C  der  Geraden  in  C  auf  die  Ebene,  so  ist  Z  CSC^  a 
der  Spit/e  Neigungswinkel  der  Geraden  AB  zur  Ebene.  Zieht  man  durch  S 
eine  riTiflrc  Cicradc  .V/)  in  der  Ebene  und  fiillt  in  (irr  ilurch  S.1  und  SP  7m 
legenden  Ebene  die  Senkrechte  C£  auf  S/J,  so  haben  die  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  CSC*  und  CSE  die  Hvpotenuse  CS  gemeinsam:  da  nun  CC  <  CE 
ist,  so  ist  Z  CSC  <  /  CSE,  d.  h. 


Fig.  347. 


seien  die  Senkrechten  CC\  Off 
auf  .\fX  gefällt,  s<j  ist  CC  1'  Dir, 
daher  durch  CC  und  DD'  eine 
Ebene  bestimmt,  die  MN  in 
de?  durch  0  und  jy  gehenden 
Geraden  schneiden  muß.  Da 
in  dieser  Ebene  die  beiden 
Punkte  C  und  D  der  schielen 
Geraden  liegen,  also  aocii  diese 
selbst  ihrer  ganzen  Erstreckung 
nach  in  diese  Ehnif  fällt,  so 
muÜ  auch  .V  in  üir  niid  somit 
in  der  Schnittlinie  C' 0  liegen. 
Die  Punkte  5i  C,  1/  liegen  also 
in  einer  Geraden.  Hieraus  folgt: 


d  —  ff  cos« 
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.i)  Der  spitze  NeiKUfiKSwinkel  einer  Geraden  zu  einer  Eh«'n<'  ist 
der  kleiuüte  Winkel,  den  die  Gerade  mit  irgend  einer  Geraden  der 
Kbene  bildet. 


4,  Zi<  hi  mrin  durch  S  in  der  Khrtu*  ALV  die  Gerndr  SP^  symmetrisch 
zu  .SY)  m  Hezuj;  luf  SC,  so  daü  /  l)^SC'  -  ^  DSC  und  JälU  von'c  das  Lot 
t/i,  aui  .SV?,,  so  ist  CSE^  ^CSEi,  daher  SE  -  S£^  und  EC  =^  E^C\ 
also  ist  A  CCE  ^  CCE^  ♦  weil  beide  rechtwinklif^  sind,  womo«  CE  =»  CE^ 
foliit.  Damit  ercibt  sich,  daü  '  CSE^lLCSE^,  daü  also  AS  i  I  /'S  und  DyS 
j;!eiche  Winkel  liildrt.  Krrichtet  man  daher  in  .V  zu  .SC  in  di  r  Kbene  die 
Senkrechte  GG^,  so  muLi  auch  £_  CSG  =  /,  CSGf  s«'in.  Diese  Winkel  sind  aber 
in  der  durch  -7^'  und  GG^  bestimmten  Ebene  Nebenwinkel  und  daher  jeder 
ein  rechter.   Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

4)  Jede  zu  einer  Ebene  f,'eneii;te  Gerade  ist  senkrecht  zu  der- 
jenigen (leradrn  der  Kbene,  die  aui  ihrer  Projektion  in  ihrer  Spnr 
senkrecht  steht. 

Jede  Gerade,  die  eine  Ebene  schneidet,  bildet  also  im  allgemeinen  immer 
mit  zwei  Geraden  der  Ebene,  die  durch  ihre  Spur  flehen,  gleiche  Winkel:  mit 

einer  Geraden  einen  rechten  Winkel.  Bildet  sie  mit  drei  Geraden  der  F.bene 
gleiche  Winkel,  so  können  diese  nur  rechte  sein  und  die  Gerade  ist  eine  Nor- 
male der  Ebene, 

5.  Rs  folgen  femer  aas  dem  vorheigehenden  die  Sätze: 

öl  Fällt  man  von  einem  Punkte  C  außerhalb  einer  Ebene  M.V  die  • 
S  !•  II  k  r '  <•  Ii  !  <•  CC  auf  dif  !lh*'nr-  und  von  dt*ni  FnüpnnktP  C  dlr*;er 
fieraden  die  Senkrechte  C'E  aui  nne  beiiebipe  in  der  Kbene  Ii ej» ende 
Gerade  SD,  so  steht  die  Verbindungslinie  des  Fußpunktes  £  dieser 
zweiten  Senkrechten  und  des  aufierhalb  der  Ebene  angenommenen 
Pnnktes  yt  senkrecht  zu  der  Geraden  SD. 

Ks  ist  nämlich  in  diesem  Falle  SD  die  zu  der  Projektion  CE  von  CE  in 
E  senkrecht  stehende  Gerade. 

6)  Fällt  man  umgekehrt  von  einem  Punkte  C  außerhalb  einer 
Ebene  MJV  die  Senkrechte  CC  auf  die  Ebene  und  außerdem  die 
Senkrechte  CE  auf  eine  beliebige  in  der  Ebene  liegende  Gerade  SD, 
so  steht  die  Verbindungslinie  C£  der  Futtpunkte  senkrecht  zu  der 
Geraden  SD. 

Ist  daher  außer  dem  NViijungswinkcl  a  (Fig.  24S)  Z.  CSD  =  (i  gegeben 
imd  soll  man  den  Winkel  CSE  ^,  den  SA  mit  SD  bildet,  berechnen,  so  hat 
man  aus  rechtwinkligen  Dreiecken 


Fig.  24H. 


folglich  ist 


und  ebenso 


SE  —  SC *cosß^  SC*  cos«  cos/fif 
SE     SC*  cosy  , 

coay  -  Cosa  cosfp 
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7)  Fällt  man  von  einem  Punkte  C  auLlt-rhalb  einer  Khene  .I/.V 
die  Senkrechte  CC  auf  eine  beliebige  Gerade  SD  dieser  Ebene,  er- 
richtet in  dieser  auf  SD  die  Senkrechte  im  Foßpankte  E  der  ersten 
Senkrechten  und  fällt  endlich  von  C  auf  die  zweite  Senkrechte  die 
Senkrechte  6'C",  so  steht  diese  senkrecht  zu  der  F.heiie 

Der  letzte  Satz  gibt  eine  Auflösung  der  Aulgaben:  Aul  eine  gegel»ene 
Ebene  von  einem  Punkte  die  Senkrechte  zu  fällen;  eine  Senkrechte  in  einem 
);egebenen  Punkte  der  Ebene  auf  dieser  au  errichten. 


§  4.    Gerade  und  Ebene  parallel. 

1.  Legt  man  durch  eine  Gerade  AB,  die  eine  Khene  .J/.\'"  in  .S"  schneidet, 
eine  zweite  Ebene,  so  muß  diese  die  erste  schneiden,  und  die  Sclmiiiiinie  beider 

Ebenen  muß  durch  die  Spur  .ST 
■fi^...  -     ^    .  der  Gera<Ien  .!/>'  uehen.    Ist  die 

Gerade  AB,  diircli  die  rinc  die 
iilberie  A/A'  hl  CD  schneidende 
zweite  Ebene  gelegt  worden  ist,  die- 
ser Schnittlinie  parallel  (Fig.  249), 
so  kann  sie  auch  die  Ebene  MN 
^  Flg.Mt.  nicht  schneiden.    Hiermit  ist  be- 

wiesen, daß  eine  (ierade  so  zu 
einer  Ebene  liegen  kann,  daß  sie  in  ihrer  ganzen  Etstreckung  keinen  Punkt  mit 
der  Ebene  geroein  hat  Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Gerade  und  die  Ebene 
seien  parallel. 

Kfi  gilt  demnnch  der  Sitz: 

1)  Ist  eine  außerhalb  einer  Ebene  liegende  Gerade  einer  Geraden 
dieser  Ebene  parallel,  so  ist  sie  der  Ebene  parallel. 

2)  Ist  eine  Gerade  AB  einer  Ebene  it/ÜV  parallel,  und  schneidet 

eine  durch  AB  geletzte  zuiite  Kbene  die  erste,  so  ist  dir  Sch  n  i  t  tl  in  i 
7,n  AB  parallel.     Da  n.indu  ti   licidf»   Geraden    in   derselben  Hillseben'*  lii'gen, 
so  können  sie  einander  nicht  kreuzen;  liatten  sie  aber  einen  Huukt  gemein,  so 
müßte  AB  gegen  die  Voraussetxnng  diesen  Punkt  auch  mit  MN  geroein  haben. 

.■\U9  dem  vorigen  ergibt  sich  zugleich  die  Auflösung  der  Aufgabe:  Zu  einer 
g«'^'ebe!ien  Kbene  durch  einen  außerhalb  <^'ct:p!>(MieM  Punkt  eine  l'ar;Ulele  au  ziehen. 
Man  sieht  em,  daß  unendlich  viele  solche  Parallelen  muglich  smd. 

Umgekehrt  lassen  sich  auch  durch  jeden  außerhalb  einer  Geraden  ge- 
gebenen Punkt  unendlich  viele  zu  dieser  Geraden  parallele  Ebenen  legen,  denn 
in  der  durch  die  Gerade  .//>'  uml  dm  l'unkt  C  bestimmten  Kbene  (Fig.  L'49) 
läßt  sich  durch  C  füe  AB  parallele  Gerade  ziehen,  und  jede  durch  diese 
gelegte  Ebeue  muß  zu  AB  parallel  sein. 

Ist  eine  Gerade  AB  einer  Ebene  MN  parallel,  so  fällt  jede  Gerade,  die 
durch  einen  Punkt  dieser  Ebene  parallel  zu  AB  gelegt  werden  kann,  ihrer  ganzen 
Erstreckung  nach  in  diese  F.bene. 

2.  W)  Alle  von  Punkten  ein»T  Geraden  AB  nach  einer  ihr  paral- 
lelen Ebene  gezogenen  und  unter  sich  parallelen  (ieraden  liegen  in 
derselben  Ebene;  denn  legt  man  durch  AB  (Fig.  219)  tmd  eine  dieser  Ge- 
raden AC  die  Ebene,  so  muß  jede  andre  dieser  Geraden,  z.  B.  BD,  in  diese 
Ebene  fallen,  d  i  «'>nst  die  vnn  ihr  vi  rv<  liicd« m-  durch  die  Parallelen  AC  und  BD 
bestimmte  Ebene  gleichwohl  mit  ihr  die  (»erade  AB  und  den  Punkt  C  gemein- 
schaftlich haben  würde,  was  nicht  möglich  ist. 
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Die  Spuren  di'r  f^riiannten  parallpifii  Geraden  in  der  Ebene  licucii  also  in 
einer  Geraden,  und  die  zwischen  Aß  und  MN  liegeudeu  Streckea  der  Parallelen 
sind  gleich  lang:  AC—ßD. 

Insbesondere  liegen  also  auch  alle  von  Punlcten  einer  zu  einer  Ebene 
paralU'len  Geraden  AB  auf  diese  Kbi  nt'  gefällten  Senkrechten  in  einer  Khene 
und  sind  gleich  lang,  oder  alle  Punkte  einer  Parallelen  zu  einer  Ebene  haben 
von  der  Ebene  dieselbe  Entferuungi  die  man  die  Entfcrnuag  der  Parallelen 
von  der  Ebene  nennen  kann. 

Daran»  folgt  anch: 

4)  ist  eine  Gerade  einer  Ebene  parallel,  ao  ist  sie  ihrer  Projektion 

auf  die  Ebene  parallel. 

Daher  ist  der  Neigungswinkel  einer  Parallelen  zu  einer  Ebene  a  =[0  und 
es  folgt  nach  §  3  Nr.  2  für  die  Projektion  ^  einer  zur  Ebene  parallelen  Strecke 
a :  «i'-s  a;  d.  h.  die  Projektion  ist  gleich  der  wahren  Länge  der  Strecke. 

3.  Jede  zu  einer  Ebene  parallele  Gerade  kreuzt  sich  mit  jeder  ihr  nicht 
parallelen  Geraden  dieser  Ebene.  Sind  umgekehrt  zwei  einander  kreuzende 
Gerade  AB  und  CD  gegeben  (Fig.  250), 
so  läßt  sich  durch  jede  der  beiden  eine 
zu  der  andern  parallele  Ebene  legen;  denn 
konstruiert  man  zunächst  durch  CD  und 
einen  beliebigen  Punkt  E  von  Aß  eine 
HiUsebene,  zieht  in  dieser  durch  E  die 
Parallele  FG  zu  CD  nnd  legt  dann  die 
Ebene  JAV  durch  AB  und  EG,  so  muß 
MN  p;irallel  zu  CD  sein,  da  CD  i)aral)e| 
zu  EG  ist.  Nimmt  man  statt  des  beliebig 
gewählten  Punktes  E  auf  AB  irgend  einen 
andern  Punkt  an,  so  erhält  man  dieselbe 
Ebene  MX  wie  vorher,  da,  wie  oben  gezeigt,  jede  zu  CD  parallele,  durch  einen 
Punkt  von  .\fX  gehende  Gerade  ganz  in  J/.V  liegen  muß.  Es  ist  also  durch  AH 
auch  nur  eine  zu  CD  parallele  Ebene  möglich;  diese  ist  der  geometriiH:he  Ort 
aller  durch  je  einen  Punkt  von  AB  gehenden  und  zu  CD  parallelen  Geraden. 

Denkt  man  sich  ferner  von  allen  Punkten  der  Geraden  CD  die  Senkrechten 
auf  AL\'  gefällt,  deren  geometrischer  Ort  nach  dem  nhieen  eine  Ebene,  die 
projizierende  I'.bene  von  CD  auf  J/jV  ist.  so  muü  die  SchniitÜnfe  dieses 
Ortes  mit  JA V,  d.  i.  die  Projektion  von  CD  aul  MA,  die  kreuzende  Gerade 
in  einem  Punkte  E  schneiden.  Die  von  einem  Punkte  H  der  Geraden  CD  auf  MN 
gefällte  Senkrechte,  (leren  PnUpunkt  E  ist,  steht  zu  gleicher  Zeit  auf  beiden 
sich  kreuzi'nden  (Jeraden  .  //>',  CD  s'enkri  <  ht  und  ist  die  eirizi'^e  Gerade,  die  dii  se 
Eigenschaft  hat.  Sie  ist  zugleich  die  kürzest«'  Gerade,  die  zwischen  den  sich 
kreuzenden  Geraden  gezogen  werden  kann,  denn  ist  ßD  irgend  eine  andre 
solche  Verbindungslinie,  so  ziehe  man  DG  parallel  zu  NE  und  kann  dann  leicht 
zeigen,  daß  Dß  größer  als  DG,  DG  aber  gleich  HE  ist  Dir  zu  zwei  einander 
kreuzenden  Geraden  Aß,  CD  :^leichzeitig  senkrecht  stehende  V  erbindungslinie 
vou  zwei  i'uukteu  dieser  Geraden  wird  daher  der  kürzeste  Abstand  der  beiden 
sich  kreuzenden  Geraden  genannt  Er  ist  gleich  dem  Abstand  jeder  dieser  Ge- 
raden von  der  zu  ihr  parallelen  durch  die  andre  gehenden  Ebene. 


§  5.    Parallele  Ebenen. 

]•  Sind  xwei  Ebenen  zu  derselben  Geraden  normal,  was  nach  §  2  nur 
dann,  wenn  die  Ebenen  die  Gerade  in  \erM  luedenen  Punkten  schneiden,  dann 
aber  immer  möglich  i'^t,  so  würde  die  Anaahme,  daß  die  beiden  Ebenen  einen 
Punkt  C  gemein  hätten,  mit  Hille  der  durch  die  senkrechte  Gerade  Aß  und 
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den  Punkt  C  bfstimnUen  Flhcne  auf  dif  Folpjenincr  führen,  <I;iC  in  Hiespr  7\vpi 
Gerade  AC,  BC  möglich  seien,  die  beide  zu  derselben  (ieraden  senkrt  rlit  waren 
nnd  einander  gleichwohl  in  einem  Punkte  C  schnitten.  Da  dies  unnui^lich  ist, 
«o  können  die  erstgenannten  Ebenen  in  ihrer  unendlichen  Erstreckang  keinen 
Punkt  gemein  haben.  Hiermit  ist  die  Möglichkeit  paralleler  Ebenen  erwiesen 
und  der  Satz  gefunden: 

1)  Ebenen  sind  parallel,  wenn  sie  zu  derselben  Geraden  nor- 
mal sind. 

2«  Setzt  man  umgekehrt  voraus,  daß  z^'ei  gegebene  l'.bencn  MN  nnd  PQ 

parallel  scinn,  und  zieht  man  in  jrdor  F.hrnc  cinr  Cicradr,  so  könnrn  dicsp  Ce- 
raticn  nur  parallel  sei»  oder  einander  kreuzen,  denn  jeder  L;emeinschatllii  It^ 
i'unkt  müßte  auch,  entgegengesetzt  der  Vorauss«-tzung,  den  Kb<-nen  gemein- 
schaftlich sein.  Das  erste  findet  statt,  wenn  durch  die  beiden  Geraden  eine  dritte 
Ebene  gelegt  werden  kann.    Man  hat  somit  den  Satz: 

2)  Paralli'le  Khi  nen  werden  von  jeder  sie  schneidenden  Ebene 
in  Parallelen  geschnitten. 

Dagegen  kann  nicht  umgekehrt  behauptet  werden,  daß  Ebenen,  die  von 
einer  andern  Ebene  tu  Parallelen  geschnitten  werden,  parallel  sein  mü0ten,  da 
es  offenbar  möglich  ist,  durch  jede  von  zwei  parallelen  Geraden  einer  Ebene 
und  einem  Punkt  außerhalb  der  Ebene  eine  Ebene  jw  legen. 

3»  üm  die  Lagen  einer  Geraden  gegen  zwei  parallele  Ebenen  allgemein 
zu  anterenchen,  nehmen  wir  zunächst  an,  daß  die  Gerade  ganz  in  der  einen 

Ebene  liege.  Es  ist  klar,  daß  sie  in  diesem  Falle 
der  andern  Ebene  parallel  sein  muß,  und  daß  also 
von  ihr  die  Sätze  {»elfen,  die  in  ^  4  von  den  zu 
einer  Ebene  parallelen  Geraden  t)ewiesen  sind.  Um- 
gekehrt muß  jede  Gerade,  die  durch  einen  Punkt 
der  einen  von  zwei  p  irallt  Im  l'benen  parallel  zu  der 
andern  gelegt  wird,  ganz  in  dir  «Tste  fallen:  denn 
ist  A  ein  I'unkt  der  zu  PQ  parallelen  Ebene  AfX 
(Fig.  251),  AB  eine  zu  PQ  parallele  Gerade,  und 
legt  man  durch  AB  eine  Ebene,  die  PQ  in  CD 
schneidet,  so  ist  AB  parallel  zu  CD,  gleichzeitig 
aber  auch  die  Schnittlinie  AR  der  Ilillsebene  und 
der  Ebene  MN  parallel  zu  CX>.  Da  aber  in  dieser 
Hilfsebene  durch  A  nur  eine  Parallele  zu  CD  ge- 
legt werden  kann,  so  muß  AB  mit  AE  zusammenfallen. 

Da  sich  ferner  durch  jeden  Punkt  A  außerhalb  einer  Ebene  PQ  eine  zu 
der  von  A  nnf  PQ  gefällten  senkrechten  Geraden  senkrechte,  also  eine  zu  PQ 
parallele  Ebene  legen  läßt;  so  folgt: 

4i  3)  Der  geometrische  Ort  aller  Geraden,  die  sich  durch  einen 
Punkt  außerhalb  einer  Ebene  zu  dieser  parallel  ziehen  lassen«  ist 

eine  zu  dies^i  r  Kbene  parallele  Kbene. 

Daher  muß  auch  die  Kbene  von  zwei  emander 
schneidenden,  derselben  zweiten  Ebene  parallelen  Geraden 
dieser  zweiten  parallel  sein. 

Insbesondere  sind  also  auch  die  Ebenen  ZK'eier  Winkel, 
deren  Sch»'nk(d  paarw-ds  |iar;illel  lanfen.  parallel. 

Sind    die    Schenkel    dieser    Winkel    ABC    und  DEF 
(l  ig.  252)  gleichgerichtet  und  trägt  mau  auf  jedem  Paar  vom 
Scheitelpunkt  aus  gleiche  Strecken  BA^ED^  BC^EF  ab, 
Ffg.tfft  kann  man  «lurch  Verbindung  von  A  mit  C  und  von  D  mit  /' 

zwei  Dreiecke  ABC,  DEF  erhalten,  forner  durch  BC  und  FF 
einerseits  und  durch  BA  und  ED  andrerseits  je  eine  Kbene  legen  und  in  diesen 
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Parallele  Ebenen. 


r>ii 


A 

/ 


z 


/ 


Flu. 


die  VerbtndnngsUnien  C/"  und  AD,  sowie  die  ihnen  gemeinaame  Strecke  BE 

ziehen.  Dann  sind  BLEE  und  I^ADE  X'icrt'cke,  in  (icnt'n  zwei  St-itcn  parallel 
iiiul  u'leich  sind,  also  Parailclni:rarnmf,  daher  ist  auch  CE  parallel  und  gleich  ßJii 
und  AD  parallel  und  gleich  BE.  Hieraus  folgt 
weiter,  daß  aach  CF  nnd  AD  nntereinander  parallel 
und  gleich  sind,  daß  also  ACED  ebenfalls  ein 
Parallelojn'.imTn  ist.  Mithin  ist  .iC  DE,  also  die 
in  den  drei  Seiten  überein.stimmenden  Dreiecke  ABC, 
DEE  kongruent,  also  endlich  die  entsprechenden 
Winkel  ABC  nnd  DBF  einander  gleich.  Man  hat 
also  den  Satz: 

1*  Winkel  im  Räume,  deren  Schenkel 
parallel  und  gleichgerichtet  sind,  sind  ein- 
ander gleich. 

Sind  beide  Schenketpaare  entgegengesetzt  ge- 
richtet, so  ist  jeder  dieser  Winkel  Scheitelwinkel  zu 
einem  solchen,  dessen  Schenke!  paarweis  denen  des  andern  parallel  und  gleich- 
gerichtet sind,  also  gilt  in  diesem  lalle  derselbe  Satz.  Sind  aber  die  Schenkel 
BA^  ED  (Fig.  25B)  des  einen  Faares  gleich- 
gerichtet, die  <i 'S  andern  Paares  BC,  EF  ent- 
cpengesetzt  gerichtet,  so  ist  Al^C  Nebenwinkel 
eines  dem  Winkel  /V.V-  gleichen,  beide  ergäD2en 
also  einander  zu  zwei  Rechten. 

4.  £8  sei  femer  eine  Gerade  angenominen, 
welche  die  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  MN% 
PQ  (Fi'f:.  'i.'JI  schneidet.  Die^e  muß  dann  auch 
die  andre  Kbene  schneiden.  Ks  sei  nun  zunächst 
die  Gerade  AB  senkrecht  su  MN  in  B  und  treffe 
PQ  in  C  Man  siehe  in  MN  durch  B  zwei  be- 
liebige Gerade  BE,  BE,  lege  durch  AD  und  BE^ 
sowie  durch  AD  und  BE  je  ««ine  Kbene,  bestimme 
die  Schnittlinien  CG^  CJl  dieser  Kbencn  mit  PQ^ 
SO  ist  CG  parallel  sn  BE^  CH  parallel  in  BF* 

Da  nnn  BE  und  BE  beide  zu  AB  senkrecht 
stehen,  da  AB  senkrecht  auf  MN  i'-;t,  so  müssen 

auch  CG  und  CH  beide  zu  AC  senkrecht  sein,  und  hieraus  folgt  wieder,  dali  AC 
auch  senkrecht  zu  der  Ebene  PQ  ist.    Der  su  gefundene  Satz: 

5)  Steht  eine  Gerade  senkrecht  zu 
einer  Ebene,  so  steht  sie  auch  senkrecht 
Ztt  jeder  parallelen  Ebene,  ist  die  Um- 
kehrung des  Satzes  1). 

Ist  femer  AD  schief  zu  MN  in  B  (Eig.  255) 
und  trifft  die  za  MN  parallele  Ebene  PQ  in  C, 
so  kann  man  von  einem  beliebigen  Punkte  A 
dieser  Geraden  die  Si mkrechte  AE  auf  \fN  fällen, 
die  dann  nach  dem  vorigen  Satze  auch  senkrecht 
zu  PQ  stehen  maß.  Legt  man  nun  durch  AD 
und  AE  die  Ebene,  so  sind  ihre  parallelen  Schnittp 
linien  BE,  CE  mit  MN  tmd  PQ  di«?  Projektionen 
von  AD  auf  diese  Ebenen,  und  die  N'fit;une«wjnktd 
ABE,  ACE  sind  als  korrespondierende  Winkel  an 
Parallelen  einander  gleich.    Es  ei^bt  sich  also: 

6)  Jede  Gerade,  die  parallele  Ebenen  schneidet,  bildet  mit  ihnen 
gleiche  Neigungsvinkel. 
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Daraus  folgt,  daÜ  die  Projektionen  einer  Strecke  auf  paralhli-  Khrneii 
einander  gleich  sind;  oder  daü  die  Projektion  einer  ebenen  Figur  in  Gestalt  und 
Grdße  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Projektionsebene  parallel  verschiebt. 

5.  Zieht  man  mehrere  Gerade,  die  iwei  parallele  Kbenen  schneiden  und  be- 
trachtet ihre  zwischen  den  Ebenen  liependen  Abschnitte,  so  fnufef  man  /itnärhst.  daß 
7)  parallele  Gerade  zwischen  parallelen  Ebenen  gleich  lang  sind; 
denn  durch  je  zwei  solche  Gerade  laüt  sich  eine  Ebene  legen,  welche  die 
parallelen  Ebenen  in  Parallelen  schneiden  muß,  so  daß  ein  Parallelogramm  ent- 
steht, in  dem  jene  Geraden  Gegenseiten  sind*  Da 
nun  alle  auf  einer  Ebene  senkrechten  Geraden  parallel 
sind,  so  erhält  man  insbesondere  den  Satz:  Senkrechte 
Grerade  zwischen  parallelen  Ebenen  sind  gleich  lang; 
die  Länge  einer  solchen  kann  man  die  Entfernnng 
der  parallelen  Ebenen  nennen. 

Die  senkrechten  Geraden  zwischen  parallelen 
Ebenen  sind  die  kürzesten  Strecken,  die  man  zwischen 
diesen  xiehen  kann;  denn  ist  AB  (Fig.  256)  eine  senk- 
rechte, CD  eine  beliebige  schiefe  Strecke  zwischen 
zwei  parallelen  Khcnen,  wobei  Aß  und  CD  in  einer 
Ebene  liegen  oder  auch  einander  kreuzen  können,  so  fälle  man  von  C  die  Senk- 
rechte CE  auf  die  andre  Ebene,  dann  ist  CD^  C£,  CE  —  Aß,  also  CD~>AB. 

Ist  AB  <t  die  Entfernung  der  parallelen  Ebenen,  b  die  Länge  und  a  der 
Neigungswinkel  CDE  von  CD  gegen  eine  dieser  Ebenen,  so  ist 

smo 

Es  sind  also  Strecken  zwischen  parallelen  Ebenen  nicht  nur  gleich,  wenn 
sie  parallel  sind,  sondern  schon,  wenn  sie  gleidie  NetKungswinkel  mit  den  Ebenen 
bilden. 


Fig.m 


§  6.    Zwei  einander  schneidende  Ebenen. 

1.  Schneiden  sich  zwei  Ebenen  1  und  2  in  der  Geraden  AB  (Fig.  257), 
und  errichtet  man  in  einem  Punkte  O  ihrer  j^ctinittlinie  in  jeder  Ebene  eine 

Senkrechte:  OM  und  ONy 
so  ist  der  Winkel  MON  un- 
abhängig von  der  Lage  des 
rniikti  s  O  auf  AB.  Denn 
maclite  man  dieselbe  Kon- 
struktion für  einen  andern 
Punkt,  so  würden  die  Schen- 
kel dieses  Winkels  denen  des 
ers'fn  in  'gleichem  Sinne  pa- 
rallel sein,  der  zweite  Winkel 
wäre  also  nach  Satz  4)  in 
§  o  Nr.  3  gleich  dem  ersten. 

Der  Winkel,  den  die  liej- 
den  S(?nkrechten  zur  Schnitt 
linie   der  Ebenen   OiM  und 
ON  miteinander  bilden,  heißt  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen. 

Da  OM  und  OJS,^  eine  Normalebene  zu  AB  bestimmen,  so  ist  die  Ebene 
des  Nei  mmg.swinkels  zweier  Ebenen  normal  zu  ihn'r  Schnittlinie.  Als 
Neigtinuswinkel  kann  der  spitze  Winkel  zwischen  OAi  und  OxV  oder  sein  stumples 
Supplement  betrachtet  werden. 


Fig.9B7. 
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Zwei  einauder  äcnneidende  Ebenen. 


In  dem  besoi  !    i  Falle,  daß  der  Neigtuigswiiikel  der  beiden  £benen  ein 
rechter  ist,  die  beiiit-it  P^benen  also  normal  zneinander  sind,  mafl  NO  nicht  nor 
auf  AB  (Fig.  2ri8),  sondern 
anch  auf  OM  mitbiii  auf 
der  Ebene  1  senkrecht  sein. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

1 )  K  i  n  e  Ebene  ist 
aui  einer  zweiten  uor- 
malt  wenn  sie  eine  Nor- 
male der  zweiten  Ebene 
in  sich  enthält. 

So  ist  z.  B.  die  pro- 
jizierende Ebene  einer  Ge- 
raden 3  Nr.  1)  normal 
zur  l*roj<  ktif)iisebene. 

•2.  Da  ON  (Fig.  JäT) 
auf  der  Geraden  AB  der 
Ebene  1  senkrecht  steht  und  auch  OM  mit  dieser  einen  rechten  Winkel  bildet, 
80  ist  OM  die  Projektion  von  ON  vmA  die  Ebene  1  <Sati  7)  in  §  3  Nr.  5);  die  von 
einem  Punkte  P  von  ON  auf  die  Ebene  1  gefällte  Senkrechte  muß  also  ihren 
Fußpunkt  y  in  der  (Jrrrulrn  0\f  habon  und  PP'  selbst  rouü  in  der  Ebene  des 
Neigungswinkels  MOS  ciulialten  sein.    Daraus  folgt: 

2)  Um  den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  zu  erhalten«  f&Ut  man 
von  einem  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Senkrechte  auf  die  andre 
Ebene  nnd  i-inc  S  r  n  k  rech  t  e  auf  die  Sclmi  f  1 1  i  n  i  c  beider  lvben<"n.  Dir 
Verbiudungsiini*'  ilt-t  Fußpunkte  beider  Senkrechten  bildet  mit  diesen  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  dessen  Ebene  die  Ebene  des  .Neigungswinkels  der  beiden 
Ebenen  ist  und  das  selbst  den  spitzen  Neigungswinkel  in  sich  enthält. 

Da  die  Ebene  MON  die  Normale  PP'  zu  1  und  ebenso  eine  von  einem 
Punkte  der  Geraden  0^f  auf  O.X  gefällte  Senkrechte,  die  nrmnal  7X\  2  sein 
muU,  in  sich  enthält,  so  ist  sie  normal  auf  beiden  Ebenen  und  man  erhält 
den  Satz: 

3)  Ist  eine  Ebene  auf  zwei  sich  schneidenden  Ebenen  normal,  so 

ist  sie  auch  normal  zur  Schnittlinie?,   aus  dem  noch  folgt: 

4)  Dir-  Ebene  des  Neigungswinkeis  zweier  Ebenen  ist  eine  Normal- 
ebene  zu  beiden  Ebene n. 

Fällt  man  nun  von  einem  Punkte  Q  außerhalb  zweier  sich  schneidender  Ebenen 
(Fig.  2r»!>)  die  Senkrechten 
QQ'  und  Q</'  auf  die  Vhr- 
nen,  so  ist  durch  diese 
beiden  Normalen  die  Ebene 
des  Neigungswinkels  beider 
F.hfinMi  bestimmt.  Schnci- 
dri  diese  die  Schnittlinie 
AB  in  O,  so  ist  Q'0</' 
der  Neigungswinkel.  Da 
nun  die  Schenkel  der  Win- 
k<'l  bei  Q  auf  denen  der 
Wink»!  hf'i  O  senkrecht 
stehen,  so  hat  man  den  Satz: 

.0)  Die  Winkel,  die  Fig. m 

zwei   Norm  a  1  e  n    z  w  e  i  e  r 
sich    sch nr  i (i (•  ri d  e  ti    Ebenen  l>ilt 
Winkeln,  di«*  die  beiden  FJm  ik n 


-Ii,  >irid  f  n  isprechend 
iiiiinnander  bilden. 

ScULOtMtLcus  ilanUkuch  der  MAthtmatik,  2.  Aull.,  Bd.  I. 


gleich  den 
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3,  In  I  ii;.  2"  7  S.  512  ist  clor  rechte  Winkel  .-iOP"  als  Projektion  des 
rechten  Winkels  .lOP  zu  beuachteu;  es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

6)  Die  Prüjektiotk  eines  rechten  Winkels  ist  vieder  ein  rechter 
Winkel,  wenn  ein  Schenkel  in  der  Projektionsebene  lie^t. 

Mit  Hilfe  des  Zusatzes  zti  6)  in  §  5  Nr.  4  läßt  sieh  die  Geltung  dieses 
Sntzrs  dahin  erweitern,  daü  er  noch  pill,  wenn  ein  Schenkel  des  rechten 
Winkeis  parallel  der  Projektionsebene  isL 


C 


Lie^t  die  Grundlinie  AB  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  260)  in  der  Projj-ktions- 
ehene,  so  erhält  man  die  Projektion  des  l'>rrierk=;,  w«'nn  man  die  Projektion  C 
der  Spitze  C  mit  A  und  ß  verbindet.  Zieht  man  die  Höhe  CD  h  des  Drei- 
ecks ABC  und  verbindet  D  mit  C  so  ist  Z  CDC*  =  e  der  Neigungswinkel  der 
Dreiecksebene  zur  Projektionsebene.  Dann  ist  CD  ~  ^  zugleich  die  Projektion 
der  Höhe  und  Hie  Höhe  d«  r  Projektion  des  Dreiecks.  Mit  Benutzung  der 
schematischcD  Bezeichnung  des  Dreiecks  ist  der  Inhalt  von  ABC 

und  der  seiner  Projektion  ABC 

\  ch'  : 

nun  ist 

k     h  cos  e  , 

lolglich 

F'  ^  ^<-//cos£  — •  Fcose  . 


C 


Fig.  an. 


Der  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Dreiecksebene  zur  Projektionsebene 

ist  Projektionslaktor.  Dieser  wichtige  Satx  läßt  sich  w<«iuli(:h  erweitem. 
Liegt  zunächst  von  dem  Dreieck  .4/>Y'  nur  die  Vrkr  ./  in  der  Projektionsebene 
(Fig.  2G1),  so  kann  man  CB  bis  zur  Spur  mit  dieser  verlängern,  so  daß  AS 
die  Spar  der  Dreiecksebene  ist.    Der  Neigungswinkel  e  der  Dreiecksebene  zur 


§  6  Zwei  einander  »cbuddende  Ebenen.  5 1 5 

Projektionsebene  lieüe  sich  dann  entsprechend  konstruieren.  Die  Projektion  B' 
von  B  tnuU  auf  CS'  fallen  und  A0C  ist  die  Projektion  von  ABC.  Dann  ist 
nach  dem  vorigen  .  .  , 

AASSf  =  t^ASB '  cose  . 
Ddrch  Subtraktion  erhält  man  mit  derselben  Bezeichnung  der  Inhalte 

F'     F '  cose  . 

\*erschiebt  man  die  Trojekiionsebcne  parallel,  so  dall  keine  Kcke  des  Drei- 
ecks in  der  Projektionsebene  liegt,  so  muß  der  Satz  nach  dem  Zusatz  zu  6)  in 
§  5  Nr.  4  noch  bestehen. 

Weiter  kann  er  auf  ein  bflicbiccs  ebenes  Vieleck  ausged'^'hnr  werrlrn.  das 
man  in  Dreierke  7.rrlref"n  kann.  Für  jedes  Dreieck  pilt  der  Satz,  und  da  für 
alle  der  Prujektiousfaktor  derselbe  ist,  muü  er  auch  für  die  Summe  der  Dreiecke 
gelten,  gleichgültig,  wie  groß  ihre  Anzahl  ist  Endlich  kann  man  jede  beliebig 
begrenzte  ebene  Figur  in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Flächenelemente  von 
geratlliniger  Begrenzung  zerlegt  denken:  dann  muß  der  Satz  für  jedes  Fl;i<  tien- 
element  und  also  auch  für  ihre  Summe  Geltung  haben.  Man  kann  also  den 
allgemeinen  Salz  aussprechen: 

7)  Der  Inhalt  der  Projektion  einer  ebenen  Figur  wird  gefunden* 
indem  man  den  Inhalt  der  Figur  mit  dem  Projektionsfaktor  multi- 
pliziert, d.  i.  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Ebene  der 
Figur  oiit  der  Projektionsebene. 

4.  In  Fig.  260  hat  man  auch  die  Neigungswinkel  der  Dreiecksseiten  CffC»  /i* 
CAC*  —  V  und  in  /iAC*S=  Y  Projektion  des  Dreieckswinkels  y.  Sind  die 
Projektionen  der  Seiten  BC         AC'—i^,  so  gibt  der  Cosinussatz: 

ist  noch  CC'-^k,  also      =    — i«,      — — *s,  so  hat  man 

+     — ^1  — 2 
 27^   • 

Im  AABC  ist  aber 

<i=»-l-^*  —  f»a»2Ä*cosy  , 

folglich 


al'QO'^V  —  k-      ab  k     k  cosj' 

cos/  —  J—  =  -  .  -  .  cosjf  —     .     -  —  tan/*tan)» 

'  b  o     b  a     b  cos/iCosK 


ao  a     o         '       a    o      cos/icosK  * 

oder 


cosy  —  smusiny 

cosv  —  — ^-  — ^  —  • 

'  cos/i  cosy 

Da  in  dieser  Formel  die  Dreiecksseiten  nicht  mehr  vorkommen,  so  lehrt 
sie,  die  Projektion  eines  Winkels  zu  finden,  wenn  die  Neigungswinkel  seiner 
Schenkel  zur  Projekfinnsebene  gegeben  sind.    Mau  hat  noch 

F'      \a'b'^\Viy'  bf    siq/  sin/ 

cose  =   -  =  -  -=  -  .     .  — '  —  cosucosv  •  —  . 

F       \ab'ä\\\.y       a     b     sm}'  smy 

Die  Formeln  behalten  ihre  Geltung,  wenn  die  Projektionsebene  parallel  ver- 
schoben wird,  z.  B.  so,  daß  sie  durch  C  geht. 
In  dem  besondern  Falle  y  =^  rMi<^  wird 

cosy'  -—  —  lau  1/  tan i-  , 

y  also  stumpf,  wenn  ^  und  v  spitz  sind. 

33* 
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§  7.    Drei  Ebenen. 

Zwei  Kbenen  sind  entweder  parallel  oder  sie  schneiden  sich.    Eine  dritte 

Ebene  kann  im  ersten  Falle  den  beiden  ersten  parallel  sein  oder  sie  kann  sie 
sctinridfii ;  im  zweiten  i-'alle  geht  die  dritte  Ebene  entweder  durch  die  Scfanitt" 
lime  der  beiden  ersten,  oder  sie  ist  dieser  paraUel  oder  sie  schneidet  sie. 

a)  In  Betreff  dreier  paralleler  Ebenen  findet  man  leicht,  daß  wenn  zwei 
Ebenen  £i ,  derselben  dritten  Ebene  ^  parallel  sind,  sie  untereinander  parallel 
sein  müssen;  denn  konstruiert  man  eine  Normale  zu  E.^,  so  ist  diese  auch  auf 
der  711  /T,  parallelen  Ebene  ,  und  ebenso  auch  auf  E.,  senkrecht;  die  zu  der- 
selben Geraüta  senkrechten  Ebenen  müssen  also  einander  parallel  sein. 

Es  folgt  hieraus,  daß  nicht  swei  einander  schneidende  Ebenen  gleichseitig 
einer  nnd  derselben  dritten  paraUel  sein  können,  oder  daß  eine  Ebene,  die  eine 
von  zwei  parallflrn  Kbenen  schin  i(!<*t,  auch  die  andre  schneiden  muß. 

b)  Kim-  l\h('nr  s<  lun-idt  t  na<  Ii  Satz  2)  in  t;  5  Nr.  2  zwei  parallele  Ebenen  in 
Parallelen.  Legt  mau  eine  zu  den  beiden  Schnittlinien  normale  Ebene,  so  ist  diese 
die  Ebene  der  Neigungswinkel  der  dritten  Ebene  zu  den  beiden  parallelen 
Ebenen.  Die  Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  den  drei  Ebenen  bildet  die  plani- 
metrisilif  l"ii:nr,  die  hcsfeht  aus  zwei  Parallrlcn  nnd  fiiirr  DurchscIiiiciiiiMiden. 
Man  kann  daher  die  Neigungswinkel  gruppieren  zu  korrespondierenden,  Wcchsel- 
und  Ergänzungswinkeln. 

c)  Gehen  drei  Ebenen  durch  dieselbe  Gerade,  so  bilden  sie  ein  Büschel. 
Die  dritte  Ebene  teilt  den  Neigungswinkel  der  beiden  ersten  innen  oder  auBen. 
Insbesondere  bilden  die  Halbieri!ntr>f'benen  der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen 
den  geometrischen  Drt  der  Punkte,  die  von  beiden  Ebenen  gleich  weit  ent- 
fernt sind. 

d)  Ist  eine  dritte  Ebene  der  Schnitth'nie  zweier  Ebenen  paraUel  und  schneidet 

sie  beide,  so  müssen  die  Schnittlinien  der  dritten  mit  den  beiden  ersten  nach 
Satz  2)  in  §  4  Nr.  1  drr  S(  luiitilinic  drr  beiden  ersten,  also  aurh  miteinander 
parallel  sein.  Denkt  man  sich  die  drei  Kbenen  durch  ihre  Schnittlinien  begrenzt, 
so  entsteht  ein  Dreikant. 

e)  Schneiden  sich  zwei  Ebenen  und  schneidet  eine  dritte  deren  Schnittlinie, 
so  schneidet  dif"if  die  ersten  Ifi-idm  in  zuri  flcradi-n.  die  dnnh  rinen  Punkt 
der  Schnittlinie  der  beiden  rrsten  liindurchgehen.  Die  drei  Ebenen  haben  also 
einen  Punkt  gemein  und  je  zwei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  die 
durch  diesen  Punkt  geht  Denkt  man  sich  die  Ebenen  durch  ihre  Schnittlinien 
und  diese  durch  den  gemeinsamen  Punkt  begrenzt,  so  bilden  die  drei  Ebenen 
eine  Ecke. 

Zu  weiteren  Betrachtungen  gibt  auUec  d)  namentlich  e)  .\nlali. 


Zweiter  Abschnitt 

Die  Ecke, 
ß  Grundbegriffe. 

1.  Gelii-n  Aon  einem  Punkte  O  drei  Gerade  OA^  OJi,  OC  aus.  dii'  nii  lit 
in  einer  Ebene  liegen  und  legt  mau  durch  je  zwei  eine  Ebene,  die  man  durch 
die  Geraden  selbst  begrenzt  annimmt,  so  entsteht  die  Ecke  OABC,  oder  kurz  O. 
O  heilst  der  Scheitel;  OA,  OB,  OC  die  Kanten;  AOB,  BOC,  COA  die  Ebenen 
der  Ecke. 

Die  Winkel,  die  die  Kaiit«-n  niiteinand<*r  bild»'n,  heil5«'n  Seiten  der  Ecke 
und  die  Neigung.swinkel  der  El)enea  der  Ecke  heiCen  Winkel  der  Ecke.  Legt 
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man  um  <)(*n  Schciti'l  O  als  Mitti-lpuiikt  riiir  Ku'i,'rl  mit  hcüftiiucin  Kkühs.  so 
schnf'idon  dit*  Kbfiicn  der  Kcke  du-se  Kujjcl  in  Ho«»cii  größter  Kreise,  die  em 
sphärisches  Dreieck  bilden.  kanu  also  einer  Kckie  ein  sphärisches  Dreiuck 
und  umgekehrt  zugeordnet  werden.  Der  Ecke  O  (Fig.  262)  ist  das  qihftrische 
Dreieck  .//>T  zugeordnet.  Die  Seilen  dieses 
sphäri^»  lirti  Drt  ifcks  wt  rtlfn  zweckmoBitj  e<'- 
messen  durch  ihre  Centriwinkel,  das  sind  die 
Seiten  der  Ecke;  als  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  sind  m  betrachten  die  Neii^ngswinkel 
der  Kbenen  der  Kcke,  das  sind  die  Winkel  d«-r 
Kcke.  Die:?'"  Reziehunp  zwischen  d«'r  Frkr  inu! 
dem  zugeordneten  sphärischen  Dreieck  wird  dazu 
verhellen»  die  Analogie  zu  verdeutlichen,  die  im 
folgenden  zwischen  Ki^renschatten  der  Kcke  und 
des  peradliiiitii'n  nrcic(  k>.  bfstehen,  und  hr-i  (Iithti 
die  Seiten  der  Kcke  den  Seiten,  die  \\  iiik'  l  d.  i 
Ecke  deti  Winkeln  des  Dreiecks  entspreclien. 
Daher  bezeichnet  man  auch  der  Planimetrie  entsprechend  die  Seiten  des  sphä- 
rischen Dreiecks  oder  der  Ecke:  AB  ^     BC ^      CA—b  und  die  Winkel: 


0- 


ABC 


a 


Die  Kcke  hat  also  drei  Seiten  und  drei  Winkel,  die  zusammen  ihre 
sechs  Stucke  bilden  und  sämtlich  in  GradmaU  gemessen  sind. 

2.  Die  Seiten  einer  Ecke  und  ebenso  die  Winkel  einer  solchen  können 
hohle  oder  überstumple  Winkel  sein.  So  gehört  z.  B.  zu  jeder  Kcke  eine  zweitCf 
die  denselben  Sclu  iti  l  und  diesellien  Kanten  wi«*  diese  hat,  und  deren  Raum 
den  der  ersten  zum  gesaraten  kaum  ergänzL  Jede  Seite  einer  dieser  Ecken  be- 
trägt mit  der  entsprechenden  Seite  der  andern,  tmd  jeder  Winkel  4er  ersten  bf> 
trägt  mit  dem  entsprechenden  Winkel  der  zweiten  zusammen  vier  Rechte.  Er* 
weitert  man  aber  jede  Seitenflache  einer  Ecke  zur  vollständigen  Ebene,  so  wird 
diese,  falls  nicht  alle  ihre  Stiicke  holde  Winkel  waren,  in  zwei  bis  sieben  einzelne 
Ecken  zerlegt,  deren  Seiten  und  Winkel  sämtlich  kleiner  als  ISO"  sind.  Die  so 
Überhaupt  entstehenden  acht  Ecken 
stehen  zueinander  in  einfachen  Re- 
ziehuniien:  jeder  dieser  Ecken  liefen 
drei  andre  so  an,  daß  sie  mit  ihr 
eine  Ebene  und  also  eine  Seite  ge- 
meinsam haben«  so  z.  B.  der  Ecke 
OABC  (Fig.  2<;:V),  die  Ecken  OAßC, 
OA/i'C,  OA/iC.  Sie  stimmen  mit 
ihr  auch  in  einem  \\  inkel  ubereiu, 
nämlich  in  dem,  der  der  gemein- 
samen Seite   gegenüberliegt  Die 


andern  Winkel  um' 


indem  Seiten 


beider  Ecken  sind  p  iaineise  Supple- 
mente.   Drei  andre  Ecken  OA/i'C\  Ftg.m 
OÄBC\  OÄB'C  liegen  so  ije^en 

die  Urecke,  daß  jede  einen  Winkel  hat,  der  Scheitelwinkel  eines  Winkels  der 
ersten  ist.  Auch  <lie  diesen  Winkeln  t;e^'enüberlie<;enden  S-  Iteti  sind  Scheitel- 
wiiikel  zueinander,  uährriul  die  andern  Stücke  wieder  paarw<'ise  supplenientiir 
sind.  Diese  sechs  Ecken  werden  Nebenecken  der  Lrecke  genanul.  Endlich 
ist  noch  eine  Ecke  O^B'C  vorhandeut  deren  Seiten  und  Winkel  sämtlich 
Scheitelwinkel  eines  entsprecheiulen  Stücks  der  Urecke  sind,  Sie  lie.rt  die-.  r  so 
jiegenüber,  dali  ihre  Kanten  die  \'erlani:erinir>en  ihrer  entsprechenden  Kanten 
sind;  sie  heiül  die  Gegen  ecke  der  Lrecke. 
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§9 


\Vt'j(en  dieser  Teilbarkeit  jeder  Ecki'  iiiii  tihfrstumplen  Seitni  und  Winkeln 
lind  dieser  Beziehungen  der  Teilecken  zueinander  ist  es  gestattet,  ini  folgenden 
der  Einfachheit  wegen  nur  solche  Ecken  vorausKUsetzen»  deren  sechs  Stöcke 
sämdich  kleiner  ab  1><0^  sind. 

3.  Fällt  man  von  ciru-m  Punkte  innerhalb  des  Raiin^es  der  F«  kr  0.4ßC 
(big.  264)  die  Lote  0^A^,  0^C\  auf  die  fibeneu  ßOC\  COA,  AOB,  so 

bestimmen  diese  drei  Normalen 
die  Ecke  OyA^B^C^,  Die  Kanten 
der  neuen  Koke  stehen  also  auf 
den  Ebenen  der  l'^recke  nnf)  die 
Ebenen  der  neuen  Ecke  stehen 
nach  §  6  Satz  1>  und  3)  anf  den 
Kanten  der  Urt  rkc  x  nkrecht.  lüe 
h<  i(i<  II  Ft  ken  beißen  Polarecken 
zueinander. 

Die  Ebene  B^O^C^  ist  aber 
nach  §  6  Satz  4)  die  Ebene  des 
Neigungswinkels  der  beiden  in  der 
K.iiitp  OA  zusammenstnüfiidcn 
Ebenen  der  Ecke  O;  schneidet 
sie  also  die  Kante  OA  in  so 
ist  Z.B^MCx  —a.  In  dem  Vier- 
eck -l/C,  sind  aber  die  bei- 
den an  /^i  und  liegenden  Winkel  Rechte,  folglich  ist  C,  -  180"— a. 
Die  Seiten  der  Ecke  Oi  sind  also  die  Supplemente  der  Winkel  der  Ecke 
Wegen  der  Vertanschbarkeit  der  Beziehung  von  Ecke  und  Polarecke  folgt  dann, 
dafi  die  Winkel  der  Ecke  (7,  die  Supplemente  zu  den  Seiten  der  Ecke  O 
sein  müssen. 

Sind  also  zwei  Ecken  i^olarecken,  so  sind  die  Seiten  der  einen 
und  die  Winkel  der  andern  Supplemente. 
Hat  also  eine  Ecke 

die  Seiteu  «7,      ^,  die  Winkel  a,  ß, 

so  hat  die  i'olarecke 

die  SeitfM  die  Winkel 

180«  —  «,    180"-  /;,    ISO»   ^;         180»  — tf,    180»  — ^,    18(»*  — <■  . 


0.    Ueziehuugen   zwischen   den   Seiten   und  den  Winkeln  der  Ecke. 

1.  Lm  zunächst  die  Summe  zweier  Seiten 
einer  Ecke  O  mit  der  dritten  zu  vergleichen,  seien 
auf  zwei  Kanten  der  Ecke  (Fig.  20'»)  beliebige 
Strecken  0.1.  0/y  abgeschnitten  und  ./  mit  B  ver- 
bunden. Ferner  sei  auf  der  Seite  AOB  ein  Winkel 
AOD  abgetragen,  welcher  der  andern  an  der  Kaute 
OA  liegenden  und  kleiner  als  AOB  vorausgesetzten 
Seite  der  Ecke  t;leich  sei:  der  Punkt  D  liege 
auf  Aß.  Endlich  sei  auf  der  dritten  Kante  die 
Strecke  OC  gleich  OD  abgetragen  und  C  mit  A 
und  B  verbunden.  Dann  stimmen  die  Dreiecke 
AOC  AOD  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  überein,  und  es  sind  also  AC  und  AD 
gleich  groU  als  entsprechende  Stücke  kongruenter 
Dreiecke.  Da  nun  im  Dreieck  ABC  die  Seite  ßC 
größer  sein  muO  als  die  Differenz  AB  —  AC  der  andern  Seiten ,  also  auch 
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pniüt  r  als  /)'/^,  so  sind  0/>C,  OBD  twp'i  Dreiecke,  die  in  ?\\c\  ScitHiipaaren,  aber 
nicht  in  dem  driiirn  übereinstimmen.  Daher  ist  auch  der  VVinkrl  COB,  weicher 
der  gröUern  Seite  gegenüberliegt,  größer  als  der  der  kleinern  gegenüberliegende 
BODt  oder  da  Z  BOI>  gleich  der  Differenz  von  AOB  und  AÖC  ist,  so  ist  der 
Satz  bewiesen: 

1)  Dir-  Differenz  zweier  Seiten  einer  Kcke  ist  kleiner  als  die  dritte. 

Die  Annahme,  daß  AOC  kiemer  als  AOB  sei,  hindert  nicht  die  Allgemein- 
heit dieses  Satzes,  denn  sind  diese  Winkel  gleich  groß,  so  ist  ihre  Diiferenz  gleich 
Null;  der  Satz  bedarf  also  in  diesem  Falle  keines  Beweises.  Derselbe  Satz  er- 
gibt, daß 

^BOC 4-  /.COA  >  ^ßOD  +  /^DOA  ,    d.  i.   >  Z^AOB 

ist  und  kann  demnach  auch  in  der  folgenden  Form  ausgesprochen  werden: 

2)  Die  Summe  zweier  Seilen  einer  Frke  ist  größer  als  die  dritte» 
oder  eine  Seite  ist  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  andern. 

2.  Schneidet  man  die  Kanten  einer  Ecke  O  (Fig.  365)  durch  eine  beliebige 
Ebene,  die  nicht  durch  den  Scheitel  geht,  so  entsteht  an  jedem  Schnittpunkte 
Ay  Bf  C  eine  neue  dreiseitige  Ecke.    Nach  dem  vorigen  Satze  ist  dann 

/.OCA-^Z.OCB>^ACB  , 
Z.OBC /.OBA>  ACBA  , 
£OAB  ^ /.OAC>/_BAC  , 

mithin  auch 

Z  OCA  +  Z  OCB  +  Z  OBC  +  ZOBA  -\- /^OAB  jüOAC 
>£ACB-\- jLCBA-ir  Z.BAC  . 

Die  drei  Winkel  auf  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung  sind  die  Winkel 
des  ebenen  Dreiecks  ABC^  also  ist  die  Summe  der  sechs  Winkel  auf  der  linken 

Seite  größer  als  zwei  Rechte.  Von  diesen  sechs  Winkeln  liegen  aber  je  zwei 
mit  einer  Seite  der  Kcke  O  in  demselben  Dreieck  und  betragen  also  mit  dieser 
zusammen,  z.  B.  OCB  und  OBC  mit  COB^  zwei  Rechte.  Die  Summe  der  sechs 
Winkel  und  der  drei  Seiten  der  Ecke  beträgt  mithin  sechs  Rechte»  und  da  die 
Summe  der  Winkel  größer  als  vier  Rechte  ist,  mithin  für  die  Summe  der  Seiten 
narh  Ah/ug  der  ersten  weniger  als  vier  Rechte  übrig  bleiben  müssen»  so  ist 
der  Satz  bewiesen: 

3)  Die  Sunimc  der  drei  Seiten  einer  Kcke  ist  kleiner  als  vier 
Rechte;  also 

8.  Wendet  man  den  Satz  3) 

a-^^  b  -r  c  <  aüO« 

auf  die  Polarecke  an,  so  ist 

1800  — a  4-180»  —  /?+ ISO«  — y<  360»  , 

also 

d.  h. 

1)  Die  Summe  der  Winkel  einer  Kcke  ist  großer  als  xwei  Rechte. 
Der  Satz  2) 

<  <i  -r  * 

gibt  auf  die  Polarecke  angewendet 

ISO»  —  y  <  180«  —  a  4-  ISO«  —  ^ 

oder 
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§  Ö 


also  auch  entsprechend: 

Die  Addition  dieser  drei  Ungleichungen  ergibt 


d.  h. 


i4U'> 


5)  die  Summe  der  Winkel  einer  Kcke  ist  kleiiuT  als  sechs  Rechte. 

Denkt  man  sich  ein  der  Ecke  zuc:eorHn«'tes  sphärisrhf's  Dreieck,  so  hat 
dieses  im  Gegensatz  zu  einem  ebenen  Dreieck  die  Eigenschaft,  daß  die  VVinkel- 
saramc  nicht  konstant  ist.  Sie  liegt  «Krischen  180*^  und  540*^.  Der  Überschutf 
der  Winkelsumme  über  180**  hea0t  der  Sphärische  Exzeß  des  sphärischen 
Dreiecks  und  für  ihn  hat  man  nun  den  Satz: 

G)  Der  sphärische  Exzeti  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  kleiner 

als  acn". 

4.  Aus  den  Sätzen  in  Kr.  3  g<^ht  henor»  dafi  in  einer  Ecke  alle  drei 
Winkel  stumpf  sein  können;  es  k5nnen  ferner  zwei  stumpf,  der  dritte  ein  rechter, 
oder  alle  fln  i  rechte,  oder  rwei  rechte  und  der  »Iritte  stumpf  oder  spitz  sein,  u.  s.w. 

Man  nennt  iusbeäondcrc  eine  dreiseitige  Ecke  rechtwinklig,  wenn  ein 
Winkel  ein  rechter  ist.  Dann  heißt  die  denk  rechten  Winket  gegenüberliegende 
Seite  die  Hypotenuse,  die  beiden  andern  Seiten  heißen  die  Katheten  der 
rechtivinkli^en  Ecke. 

Stehen  zwei  Ebenen  einer  Ecke  auf  der- dritten  senknclu,  so  entsteht  eine 
zweifach  rechtwinklige  Ecke;  die  in  diesen  beiden  Elienen  liegenden  Seiten 
betragen  ebenfalls  90**,  während  die  dritte  Seite  spit?.  oder  stumpf  sein  kann. 
Diete  Seite  ist  zugleich  der  Neigungswinkel  dieser  beiden  Ebenen.  Sind  je  zwei 
Khenen  einer  Ecke  auf  der  dritten  Kljcrie  senkrecht,  so  ist  die  l'A'ke  eine  drei- 
tacli  reclilwin  k litje.  Dann  isi  auch  jede  Kante  auf  den  beiden  andern  senk- 
recht, also  sind  auch  alle  drei  Seiten  der  Ecke  Ki'chie. 

Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  /4  einer  Kante  der  Ecke  OABC 
(Fig.  266)  die  Senkrechte  AD  auf  die  gegenüberliegende  Ebene  HOC  und  aul 

die  Kanten  OB  und  OC  die  Senkrechten  AF.  und 
so  bilden  die  \  erbiiidunj;slinien  DU  und  DI' 
mit  AE  und  AF  nach  0,  Satz  2)  die  Neigungs- 
winkel der  Ebenen  AOB  und  AOC  mit  der  Ebene 
HOL\  also  zwei  Winkel  der  Ecke.  Es  ist  also 
nach  den  Bezeic-hnun^eii  in  Ji;  S 

/  AED  =    .      Z  AhD  =  y  . 

Macht  man  dieselbe  Konstruktion  von  einem 
Punkte  einer  andern  Kante,  z.  H.  OB  aus,  SO  WÜrdo 
man  die  Winkel  «  und  y  erhalten. 

Sind  nun  die  beiden  Winkel  ^  und  j-  spitz,  wie 
in  <ler  Fig.  260,  so  liegt  D  innerhalb  des  Winkels 
BOG,  und  die  W  inkel  AED,  AFD  sind  f  ie  Winkel 

//  und  Ni   d'-i  U'inl.r-l  y  i-in   r<'<-l(fer.  so  frillt  D 

in  die  Kante  OC,  und  AJ'  lallt  luil  AD  zusammen;  man  hat  auch  dann  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  AED  die  beiden  Winkel  OO«*  und  /f.  Sind  beide  Winkel 
rechte,  so  fallen  ADt  AF  und  AR  untereinander  und  mit  AO  zusammen;  die 
Kante  AO  steht  dann  senkrecht  zvir  Ebene  COB.  fst  ferner  der  Wink<d  y  \-\\\ 
stumpfer,  SU  fallt  D  aiiüerhalb  des  Winkels  BOC,  und  der  Winkel  AFD  ist 
Supplement  des  Winkels  Dasselbe  lindet  für  den  Wink<"l  /"i  statt,  wenn  dieser 
ein  stumpfer  ist;  bei  zwei  stumpfen  Winkeln  ß  und  *•  liegt  D  innerhalb  des 
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S(  h'  ili  lw  iiiki'Is  \nn  HOC,  bei  nur  «'inein  stiimpfi'n  und  einem  spitzen  innerhalb 
eines  Nebenwinkels  von  ßOC,  bei  einem  sinnipleu  und  einem  n-chten  auf  fi»T 
Verlängerung  eines  der  Schenkel  von  BOC  über  O.  In  allen  liiescn  i  ailen  laLit 
sich  die  angt>gebene  Konstruktion  zur  Untersuchung  der  Beziehungen  zwischen 
den  Winkeln  und  den  Seiten  der  Kcke  benutzen.  Diese  Untersuchung  führt  zu 
den  folgenden  allgemein  gültigen  Sätzen: 

Sind  zwei  Seiten  AOfi,  AOC  gleich  groli,  so  sind  die  recht\vinklig*-n  Drei- 
ecke OAE,  OAF  kongruent,  daher  ist  AF  —  AE,  und  hierdurch  ergibt  sich  die 
Kongruenz  der  Dreiecke  AEDt  AFDt  aus  der  endlich  die  Gleichheit  der 
Winkel  AED,  AFD  folgt.    Somit  erhält  man  den  Satz: 

7)   Gleichen  Sfiten  einer  Koke  lieijen  gleiche  Winkel  gegenüber. 

Eine  solche  li.ck<'  heilit  eine  gleichschenklige. 

Umgekehrt  kann  man  ans  der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Winket  an  OB 
und  OC  und  also  auch  der  Winkel  AFD»  AED  zuerst  die  Kongrnenz  der  Drei- 

e«-ke  AFD,  AED,  aus  dieser  dann  die 
Gleichheit  der  .Seiten  AF,  AE,  und  daraus 
lerner  die  Kongruenz  der  Dreiecke  AOF, 
AOE  folgern,  so  datt  aliio  anch  der  Satz  gilt: 
('.I.-K  li-Mi  W  inkeln  einer  Ecke 
liegen  gleu  lic  .Seiten  gegenüber. 

Setzt  man  d  iüenrn  voraus,  dalJ  der  0 
Winkel  an  OA  (iig.  2t»7)  gröüer  sei  als 
der  Winkel  an  OB,  so  kann  man  von  dem 
ersten,  a,  einen  Teil  BAD  abschneiden, 
der  geich  ß  ist;  die  teilende  Kbene  AOD 
treffe  HOC  in  OD.  Dann  liegen  in  der 
Kcke  OABD  den  gleichen  Winkeln  an  OA 
und  OB  gleiche  Seiten  BOD,  AOD  gegen- 
über. Da  ferner  in  der  l'<  ki'  O.i('f)  die 
.Summe  der  Seitei,  COI)  uikI  gröber 
als  der  dritte  AOC  sein  raub,  so  ist  auch  Wi^'gsj. 
COD-\-  DOB>AOC,  oder  COB>AOQ  d.  h. : 

d)  In  jeder  Kcke  liegt  dem  gröfiern  von  zwei  Winkeln  die  gröttere 
Seite  gem'iiüber. 

Kndlicli  b«  \veisi  man  noch  mit  Hilfe  der  beiden  letzten  Sätze  auf  indirektem 
Wege  leicht  den  folgenden: 

10;  In  jeder  Kcke  liegt  der  größern  von  zwei  Seiten  der  größere 
Winkel  gegenüb«'r. 

Man  kann  die  hciihni  vorsteliendcii  Sätze  lil^i  r  iinuli  irhe  .Stücke  einer  Kcke 
auch  mittels  der  zum  Beweis  der  beiden  entsprechenden  über  gleiche  Stü<  k«' 
benutzten  Konstruktion  und  in  analoger  Weise  wie  diese  beweisen,  indem  man 
statt  der  Kongruenzen  die  Nicht-Kongruenzen  der  Dreieckspaare  benutzt.  Diese 
Beweise  Ii.iIm  n  jedcjch  das  Mißliche,  daÜ  sie  je  nach  der  Annahme  spil/cr  oder 
stumpfer  W  ink  •!    infolge   der  verschiedenen   I.  ii;'  !)  Kiibpiinktes  P  *u  weit- 

läuügerea  Krorterungen  uuügen,  wenn  sie  allgemein  guhig  sein  sollen. 

Als  Zusätze  der  vier  obigen  Sätze  Aber  die  Beziehungen  zwischen  Seiten 
und  Winkeln  einer  F,cke  ergeben  sich  ohne  weiteres  die  folgenden: 

.Sind  die  drei  Seilen  einer  Kcke  einander  i;leich,  so  sind  auch  die  drei 
Winkel  einander  gleich.     Kine  solche  Kcke  heibt  eine  gleichseitige. 

Sind  die  drei  Winkel  einer  Kcke  einander  gleich,  so  sind  auch  die  dici 
Seiten  einander  gleich.  Eine  gleichwinklige  Kcke  ist  also  auch  gleich- 
seitig. 

Der  grüßt<'n  Seite  einer  Kcke  licL't  der  grObte  Winkl!      ji  niihi-r. 
Dem  gröbiea  Winkel  einer  Kcke  liegt  die  grollte  Seite  gi  gcnübcr. 
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§  10,    Kongruenz  und  Symmetrie  der  Kcken. 


Fig.5Jßa. 


1.  Stimmen  zwei  lükcn  in  den  drei  Seiten  und  den  drei  Winkeln  überein, 
so  wird  man  \i  rinuirn,  d.ill  sie  immer  zur  Deckung  gebracht  werden  kötinen, 
also  kongrueni  sind.  Vergleicht  man  jedoch  die  sechs  Stücke  einer  Kcke  mit 
denen  ihrer  Gegenecke,  so  findet  man,  dafi  je  zwei  entsprechende  Seiten  und 
ebenso  je  zwei  entsprechende  Winkel  beider  Ecken  als  ScheitelwinI  1  J  i<  Ii  ^'ro0 

sind.  Trotx  dieser  Chrr- 
einstimmung  in  allen  Stücken 
können  jedoch  die  beiden 
£cken  im  allgemeinen  nicht 
zur  Deckung  gebracht  wer- 
den, denn  würde  man  z.  B., 
wenn  OAßCuad  OAlfC  die 
Gegenecken  sind  (Fig.  268), 
in  die  Richtung  von 
OA,  OfT  in  die  von  Ofl 
bringen,  so  würden  die»  Krken 
auf  verschiedene  Seilen  der 
gemeinschaftlichen  Flächen 
AGB  fall«'n;  !<-i:i  man  aber  die  eine  Kcke  so  auf  die  andre,  dali  die  gleichen 
Winkel  AOtf  und  AOB  einanficr  drcken  und  beide  Kcken  auf  derM  lhen  Seite 
von  AOB  liegen,  so  fällt  OA'  in  die  Richtung  von  OB,  OB'  in  die  Richtung  von  OA, 
und  die  entsprechenden  Winkel  fallen  also  nicht  zusammen.  Der  Unterschied  beider 
Ecken»  der  diese  Unmöglichkeit»  sie  zur  Deckung  zu  bringen»  zur  Folge  hat*  be> 
steht  darin,  daü  die  entsprechenden  Stücke  in  beiden  in  umgekehrter  Ordnung 
aufeinander  foleen  und  ist  also  entsprecht'nd  dem  Unterschied,  der  zwischen 
rechter  Hand  und  linker  Hand  oder  zwischen  der  Gestalt  eines  Körpers  und  der 
seines  Bildes  im  Spiegel  besteht.  Könnte  man  die  eine  der  beiden  Ecken  so 
umstülpen»  da0  die  innem  Flächenseiten  die  äuttem  wurden»  so  würde  sich  die 
Ordnung  der  Stücke  umkehren  und  beide  Reken  würden  kongruent  werden. 

Man  nennt  zwei  Raumgebilde  überhaiiiit,  und  alsn  anrh  insbesondere  zwei 
Ecken,  die  in  allen  Stücken  übereinstimmen  und  bei  denen  die  Stücke  in  um- 
gekehrter Ordnong»  in  entgegengesetztem  Sinne»  aneinander  liegen»  sym> 
metrisch.  Zwei  symmetrische  Raumgebilde  lassen  sich  immer  in  eine  solche 
Lage  briiiL'eri,  dali  das  eine  das  Spiegelbild  des  andern  ist,  d.  h.  es  gibt  eine 
Symmetrieebene,  die  den  Abstand  zweier  entsprechenden  Punkte  normal 
halbiert  (vgl.  JHanitnetrit  ^  l'J). 

Jede  Ecke  ist  also  ihrer  Gegenecke  symmetrisch.  Sind  zwei  Ecken 
symmetrisch,  so  ist  jede  der  Gegenecke  fler  andern  kongruent,  and  überhaupt 
zwei  F.ckeit,  die  derselben  dritten  symmetrisch  sind,  müssen  untereinander  kon« 
grueut  sein. 

8.  Ebenso  wie  in  der  Planimetrie  beim  ebenen  Dreieck»  wird  sich  nun  die 
Untersuchung  der  Frage  nötig  machen»  ob  zwei  Ecken  nicht  schon  bei  über* 

einstimmung  in  weniger  als  allen  sechs  Stücken  knuLirnent  oder  svmmetrisch  sein 
können.  In  fier  Tat  erhält  man  die  folgenden  Küngrinmz-  und  Svmmetrie- 
satze  der  Kcke.  Der  Beweis  dieser  Sätze  kann  geführt  werden,  indem  man 
steigt»  daO  aus  der  Gleichheit  gewisser  Stücke  die  Gleichheit  der  übrigen  folgt. 
Sind  dann  in  beiden  Ecken  die  Stücke  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne 
angeordnet,        sind  die  Ecken  kon<;:rneiit  oder  svmmetrisch. 

1)  Stimmen  zwei  Kcken  in  den  drei  Seiten  überein»  so  sind  sie 
kongruent  oder  symmetrisch. 

Beweis.  Konstruiert  man  in  jeder  der  beiden  Ecken  0»  O  zwei  Winkel  nach 
§  9  Nr.  5  (Fig.  206  S.  52^,  indem  man  OA  =  (/Af  macht,  die  Senkrechten  AD,  A'Lf 
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auf  die  geßeaüberlicßcnden  Kbf  nen  fällt  und  in  dieser  Weise,  wie  dort  geseigt,  fort- 
lahrt,  so  folift  niis  der  f »It'Irhheit  der  Seiten  AOE,  A'O'E'  dir  Koiipnienz  der 
in  den  Hypotenusen  id>ereinstiinmenden  rechtwinkligen  Dreiecke  AOE^  AOE* 
und  aus  dieser,  dali  AE  —  A'E',  OE  —  C/FJ  Ut.  In  gleicher  Weise  ist 
AAOFrs.  C^AtaF,  also  AF^jfF*,  OF^  OF*,  Nun  leaon  man  die  Vier- 
ecke  EOED,  E'OE'D'  mit  den  gleichen  Winkeln  POE,  F'aE'  aufeinander 
jrelp<-t  denken,  so  daU  die  eleirhen  Schenkel  OF,  F*  und  ebenso  OE,  CfF^ 
einander  decken,  mithin  auch  die  aut  denselben  stehenden  Senkrechten  F'D 
und  ebenso  BD%  E^l/t  also  die  ganzen  Vierecke  zaaaxomenfallen.  Da  hiemach 
diese  Vierecke  kongraent  sind,  also  ED  ^  F'l/t  ED  —  E'D^  ist,  so  folgt  weiter 
die  Kongruenz  der  Dreiecke  AED,  A'E'U,  sowie  die  der  Dreiecke  AF.D,  A'E'D' 
und  hieran«  die  Gleichheit  der  Winkel  AED,  A'E'Ef,  sowie  die  von  AED  und 
AELf.  Da  auch  für  die  Winkel  au  OA  und  OA  derselbe  Beweis  geführt 
werden  kann  —  denn  die  Senkrechte  AD  kann  auch  statt  von  A  von  einem 
Punkte  einer  andi m  Kante  aus  anf  die  dieser  gegenüberliegende  Ebene  gefallt 
nr  rden  -  so  ist  bewiesen»  daB  alle  Winkel  der  beiden  Ecken  entsprechend 
gleicli  sind. 

2)  Stimmen  zwei  Ecken  in  den  drei  Winkeln  übcreiu,  so  sind  sie 
kongruent  oder  symmetrisch. 

Der  Be«'eis  dieses  Satzes  kann  mittels  der  Polarecken  gefuhrt  werden. 
Diese  müssen  in  den  Si'iten  üf)ereinstimmen,  daher  sind  auch  je  zwei  ent- 
sprechende Wmkel  der  i'ulareckeu  gleich,  und  hieraus  folgt  wieder  rückwärts 
die  Gleichheit  je  zweier  Seiten  der  Urecken. 

H)  Stimmen  zwei  Ecken  in  swei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel  überein,  so  sind  sie  kongruent  oder  symmetrisch. 

Der  Beweis  dirsf's  Satzes  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  der  des  Satzes  1 
also  durch  Konstruktion  der  Winkel  und  die  Kongruenz  von  Dreiecken  geführt 
werden.  Man  kann  außerdem  zeigen,  daß  irgend  eine  der  beiden  Ecken  sich 
mit  der  andern  oder  mit  ihrer  Gegenecke  zur  Deckung  bringen  lälit.  Denkt 
mnn  sich  nämlich  dii'sr  betretfeiidcn  Ecken  so  zusammrncestellt .  daL5  der 
Srhritcl  O'  auf  den  Sclu  itel  O,  die  Kante  O' A'  in  die  Richtung  der  Kante  OA 
fallt,  wobei  angenommen  wird,  daLi  an  diesen  Kanten  die  als  gleich  voraus- 
gesetzten Winkel  liegen,  so  muß  ferner  infolge  dieser  Gleichheit  die  eine  Ecke 
so  zur  andern  gelegt  werden  können,  dali  die  Schenkelebenen  yl'^/T  und  AOB 
einerseits  und  die  Srhcnkidcbfncn  A'CTC'  und  .IOC  andrerseits  zusammenfallen. 
Infolge  der  (ileichheil  der  einschlielieiiden  Seiten  fällt  dann  {7//  in  die  Richtung 
von  Oß,  O'C  in  die  Richtung  von  OC,  und  es  muß  also  auch  die  Ebene  IfO^C 
die  Ebene  BOC  decken. 

4)  Stimmen  zwei  Ecken  in  einer  Seite  und  den  beiden  anliegen- 
den Winkeln  üherein,  so  sind  sie  kongru«'nt  oder  symmetrisch. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  in  gleicher  Weise  wie  der  des  Satzes  2) 
mittels  der  Polarecken  geführt  werden.  Diese  stimmen  dann  in  swei  Seiten 
und  dem  eingeschlossenen  Winkel  nberein;  sind  also  kongruent  oder  symmetrisch, 
mithin  auch  die  Urecken. 

3,  In  den  vier  in  Nr.  '2  betrachteten  Fällen  i^eniier  die  Tlleichheit  von 
drei  Stücken  zweier  Kckeii,  um  iiire  Kongruenz  oder  Symmetrie  behaupten  zu 
können.  In  den  folgenden  beiden  Fällen  kann  man  aus  der  Gleichheit  von  ge- 
wissen drei  Stücken  die  Kongruenz  oder  Symmetrie  nicht  ohne  weiteres  schlieUen. 

.'))  Siiiumcn  zwei  Kcken  in  zwei  Seiten  nnd  dem  drr  «'iui'u  Seite 
gegen  u  b  e  r  lietj  e  II  de  II  Winkel  überein,  so  kann  nicht  behauptet  werden, 
dali  die  Kcken  kongruent  oder  symmetrisch  seietu 

Legt  man  nämlich  die  eine  Ecke  mit  der  andern  {oder  mit  deren  Gegen» 
ecke)  so  ZUSanmien,  dali  die  Sch»Mtel  und  die  gleich»'n  Winkel  einander  decken, 
so  müssen  auch  die  diesem  Winkel  anliegenden  als  gleich  vorausgesetzten  Seiten 
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in  .-IOC  209)  rinaiidfr  tlcrkt  n,  da  ahiT  nirht  !>fkannt  ist,  <<b  <lic  W'inkvl 

an  t^C'  gleich  seien,  so  kann  auch  nicht  ge(olgert  wi-rden,  daU  die  Khcne  C'GIf 
auf  falle,  vielmehr  muß  die  MögrKchkeit  offen  $;ela8sen  werden,  daO  eine 

z.  B.  C^?// innerhalb  des  Winkels  der  andeni  an  OC,  und  also  anch  die  Kante  OE^ 
nicht  aaf  OB^  sondern  innerhalb  der  Seite  AOI'  faUe.    Findet  dies  nun  statt, 

so  entsteht  eine  Kcke  OBJfC,  in  weh-h<*r 
der  X'orausseizung  zufolge  die  Seiten  BOC, 
EfOC  und  mithin  auch  die  ihnen  gegen- 
V\  ^  überliegenden    Winkel    an    OLf   und  OH 

\\   \  gleich  sind.    Da  nun  der  Winkel  d«T  Kcke 

 _V.\  j}      OABC  an  der  Kaute  OB^  der  Neben- 

^  I  Winkel  des  einen  der  vorigen  ist,  so  ergibt 
1  /  sich,  daß  er  in  diesem  Falle  zit  dem  ent- 
I  /  sprechenden  Winkel  der  Kcke  OABC  an 
(  '  OB  supplementär  sein  inulJ, 

1/  ^  Sind    also   zwei  Ecken,    die  in 

\  /  y  ^        den  vorher  genannten  Stücken  über- 

\  .    /  einstimmen,   nicht  konf^ruent  oder 

\  symmetrisch,    so    mnss'Mi    die  nicht 

\  a!<  fi'l''ich  vorausgesetzten  den  Sei- 

^  ten  gi'gi- nu  l)erliege nd e n  Winkel  zu- 

Yi^Wk  sammen  swei  Rechte  betragen,  und 

die  Kongruenz  oder  Symmetrie  der 
bridiMi  Kcken  kann  also  l)eluiuptet  werden,  fall««  die  weitere  Bedinguni; 
erfüllt  ist,  daU  die  Summe  der  andern  gegenüberliegenden  Winkel 
nicht  gleich  zwei  Rechten  sei. 

Insbesondere  kann  man  also  die  Übereinstimmung  der  beiden  Kcken  in  jf* 
zwei  entsprechenden  der  noch  übrigen  Stücke  schon  dann  behaupten,  wenn  die 
im  alljijemeinen  leicht  zu  erkennende  Bedingung  erfüllt  ist,  daU  di«'  andern  gegen- 
überliegenden Winkel  gleichartig,  d.  h.  dali  sie  gleichzeitig  spitze  oder  gleich- 
zeitig stumpfe  oder  rechte  sind. 

C)  Stimmen  zwei  dreiseitige  Kcken  in  einer  Seite,  einem  an-  und 
dem  gegenüberliegenden  Winkel  üh<'r<'iii.  sn  kann  ebenfalls  die 
Kongruenz  oder  S\inmeirie  fU'r  Kcken  nur  nnier  der  fernem  Be- 
dingung beliuupiei  werden,  daU  die  andern  dem  der  Seile  anliegen- 
den Winkel  gegenüberliegenden  Seiten  nicht  zusammen  zwei  Rechte 
betragen. 

I's   müs<eii    nätiilieli   iti   diesem  die   I'olarerki  ti   i!er  beiden  locken  in 

zwei  Seiten  und  dem  der  einen  gegenüberliegenden  \\  mkel  übereinstimmen: 
diese  i^olarecken  sind  also  nach  dem  vorigen  Satze  kongruent  oder  symmetrisch, 
wenn  ihre  andern  gegenfiberliegenden  Winkel  nicht  zusammen  zwei  Rechte  be- 
tragen, und  di<-ses  muU  wieder  der  lall  sein,  wenn  diese  Bedingung  in  den 
ursprünglichen  Kcken  für  die  entspreciieinien  S«-iieii  crtnllf  ist.  Da  nun  in  diesem 
Falle  die  Tolareckeu  auch  in  ihren  übrig<-n  euii>prechenden  Stücken  überein- 
stimmen, so  folgt  ans  deren  Gleichheit  wieder  rückwärts  die  Gleichheit  ihrer 
Supplemente,  also  der  noch  übrigen  Stocke  der  ursprünglichen  Kcke. 

4.  Durch  die  sechs  in  Nr.  H  und  4  auft;estellten  Kongruenzsät/.c  für  die 
Kcke  sind  alle  hierbei  möglichen  l";Ule  <'rschö|)lt.  Diese  Satz«'  sind  einander 
paar^veis  zugeortinet,  so  daü  der  Beweis  eines  jedi'n  mit  ilill<'  des  ihm  zu- 
geordneten Satzes  und  der  Polarecke  gefuhrt  werden  kann^  sobald  dieser  Satz 
als  Itewiesen  gelten  kann. 

Die  Kotiurneiizsäfze  lur  die  l'.ckeu  zeigen  eine  .\iialo;:ie  mit  den  K«»ni:ruejiz- 
säi/en  lür  die  Dreiecke  in  der  IManiruetrie .  ebriisD  wie  mehrere  der  andern  im 
vorigen  bewiesenen  Kigenbchahen  iler  Kcken   solclien  des  Dreiecks  entsprechen. 


Digitized  by  Coogl 


Kon&lruktioo  der  Ecken. 


52ä 


Daneben  zeigen  sich  aber  auch  erhebliche  Unterschiede,  unter  denen  derjenige 
besonders  hervorragt,  daU  die  Summe  der  Winkel  einer  Krke  nicht,  wie  die  (Irr 
Winkel  eines  Dreiecks,  zwei  Rechte  beträgt,  überhaupt  keinen  bestimmten,  sich 
gleich  Ueibe&den  Wert  hat,  sondeni  twiädien  den  Grensen  von  swei  Rechten 
und  sechs  Rechten  achwankt.  Daher  fallen  bei  der  Ecke  anch  aUe  Folgerungen 
wej;,  welche  denen  entsprechen  würden,  die  bei  den  Dreiecken  aus  der  konstanten 
VMnkrlsumme  hervortjehen.  So  hcntht  e<%  hiprattf,  dali  bei  den  Krken  auch  der 
Kongruenzsatz  2)  von  den  drei  Winkeln  autzustellen  war,  da  nicht  durch  zwei 
WinlEel  der  dritte  bestimmt  ist  Ebenso  zog  der  Kongraenzsatz  4)  von  einer 
Seite  und  den  beiden  anliegenden  Winkeln  nicht  den  Satz  G)  von  einer  Seite, 
einem  anlif'crendfn  und  dein  jicpcnfibcrlifs^^MuliMi  Winkrl  als  Fül^e  nach  sich,  und 
es  wurde  bei  diesem  sogar  di«-  l'rliillung  einer  weitern  Bedingung  notwendig. 

Die  Kougrueuzsätze  lür  die  Kcken  zeigen,  entsprechend  denen  für  Dreiecke, 
dafi  durch  drei  der  sechs  Stficke  einer  £cke  im  aligemeinen  die  drei  übrigen 
bestimmt  sind.  Man  kann  daher  die  Aufgabe  strlli  n,  aus  drei  gegebenen  solchen 
Bestimraungs«?türken  die  übrigen  zu  ermiticln,  nnci  zwar  entweder  mittels  Kon- 
struktion oder  mittels  Rechnung.  Die  Aufgabe  im  zweiten  Falle  erfordert  die 
Anwendung  der  Trigonometrie  anf  die  £dte  oder  das  sphärische  Dreieck,  die 
sogenannte  sphärische  Trigonometrie. 


§  11.    Konstruktion  der  Ecken. 

Geinali  dm  in  j;  10  .N'r.  jf,  'A  betrachleieii  sechs  hallen,  in  denen  zwei  Kcken 
kongruent  oder  symmetrisch  sein  können,  wenn  sie  in  drei  Stücken  überein- 
stimmen, gibt  es  sechs  Fundamentalaufgaben,  eine  Ecke  aus  drei  gegebenen 
Stücken  zu  konstruieren. 

1)   Ci  ucben   die    drei   Seiten:    </,  ^,  t".     Denkt    min   sich    In  Fiir.  '2UC> 
S.  52U    die   Konstruktion   der  beiden  Winkel  A£D  =       AFD  =  /  ausgeführt, 
so  kann  man  die  Ebene  AOS  nnd  AOC  nm  OB  and  OC  in  die  Ebene  BOC 
drehen*    Dadurch  erhält  man  in  einer  Ebene  nebeneinander  die  drei  Seiten  der 
Kcke,   eine   planimetrische   Figur,   die   man   das   N»'tz  der  Kcke  nennt.  Die 
Streck»*  OA  ist  zweimal  in  OA^       OA.,  vorhanden.    Da  diese  Strecke  willkürlich 
angenommen  werden  kann,  so  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  A0£  und  AOF 
durch  die  Hypotenuse  OA  nnd  einen  Winkel,  nämlich  eine  Seite  der  Ecke  be- 
aiimtnt.    Dir  den  Winkeln  gegenüberliegt  iMl.  n  Kitheien  AE  und  AF  müssen 
nach  (l<  r  T mkla[»ptitic  mit  ED  und  I-D  in  je  eine  S<»nkrechte  zu  Ofi  und  OC 
zusammentnilen.     I^adiircli    ist  im   Netz   der   Fiiüpunkt  D  des  von  A   auf  die 
Ebene  BOC  gefällten  Lotes  bestimmt.    Dann  kann  man  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke AED  nod  AFD  durch  ihre  Hypotenusen  und  eine  Kathete  konstruieren 
und  hat  damit  die  \\  inkel  ß  und  y  der  Ecke.    Die  Konstruktion  wird  also 
folgendermal'pn  ausgeführt : 

Man  zeictinet  das  Netz  der  Kcke  (l  ig,  jiTtJ),  indem  mau  die  Seiten  ö,  </,  c 
nebeneinander  anträgt:  nimmt  auf  den  das  Netz  begrenzenden  Geraden  die 
Strecken  OA^  =  OAf  beliebig  an,  fällt  von  ^,  auf  OB  und  von  A^  auf  OC  die 
Senkrecht«'n  A^E  und  AfF,  di-ren  Verlängerungen  sich  in  D  schneiden,  fn  D 
errichtet  man  auf  /JA"  und  DE  Senkrechte,  dir  man  durch  Kreisbogen  um  E 
mit  EA^  und  um  /"  mit  /v/j  in  ^-Jj,  und  s-l^  schnenici.  Dann  ist  /l  A^ED  ^  {i, 
^  AfFD  =  y.    Als  Probe  für  die  Zeichnung  muß  DAi  ^  DA^  sein. 

Zeichnet  man  das  Netz  der  Kcke  in  andr.  r  Krihenfolge  der  Seiten,  SO 
erhalf  tnafi  zwei  andre  Winkel  der  |'(  ko.  Bri  den  drei  möglichen  Anordnungen 
kann  man  also  jeden  Winkel  zweimal  erhalten. 
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Fällt  D  aul  ♦'iiu*  Kaiitr-  Qß  oder  OC,  so  ist  tlrr  nn  rücscr  Kauf«'  liojjfiido 
Winkel  ein  rechter,    i  äUt  D  \\\  den  Raum  eines  Nebenwinkels  von  JiOC,  so  ist 

nach  §  9  Nr.  ö  ein  Winkel  ein  stumpfer. 
Das  rechtnrinkligo  Dreieck  enthält  dann 
(las  Supplemeni  dieses  Winkels.  Fallt  /) 
in  den  Schpit^hvinkclrauro  von  BOCf  so 
sind  (i  und  siuinpl. 

Die  Konstraktion  behält  aach.  mit 
Berücksichtigung  dies(*r  Bemerkungen  ihre 
f niltiükeit,  wenn  eine  oder  mehrere  der 
Seiten  ütumpf  sind. 

Es  ist  dem  Leser  dringend  zu  raten, 
die  Konstruktion  auch  in  solchen  Fällen 
auszuführen. 

2 )  G  e  i;  e  b  ('  n  fl  t  c •  rl  r  c  i  \\'  r  n  k  <  ■  1 : 
flf  ßt  y-  Man  konstruiert  die  Folarecke 
mit  den  Seiten  180*  —  a,  180«  —  /*, 
180*>  —  Y  und  in  deren  Netz  die  Winkel, 
die  die  Su])plemente  zu  den  Seiten  der 
gesuchten  F.cke  sind. 

3)  Gegeben  zwei  Seilen  und  der 
eingeschlossene  Winkel:  a,  bt  y»  Man 
kann  hier  zunächst  die  beiden  Seiten 
l>  und  f7  anfMiiaiuler  legen  und  von  dem 

beliebigen  Punkte  //^  aul  dem  freien  Schenkel  von  die  Senkrechte  J^/'' 
auf  OC  fällen.  Durch  die  Hypotenuse  /l^F  und  den  Winkel  y  ist  das  recht- 
winklige Dreieck  DFA^  bestimmt,  also  auch  D  und  die  Senkrechte  DE  auf  OB. 
Aas  den  Katheten  DE  und  DA^  =^  DA^  ist  das  rechtwinklige  Dreieck  DEA^ 

lind  damit  /  D/\  t ,  ß  bi-- 
stimmt.  Trägt  man  aul  der 
Verlängerang  von  DE  die  Hypo- 
tenuse =  EA^  auf,  so  hat 
man  OAy  und  damit  die  dritte 
Seite  c.  Zur  Probe  mutJ  OA^ 
=  OA^  sein.  \)vi  dritte  Winkel 
kann  dann  nach  Nr.  1  kon- 
struiert werden. 

4 )  Gegeben  e  i  n  n  Seite 
und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel:  a,ß,y.  Von  der 
Polarecke  wurden  zwei  Seiten 
und  der  eingesdllossene  Win- 
kel geliehen  scin.  Man  könnte 
also  diese  Aufgabe  auf  3) 
zurflckfahfen.  Man  kann  aber 
auch  die  Konstrnktion  direkt 
ausführen.  Man  zeichnet  zu- 
nächst (I  ii;.  -'71)  HOC  - 
zieht  in  einem  belieliigeu  Punkte 
/^i  von  OC  dazu  die  beliebige 
Senkrechte  F^G  und  tragt  an  diese  y  in  an,  wodurch  man  das  rechtwinklige  Drei« 
eck  ]'\GH  erhält.  Die  K  ifhete  Gif  trägt  man  nun  von  dem  beliehi^en  Punkte  Ey 
in  OB  auf  dieser  Geratlen  auf  bis  J,  errichtet  in  A,  die  Senkrechte  zu  OB 
und  trägt  an  diese  ß  an;  in  J  errichtet  man  eine  Senkrechte,  die  den  Schenkel 


Fig.  «7t. 
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\on  ß  in  A'  schneidet.  Von  A'  zieht  man  die  Parallele  zu  OB,  die  die 
Verläni;rrunp;  von  G//  in  D  schneidet.  Fällt  man  nun  von  D  die  Senkrechten 
D£  und  DF  auf  Oli  und  OC  und  verlängert  diese  uiu  =>  ^^A'  uud  um 
FJf  —  F^H',  Bo  erhält  man  durch  und  die  Seiten  .^jund  r.  Es  naO  wieder 
=  ^/l«  sein. 


5)  Gegeben  zwei  Seiten  and  der  der  einen  fregenübcrliegende 
Winkel:  c,  y.  Ks  ist  zunächst  (Fip.  272)  das  rechtu  iuklipe  Dreieck  OA^F 
und  aus  .4.,F  als  Hv|)f)tcnnse  das  rechtwinklige  Dreieck  DFA^  bestimmt.  Nun 
bat  man  über  OD  als  Hypotenuse  das  rechtwinklige  Dreieck  ODE  zu  konstniicren, 
von  dem  die  Kathete  OB  zugleich  Kathete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  mit 
der  Hypotenuse  OAy  =  OA^  und  dem  Winkel  e  ist*  Verlängert  man  also  OC 
über  O,  trägt  an  drr  \'erlängerung  c  an,  srhnnidft  den  Schenkel  durch 
einen  KrcisboGfen  um  O  mit  OA.,  in  M  und  lallt  dir  Srnkrerhte  AfN  auf  OC, 
so  hat  mau  in  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  OD  ist,  ON  als  Sehne  ein- 
zutragen. Die  Aufgabe  ist  abo  nur  lösbar*  wenn  ON  <  OD  ist  Im  ersten 
Fall  gibt  es  zwei  Punkte  JE,  also  zwei  Kcken,  in  dem  besondem  Falle  ON  —  OD 
fällt  F.  aut  /)  und  man  erhall  «'uk'  rrchtwinklige  Kckf  mit  ß  =  90*.  Die 
weitere  Konstruktion  ist  nach  den  vorigen  .\ulgaben  ohne  wciti-res  klar. 

C)  Gegeben  eine  Seite,  ein  an-  und  der  ihr  gegenüberliegende 
Winkel;  b,  ßt  y.  Diese  Aufgabe  Ist  mit  Hilfe  der  Polarecke  auf  die  vorige 
zoiückzufähren.    Auch  sie  erfordert  wie  diese  eine  Determination. 


§  12.    Berechnung  der  Ecken.    Sphärische  Trigonometrie. 

1.  Sind  von  einer  Ecke  die  drei  Seiten  a,  b,  c  ^egt-ben,  so  kann  mau  nach 
Aufgabe  1)  in  §  11.  die  Winkel  im  Netz  konstruieren  (Fig.  270  S.  526).   Ist  nun 

die  beliebige  Strecke  OA^  »  OA^  —  f,  wobei  r  als  der  Radius  der  Kugel  betrachtet 
werden  knnn.  die  man  um  d^n  S("h(-ttcl  der  Kcke  beschreiben  muü,  um  das  der 
Ecke  zugeordnete  sphärische  Dreieck  8  Nr.  1)  zu  erbalteu,  so  ist  0£  —  /  cost', 
OF=^rco&b,  A^F  -  Aj^F^^rÄnb,  Setzt  man  DF^q,  so  ist  in  dem  recht- 
ivinkligen  Dreieck  A^FD 

cosy  —     '^—^  . 
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Um  f/  711  berechnen,  fällt  man  von  /'fFin.  278)  die  Senkroihte  hXr  auf  OD 
und  zieht  %  oii  D  die  Tarallcle  DJ!  zu  OB.   Dann  ist  GE  =  OE  —  0U\  da  nun 

/.DFH^  tfi  so  hat  man 

GE  ■—  HD  =---  q  .sin</ 

OG  ^  OF '  Cosa  =  r  cosd  •  cos«  , 

aUo 

^aina  =  r  cost  —  r  cüsa  cos^  , 

cos«-  —  COSrf  cos^ 


Fig.£7& 


1) 


cos: 


6ina 


COSt'  • —  COSÄ  co%fi 


Auf  analoge  Weise  würde  man  D£  =  p  bestimmen,  dann  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  DEA^ 

p        cos^      rostf  cosr 
cos/j  =  — 


und  durch  Bochstabenvertaaschung 


Cosa  — 


cos«  —  COS^COB^ 

sin  ^  sin  ^ 


erhalten  können.  Diese  drei  Gleichungen  enlhalleu  den  Cosinussatz  der  sphä- 
rischen Trigonometrtet  der  dazu  dient,  die  Winke)  eines  sphärischen  Dreiecks 
aus  den  drei  Seiten  zu  berechnen. 

T)a  die  Lösvinq;  der  triRonometrisciu-n  Anf<:.ibr,  das  Viereck  OEDF  zu  be- 
rechnen, allgenK-m  ist,  so  gilt  der  Cosiousüatz  lur  jede  hohle  Kcke.  Doch  ist  es 
für  den  Anfänger  eine  empfehlenswerte  Cbnng,  sich  su  überzeugen,  dafi  in  ver- 
schiedenen möglichen  Fällen,  z.  B.  wenn  a  oder  eine  andre  Seite  der  Ecke  oder 

ein  Winkel  stumpf  ist,  der  Wert  für  cosj'  sich  in  uleicher  Form  ergibt,  voraus- 
gesetzt, daü  mnti  dir  Vor/eichen  der  F-'unktionen  frehörig  beachtet. 

Das  Vorzeiciu-n  des  Cosinus  f;ibt  an,  ob  der  Winkel  spitz  oder  stumpf  ist; 
man  hat  s.B.  für 


cos^  —  cosacos^  ^  (i  , 


y  ^  90» 


In  dem  besondera  Falle  y  »  90    wird  also 
2)  cos^-     cos«  cos3 

sein,  d.h.  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  ist  der  Cosinus 

der  Hypotenuse  gleich  dem  Produkt  der  C'osinus  der  Katlieten.  Dieser 
Satz,  der  an  der  l'ii;iir  leicht  abzuleiten  ist  (vpl,  auch  3  Nr.  Ii.  (iimi  analotr 
dem  pythagoreischen  Lehrsatz  der  Planimetrie  dazu,  aus  zwei  Seiten  eines  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  die  dritte  zu  berechnen. 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  A^ED  und  A^FD  (Fig.  27»  S.  526),  die 
in  den  Katheten  A^E  <=  A^F  fiberemstimmen,  erhält  man  noch 


oder 


woraus 


A^E  •  sin/>'  —  sin}» 
rsinr  •  sin^  »  rsin^  •  tany 


6in]$ 


smr 
sinj» 
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(olgu    Da  für  a  und  a  dieselbe  Beziehang  gelten  muO,  so  erhält  man  den  Satz 

»ina      sin*  sinr 

3)  =  ^     =M  , 
smo      stn/i  m&y 

(U'H  Siniiss.li/.  der  sphärischi^n  Tritronnmetrio.  Di»"  Konstant»-  AI  heißt 
der  Modul  des  .sphärischen  I>r«  irclc8.  im  lalle  y  90''  ergibt  sich  daraus 
ffir  ein  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck  mit  der  Hypotenuse  c\ 

..  .  sin«         .  _  &infi 

4)  sma  —  — —  ,    smp  =  , 

sin^  *^  sine 

wodurch  die  Winkel  zweideatig  bestimmt  sind.  Eine  eindeutige  Bestimmung  gibt 
auch  hier  der  Cosinussatz.    Setzt  man  in 

COSri  —  cos  ^  cos  r 
C08O  =  - 


sin^sin; 
nach  2) 

cosr 
cosa  =  , 
cos^ 

SO  erhält  man  nach  einfacher  gonlometrischer  Umformung 

tand 

o)  Cosa  =  —  , 

tan^ 

und  entsprechend 

COSÄ—  ^    —  . 

tanf 

2.  D»'r  C'usinussatz  drückt  die  Cosinus  der  Winkel  ein»"s  Nphäris«-iien  Dreiecks 
alLi'  lMaisch  durch  die  Seiten  au-^.  Zur  nuujerischeu  B<'r<-t  hnunt;  wird  er  nuMst 
nur  anuewendel,  wenn  man  einen  Winkel  bestiinnu-n  will.  Das  ist  nanienllicli 
bequem,  weiuj  Seiten  und  Winkel  nur  bis  auf  Minuten  f;enau  gegeben  sind  oder 
berechnet  werden  sollen,  was  bei  praktischen  Anwendungen  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie meist  ausreicht.  Besonder;;  erleichtert  wird  die  Rechnung,  wenn  man 
in  den  viersteilii^en  Tahdii,  di«*  dann  benutzt  wer»l»'i)  kcinncii,  Aurh  r'uw  Tibi-lh* 
der  sojienanntea  uatürlicheu  Zahlen  der  trigonometrischen  Funktionen  zur 
Verfügung  hat,  wie  in  den  vierstelligen  Tafeln  von  Dr.  F.  G.  Gals.s, 
Halle  a.  1900.  Diese  Tafeln  haben  auch  noch  den  Vorteil,  Interpolationen 
fast  völlig  überflüssig  zu  machen. 

lieispiel  1  : 

^  1  OD"  ;{'.>' ,    /•  =  aS^  2^' ,      =  12.^'^  19' 


coSf'       cos*/  vunfi 
cosy  =   ,   ,    y  =  180«  —  «2*29'=-  127*31' 

log(-    cus</)  9,5_*G7 
log  üin/t  9,9730 

loL'cos/'  '».s'.i;',; 

loirsinA  -  !t,T'.t;;s^  cos^     -  o,(;2iHi 

lo'^  ( —  cosii  ci)s/>)  -—  '.».  l'JO  t  ,  — cnsarns/r  n,2«;;ic{ 

log  ^coät/ cos/^  —  c<)sr)  --  cos/"  —  COM/ cos/S»  —  —  t|,.i5U7 

logsin</sin^  9,7077 

~  log  (—cosy)  «  9i7S4(» 

tjCBlus)iit.CBa  Kküdbuch  der  MotfacMiAtik,  2.  Aufl.,  Bd.  I.  34 
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Die  numerische  Berechnung  aller  drei  Winkel  ist  auch  mit  Benutzung  dieser 

T.Ji  lii  mf'i<:teTi,s,  wenn  niciit  .tll«-  Srucrr  spitz  sinti,  \v(*pr«n  der  Rürksirht  auf  die 
Vorzeichen  der  Cosinus,  nicht  /.u  empfehlen.    Man  kann  durch  iolgcnde  gonio- 
melrische  Umiormungen  bequemere  Formeln  erhalten. 
Es  ist 

.  .  sintf  sin^  +  coa^  —  cosacos^      cosr  —  cos(a  4- i) 

X  +  cosy  ™  —  ■ .  ■  ■  —  =    i — ^ 

'  sinaflin^  sin«  sin  ^ 

2 «iti |(«  -f-  ^  +  <•)  sin  l (*/  -}  b  —  c) 


1  —  cosy 


SiDtf  sin^ 

sintf  sinA  —  cosr  4-  cos«  cos*      cos  {«  —  b)  —  cos^- 


siDtfsin*  taxLawab 
2 sin —  b-k-        \{f  —  a-\-  b) 


sin«  sin* 

Nun  ist 


1  —  cosr 

-  tani;» 


1  +  cosy 

und  bonutxt  man  die  Abkürzung  a  ^  b     c  =^*ls^  so  erhält  man 


.  sin  (  f  —      sin     —  b\ 
tanW  ■ 


»inj  sin    —  c) 


wobei  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Durch  Buchstaben vertausrhunff 
erhält  man  die  entsprechenden  Formeln  iür  tan^a»  tan^^.    Setzt  man  noch 


1 


gin<j  —  a)  sin(j'  —  b)  sin(f  —  c)  ^ 


sinx 

so  lassen  sich  die  drei  Formeln  darstellen  in  der  Form: 

A*  H  H 

U)      tan ia    .     tauJ/^=  taniy«— —  . 

Diese  Formeln  eignen  sich  gut  zur  numerischen  Berechnung  der  drei  Winkel 

auch  bei  Benutzimg  von  fünf-  oder  mehrstelligen  Tafeln.  Es  empfiehlt  sicht  die 
halben  Winkel  womöglich  mit  grüUerer  Genani-kt  it  zu  bestimmen,  um  die  letzte 
Zitier  bei  den  ganzen  Winkeln  sicherer  zu  erhalten.  Mit  Benutzimg  vierstelliger 
Tafeln  würde  sit^h  die  Rechnung  mit  den  Seiten  in  Beispiel  1  folgcndermaUen 
gestalten: 


Beispiel  2: 


sin(j  -    </)9in(f  —  ^)sin(i  —  t) 

iania=    .  ,    i« '   ü' ,  a  *=  72» 

sin(j  —  a) 

tauld  ^  l/;   -19*29'.  ß-  38*50' 

tan  i  y  -  .    i  y  -   CH«  45.7' .  y  •-  127*  31 ' 
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loguii(f  —  a) 

— 

i),()7rj(G 

log  sin{jr  —  fi) 

9,2353 

1n<v  fiin  c 
iuk  aiUij 

_ 

9,0849 

— 

9.5425 

\o»  tan  1  a 

9.86*^0 

logtani/f 

log  tan  ^j» 

0,3072 

(1  +C08J'>(1 

sphärischer  £xzeß  e  —  58^41' 


1  siiii  sin[s 
{;i  setzt  wird,  erhalten 

7) 

entsprechend 

sind  = 


sinasinp 


»na  9in€ 


S  heißt  der  Eckensinus.    Die  numerische  Berechnung  der  Winkel  durch 

diese  l  ormrln  n'ürde  itn  all^etneinen  nicht  an  empfehlen  sein,  da  die  Winkel 
darcli  ifin  n  Sinus  z\v»Mili-iiti^  I)rsiimint  sind. 

•Mau  kann  auch  sin/  aus  dem  L'osinussatz  bestimmeu,  denn  es  ist 

...           ^        sin^<isin-^  —  (rnsr  —  cosevcos/^)' 
8in*y  —  1  —  cos*y  =   .    . 

Drückt  man  im  Zähler  dieses  Braches  sin'^i  und  sin*^  durch  cos*«  und 
cos'ö  ans,  so  erhält  man 

8)      siny     —  -  ^  ,      11  —  cos^a  —  cos-^  —  cos*«-  +  2 cosa  cos^ C08<r  . 
smasm^ 

Durch  Vergleichnng  mit  7)  ergibt  sich  also 

6'  —  l  \  i  —  cos  'd  —  cus  '-'/'  —  cus 

oder 


2  cosa  cosa>  cosr 


4  sini  8in(^  —  a)  sin(i  —  ^)  sin(j  — 
=  1  —  cos  *a  —  cos -d—-  cos  *<•  +  2  cos«  cos^  cos  c  . 

Legt  man  durch  die  Kante  0/4  einer  Ecke 
(Fig.  274)  die  Normalebene  zur  gegenüberliegenden 

Kbene  der  Kcke,  ^  >  Isneidet  sie  ti.is  /tifjeordnete 
sphriri«(iie  Dreieck  in  dem  Bo<;en  .///'  =  //„  eities 
^roüten  Kreises,  den  man  eine  sphärische  II  Ohe 
des  sphärischen  Dreiecks  nennt.  Dieser  Bogen 
//,,  wirft  j^«'messcn  durch  den  Winkel  AO.f,  den 
Neininn^swinkel  der  Kante  OA  zur  •gegenüberliegen- 
den Rhene.  Aus  dem  rechtttinkli!.'en  sphärischen 
Dreieck  AA'C  ergibt  sicli  nach  Nr.  1,  1) 

sin//,, 
^'"''  =  -sm^  • 


34* 
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also  Q 

9)  aiüAa  —  sin^  sin  y  =  -       •  S 

'  sma 

nnd  entsprechend 

2  2 
sin/ti  — ; — -  •  .S' .    ain/if  =-     —  •  »V  . 
Bin»  9m( 

3.  Sind  von  einer  Ecke  die  drei  Winicel  a,  />.  y  (gegeben,  so  sind  durch 

sie  die  Seiten  der  I'olarecke  IhtO"  — a,   ISO'*  —  fl.    Isii"  bestimmt  und 

deren  Winkel  1^(1"  ,i,  180®  —  ^,  lÖO**  —  £  sind  duxch  den  L'osinossatz  zu 
bcreclinen.    Man  crliält 


~  '  sin(lbU"  —  ajsimlbU'^  —  fi) 

cos;-  -j-  coao  C08/J 


cos 

oder 

10)  cos^  — 


sin  a  sin /9 


und  entsprechend  cos«,  cos/'.  Dieser  Satz  ist  also  der  (.'osinn«:satz  (d  r  I'olar'-rke 
oder  der  Cusinussat/.  für  die  Seilea  des  sphärischen  Dreiecks.  in  iie/.ug 
auf  seine  Anwendung  gilt  dasselbe  wie  in  Nr.  2  für  den  Cosinassats.  Man  kann 
auch  /u  be(|uetnerer  numerischer  Rechnung  die  analoge  Umformung  vornehmen. 
Es  ergibt  sich  nämlich: 

^      ^        sina  sin/J  +  cosy  +  cosa  cos/?      cos(a  —  /f)  +  cosy 
'  sina  sin/?  sina  sin 

^  2co8|(a  — JJ-  y) cog|(y  —  q-f/tf) 

sina  sin /S(  * 

sino  sinÄ  —  cosy  —  cosa  cos^  co8(a  -4-  i?)  +  cosy 

1  —  cosr   —  -  .  ' — —  =s  —   ' 

sina  sin p  sma  sin  ft 

 2coM(a  +  /y  +  y)ros  J  (a  +  ß  — 

sino  sin/} 

Setzt   man   u  i  fi-\-y-   2o,   so  ergeben   diese    beiden   Gleichungen  die 
Formel 

I  008(0  —  a)  cos(iy  —  ß) 

CUl  i  iT  =  1/    

f    —  cosa  cos(a  —  y) 
und  entsprechend  cot  |i7,  cot^^.   Setzt  man  noch 

I  'cos(0  —  o)  co^io      ß\  cos(o  —  yj  _  p 


I' 


COS0 


so  erhält  man  die  drei  Formeln  abgekürzt: 

P  1» 

II)         coliu  -  -  ,     coll^'--    ■  ,  cuti* 


cos(o  —  a)  -       cos  (ff  —  ß)  -       co8(o  —  y] 

\V«-.;en  o     i{a  +     +  y)>0<>'*  ist  — coso  immer  positiv. 
Bcrf^cbnet  man,  wie  in  Nr.  2»  die  Sinns  der  Scitenp  so  erhält  man 


2  2  2 

■   J  ■ — •  —  ,       .sin^="        "  .  sin.-   -        ".  - 

sin/i  siny  sm«  iiny  sma  sm/i 


wollet 

X I —  cuso  costo  —  aj  cosio  —  ß)  cosio  — 
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der  Polareckensinus  ist.  In  der  Tat  ^eht  (irr  llckonsiniis  S  in  2l  üb«'r.  wrnn 
man  a,  i,  c  mit  180* — a,  ISU" — 18ü'* — y  vertauscht.  Aulierdem  hat 
man  die  Beiiehung: 

worin  A/  diT  Modul  des  sphärischen  Dreiecb»  (Nr.  1  ü))  ist. 

4*  Kennt  man  von  einem  sphirischen  Dreieck  zwei  Seiten  und  den  ein» 
ge3chlo8senen  Winkel:  ä,  so  erhält  man  aas  dem  Cosinussatx  auf  y  an- 
gewendet: 

13)  cosr  =- Cosa  cos^ -|- siii<?  sin ^  siu}'  , 

wodurch  die  dritte  Seite  (  bestimmt  ist.  l)anut  kennt  man  die  drei  Seiten  und 
kann  dann,  wenn  nöti«,  die  Winke]  dun  h  di'ii  Cosintissnlz  oder  durch  die 
Formeln  Vy)  brstimmen.  Für  numerische  Rechnung  ist  die  Formel  13)  unter 
der  in  Nr.  2  angeführten  \'oraussetzuug  brauchbar. 

Beispiel: 

a  -  lll^Mü',    />  -  lir2',  119^22' 
COSiT  —  Cosa  cos^  +  sind  sin^  cosy  ,    £  =■  ä7^33' 


lo(r( —  costf)  «  9,8901 

log  sind  ^  9,7916 

log(—  eosi^i  %{\ym) 

log  sin/;  =  1J.{)G(I<; 
log(—  cos/)  =  9»69U5 


logcostf  cds^  =  9,5050  cosa  cos^  —  0,3199 

l<^( —  sina  sin*  cosy)  =  9,4427        sin«  sin^  cosy  =  —  0,2772 

cosr  ===  0.0427 

Sind  von  einem  spiiarisclu-n  Dreit'ck  eine  Seile  und  die  beiden  anliegenden 
Winkel:      a,  ß  gegeben,  so  gibt  der  Cosinussatz  für  die  Seiten  angewendet  auf  ^ 

14)  cosj'  —  —  Cosa  cos^-fsina  sin fi  cos«  , 

wodurch  der  dritte  Winkel  y  bestimmt  ist.  Aus  den  drei  Winkeln  kann  man 
dann  die  Seiteu  linden. 

Die  Anwendung  der  Formeln  13)  und  14)  für  numerische  Rechnung  wird 
durch  die  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  Cosinus  unbequem.  Sind  in  den 
beiden  Aufgaben  sämtliche  Stücke  xu  hrrpchtuM»,  sn  iM  f'irnt  man  sich  besser 
andrer  Fornvlti,  die  fn1.;iMifi»*rmnl.^<ni  al)j;«'leit»'t  wenlfn  können. 

Aus  den  l  ormrln  ui  Nr.  2  lur  1  -p  cos;»  un(i  1  —  cosj-  kann  man,  wenn 
man  die  Beziehung 

1  -f  cosy  t=  2  cos*4  y  .    1  —  cosy  =^  28in*^y 
benuut  und  für  alle  drei  Winkel  anwendet,  zunächst  die  st'clis  Formeln  tuideu: 


cos  1  (l 


sin*  sin(j  —  a)  .  ,        i  sin(x  —  d)  sin(*  —  f) 


1  sm*  sints  —  «1  I 
f      sm*  sm^  '       f  smp  smr 

1  sinj  sinU  —  h  ,  ,    1  /sinf*  —  a)  3\n{s  —  c) 

*'      f      smasm/-  ^  f 

cos.^y  — 1/  — ■   ♦  .-     J  smiy«!' 


sma  siac 


sinrr  sin* 


Digitized  by  Google 


534  Stereometrie. 

aus  denen  sich  die  Beziehungen  ableiten  lassen 
cos  \  n  co9-^ß  sin« 

sin  I  a  €08 


§  12 


ain(^  —  d)      cos  la  sin 


8in(x  —  e) 
stn^ 

sin(i  —  a) 


co&^ß 
und  aus  diese»  wieder: 

cos  i a  cos  i    T      i    i**"  iß     sin j  ^  sin {s  —  «) 


sin^ 


sin  i  y 


sinr 


sinla  cos  i^     cos  Ja  sin  iß     8in(j  —  />)  '  sin{j  —  a) 
cos^y 


siiir 


Trennt  man  die  Zci«  hm  im  Zähler  d«r  Bruche  linker  Hand»  so  erhalt  man 
mit  Berücksicbtignng  der  Bedeutong  von  x  die  vier  Formeln 


co8^(a  +  ß)  _ 

2  cos  \  (a  -f  ^)  sin  Ic 

cos  i  (</  -[- 

/') 

COS|f 

cos  l(a  —  ß) 

2sin^(a  +  d)  cos|r 

sin  l  [d  1- 

^) 

sin^Y 

2810-^^  cos^^ 

sin4f 

sin  1  («  +  ß)  _ 

2  sin  J  <•  cos  i  (a  — -  ö) 

cos  i  (/r  — 

cos  i  V 

2  sin  J  <•  cos  1  <■ 

cos  i  i 

sin  U«  —  /<) 

2  cos  i  <■  sin  i  (</  — 

sin  i  («f  — 

cosjy 

2  sin  J^  cosi^ 

lö) 


die  gewöhnlich  in  der  Form  geschrieben  werden: 

C08j^(a4-/^)co8|^«»  cos|(0  +  ^)ün|)r  , 

sin  \  («  -f  ß)  cos  i  ^  =  cos  J  («  —  ^)  cos  l  y  , 

cos  J  (a  —      sin  i  <•      sin  |  (<i  +  ^)  sin  .\  ;<  , 

.   sin   (u      i»)  sin   ^  =  sin  \  (</  —  b)  cos  1  y 

Sic  heißen  Hif  Gws.sschfii  fI>iiAMi;KK  sehen)  Gleichungen  und  ent- 
sprechen den  Wormeln  von  Moi.uvkidk  tur  das  ebene  Dreieck  {Trigoiionutrie 
§  S  Nr.  5).  Eliminiert  man  aus  ihnen  durch  geeignete  Division  je  iweier  ent» 
weder  c  oder  y,  SO  erhält  man  die  NKPKRachen  Analogien,  die  entaprechend 
dem  Tangentensatz  {TrigoMmtrie  §  8  Nr.  5)  sind: 

cos-l  {a  — 


lü) 


tan  i  (a  +  ß) 
tan  i  (a  —  ^)  = 
lau  1  (</  -|-  =s 
tan  i     —  /J)  = 


C08](<I  +  b) 
8ini(a  •  •  b) 
sin  \{a-\-b) 

cosUa  -  ^) 
C0Bl(a  +  /r) 

sin  .1  /^) 

-7-^.  ta»  i  c 


cot  ^  y 
cot  ^  y 
tau 


Das  Beispiel  zu  der  Aulgabe:  gegeben  a,  b,  y,  würde  sich  hiernach  dadurch 
erledigen  lassen,    daß   man   zunächst   aus   den   beiden   ersten   Ne»» sehen 
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Analogien  i{n-\-ß)  und  ^(a  —  //)  und  dann  ans  einer  der  beiden  letzten  oder 
ans  einer  der  Gauss  sehen  Gleichungen  bestimmL 

Beispiel  (Nr.  4): 

^i=141«4G'.    ^=114«  2',    v-ll!)"22'  ; 


taui(a-j  /^)  -^'f      '\oily,  i(a  •         IHU"    42«45'- 137"15' )  a -  147n9' 


sin  i  {a-{-ß)      - ' 


i(a  — 1Ü*>  4'J /i- 127"11' 
Ic      4H<'4G',  f-  S7032' 


logcoBj^(<i  —  ^)  »-  9,9873 
log  [—  cos  |{a  +  ^)]  =  9J884 


logsinii«/  —  ^)  9,379G 
1ogstii|(a  +  ^)  =  9,8071 


loir  cot  1  y 


l),7(;70 


log      tan  i     -r  ß)}  9,9Ü58 
log  sin  J(a  +  9,H317 


Ion  t  ot  i  / 
log  lani(a  — 


9.4S2r> 
9,7  »i  70 

9,2490 


0,1555 
logcos^/  =  9,7031 


log  cos  U  =  9,8588 

In  ganz  analoger  Wrise  kann  durch  die  Formrln  ].')  und  HI),  die  in  ge- 
eigneter Weise  auszuwählen  sind,  die  Aufgabe  gelöst  werden:  wenn  <:,  u,  (i  ge- 
geben sind,  die  fehlenden  Stücke  sa  beTechnen. 

5«  Die  beiden  Angaben  von  einem  spbirischen  Dreieck  sind  gegeben: 

entweder  zwei  Seiten  und  der  einer  Seite  gegenüberliegende  Wink<>l  oder  eine 
Seite,  der  gegenüberliegende  und  ein  anliegender  Winkel  erfordern  eine  Deter» 
mination. 

Kennt  man  <f,     a,  so  gibt  zunächst  der  Sinnssatz  (Nr.  1,  3)): 

.         sina  . 
sino  =  -.  -  -  sin«  • 

Die  Aufgabe  ist  also  unlösbar,  sobald  sintf  <  sin^  sina  ist.  W'ird  sin^ 
sin^  sina,  so  ist  das  sphärische  Dreieck  reditwinklig  mit  ß  ^  90^.  Ist 
sina^  sin sina,  so  kann  die  Aufgabe  zweideutig  sein:  ist  indessen  sin<r  >  sin^, 
so  ist  zu  hrHrnkm,  (iaü  der  gröUern  Seite  der  pröBi-re  Winki^l  gegenüberliegen 
muli:  die  Autgabi  ist  also  eindeutig.  Ist  aber  siu</ >  sin^  siou  und  zugleich 
■in«  <  sin^,  so  gibt  es  im  allgemeinen  zwei  Dreiecke. 

Hat  man  ß  bestimmt,  so  liefern  zwei  Seiten  der  NEPERSChen  Analogien 
cot  1 und  tan  \  c  . 

Wendet  man  auf  den  eegebenen  W  iiikel  a  den  Cosinussatz  an,  so  ist  c  zu 
bestimmen  aus  der  gonioiueirischen  Glriciuing 

cos/'  cos«'  ■  sin/i  cos«  sinr  --  vusti  , 

die  entwed<'r  auf  eine  quadratische  Gleichung  für  sinr  fuiiri.  woraus  «  hciifalls 
die  Notwendigkeit  einer  Determination  einleuchtet  —  oder  die  tluic  ii  l.iiiluliruiig 
eines  Hilfswinkels  {TrigMomtrie  §  14  Nr.  4)  gelöst  werden  kann. 
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Bcispi«*!  1: 

loesma  =^,7iH(i^  ^''-"^  '          z^-  sin/,  um!  da             so  muß  // >  a 

I  ^  ,           n*ri-iin  Sem,  daher  kann   der  lu   logsin^  |;ehorige  spU/e 

Winkel  aicht  ßebraucht  «erden.    Die  Aufgabe  in 

♦1,^117  eindeutig. 

log  siii/:^  ^  !•," r»;i2 

cotly  =      M^'  _         1  y  „  lö» 5.5,4'.    y  =  31"r»l' 

tanU  =  -!"-;|^  '  "JtanK^  — «).        =  27M4J',  <-=r>4^'2»' 


log  sin  I  </)  !),:»t».S2 
log  sin      -  -  ti)  =-  9^1!) 

0,4  lü3" 


logcotiy  —  U,r»447 

R  i- 1  s  p  i  f  1  2 : 


log  sin  1  «>  !»,!l!l!>.S 
jogsini(/f  a)^^fM«»43 

log  tan       -47)  f),61G2 
log  tan     »  S>»7117 


d  -  liJ-äu',  />  7ri"  l.V,  a  23f*5i>'  ; 
IJfi^a)^  n9M7,r/,    I     -  /7)  =  1  47,.r 


sintf  ^  T^'sin* ,  A  ^  34« 40',  Ä  14.'*^2<»' 
i  [^i.,  I-  a)  =  84'»3!*,.5',    \  iß,  —  a)  r_  Ci>«40,r>' 


log  sina  »  9,6090 
log  sin  =^ 

]ct<j,  >in/'  —  'j.!»^t.4 
log  sin//  -  It.T.Mlt 
sin  '  i/>  ii\ 

cotiy         :      '      tanJ(/*-n).    Jy,  -  73«37%  iy,-10">J*' 

sin  i  — 


Dlt  /II  lii'^siii/^  j;fh()ri;;e  spit/o  Winkel  ist 
gruiier  als  a;  da  u  <^ ist,  st>  ist  sowohl 
der  spitze  Winkel  als  sein  Supplement  xu 
gebrraehea.    Die  Aufgabe  ist  xweidetttig. 


-  14  7M4',         -  -Mi"  lü' 


sin  ll/i  -I-  al 


tan«  r  -   r  ;         '  »anl(^  -     .         =  ''•«*23,H',         =  IHO.r 

^  1 12"  IT'.     ü  -  lu' 

"  lo^sin^i/^,      rt)   -  9,GÜOO'  " 

log  sin  \{ß^—a\  =  8,9089 

0,7211 

log  sin  Uli  -j-oi  -  1».!>!«.^1 
logsini(/^«  —  «)  -~  {t.f»4<i:i 

l^il  tan  1,  (/'  <7)  i».4r»(»:i 
l(»j:  uin  i*',  u,l  774 
log  tan      =  9,.'*  139 


log  »in  J  ( /' 

il)  - 

!»,!»3C7 

log.stnl(^  - 

0,4393 

0,4974 

log  tan  - 

a}- 

8,07<i> 

iogtanÜ/^s  - 

tt)  -- 

o._'r»i>:» 

Ii  Ii;  cot  l 

'/y 

'.t.4tis_' 

log  cot .', 

o,747S» 
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Da  in  difscm  Beispiel  a,  A,  a  spitr.  <<\nr] ,  so  kann  man  f  aus  der  gonio- 
metrischen  Gleichung  mit  positiven  Kocifizicuten: 

cofl^  cos/  -(-  sin^  Cosa  sin/  =  cosd 

berechnen.  Man  dividiert  die  Gleichnng  durch  cos^  und  bestimmt  einen  spitzen 
Ililfswinkel  X  so«  daft 

tanjl  —  tan^cosa 

wird:  dann  nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an: 

coaa 

COSfr  —  X)  — ,  COSA  . 

cos* 

Die  Zweideutigkeit  ergibt  sich  daraus,  daß  t  —  X  positiv  oder  negativ  ge- 
nommeii  werden  kann.  Die  Rechnung  würde  sich  auf  folgende  Weise  für  das 
obige  Beispiel  gestatten: 

tanjl     tan^cosa  ,    A  *-  74'»  1«' 

C08<7 

cos*  i  r  1 

log  tan*  u,r>9r)2 

Uiii  tan  /  =  o."  5(iO 
lo),'  cos/i  ^  It.  l  _'7S 

log  COS<7  =  W,^>.'>S  j 

log  COS*  ^  93912 


logcos(/-<  A)  '■=  0,89-1}^ 

U.   Eine  iur  das  sphärische  Dreieck  sehr  wichtige  Gröüe  ist  der  sphärische 
lOxzoÜ  (vgl,  §  U  Nr.  ■{) 

*  =  tt4.;^  J.  j.  —  180»    ,  • 

der  onnv  werteres  bekannt  ist,  wenn  dir  Winkel  geyeben  sind.  Sind  nur  zwei 
Winkel  gegeben,  so  wird  man  den  dritten  Winkel  zunächst  berechnen.  F.r  kann 
aber  auch  direkt  gefunden  werden,  wenn  die  drei  Seiten  oder  zw^i  Seiten  und 
der  eingeschlossene  Winkel  gegeben  sind.  Aus 

li'i  +  /f)     00«—  liy  —  E) 

folgt 

co8|(a  4- ^  =  8inl(}'  —  c),   sini{a  + /?)  =  cosi(y  —  e)  ; 

setzt  man  diese  Werte  in  die  GAUssschen  Gleichungen  15)  in  Nr.  4),  die  diese 
Funktionen  enthalten,  ein,  so  ergibt  sich 

sin  i  (;•       f  )       ros  \{(7      l>)       cos  \(y    -  f)      cos  \  [a  —  /«) 
sin^y  cosi<:      *        cosiy  coslr  * 

woraus  man  durch  korrespondierende  Subtraktion  und  Addition  erhält: 

sin \y  —  sin  \{y  —  e)     cos ie  —  cos \{a  ■\'  b) 
sin  i  y  H-  sin  J  (y  —  e)     cos  i  f  +  cos  i  (tf  -j-  *)  * 

eis    [y      f  )  —  cos  rns    ((/  -    /')  —  cos  ),  r 

cus  i     —  i)  -p  cos  i        cos  ^  (a    -  /')      cos  i  c  ' 
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oder,  mit  B«'iuiuuii^  der  Abkürzung  a      f>  -\-  c  ^  '2  s : 

sin  |f  cos(  i  y  —  }  f  )      »in  i  j-  sin  i  (s  —  <  ) 
cos \e  »in(|  y  —  \e)     cos  i  s  cos  ^{s  —  c)  * 

B\n\esm{lY  —  ^  c)       sin  l{s  —  a)  sin  \  {s  —  />) 
cos|ecos(i 7^  —  |e)  ~  co« |(j  —  a)cos|(x  —  6) 

Die  Multiplikation  dit'ser  beiden  Gleichiuifien  ergibt,  wenn  man  zugleich  die 
Quadratwurzel  zieht,  die  L*Hu«i,ikr  sehe  l'ormel: 


17)  tan|-e  =ytaa|/tani(^  —  a)tAni{s  —  ä)taa^{s  ^  ^)  . 

Die  Wanel  ist  positiv  zu  nehmen,  da  wegen  e  <  360^  (§  9  Nr.  3,  Satz  G)) 

|c  <  90"  sein  muß, 

Für  das  Beispiel  2  in  Nr.  2,  S.  530  ist: 

U=  69«> 6,r/.    4 (f  —  <i)  =  14»  17' ,    l(s  —  d)  -  49<> 52,r/ .    j  ( j  —     =  4"  n?" 

tan  f  e  =  ]  tan  i  v  tan  J  (f^ «)  tan  i  (x  —  *7tan  jlT—  <•) ,    ^  «  =  1 4®  40,3',  «  =  58®  41' 

log  tan     -  0,4183 
logtanf(x  —  a)  =  9,4ü{)8 

log  tan  \{s  —  />)  i»,0743 
log  tan \  (s  —  c)=  8,03 7 G 


Da  ferner 


logun^e  =  0,4181) 


ist,  so  hat  man 

sin|e  =  — cos  Ua  -\-  ß  -\-  y)  ^  sin  1  («  ~  ß)  sin  \  y  —  cos  i  (a  -f-  /^)  cos  i  y 

iCOs|«  »      sini(a  -f    -f  y)  =  8in^(a  -|-  ß)coa^Y  +  cosi(a  +  ß)sia^y 

Setat  man  di<>  aus  den  Gauss  sehen  Gleichungen  sich  ergebenden  Werte 

cos  1  (ii  -    fi)  cos  .',  ((I  4-  ä) 

Sin  l  (a  +  /J)  ^^^^  cosl  y ,    cos  l(a  +  ^)  =  sin  J  y 

in  diese  iormelu  ein,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 

cosl<<i  —  i)  —  cos^<<i  +  ^)  .  ,        ,       mn^ann^i  . 

smi€  =  — -* —    --  — z  =   siniyco8iy  =  = — ; — = — smv 

cosl«  '        "  cos|y 


cos  i  f 


cos  l(a  —  h)  cos*  l  y  +  cos  1  (<i  +  ^)  sin*  J  y 


cosV<: 

Setzt  man  in  der  letzten 

cos-  ly  -  J (1     cosy) ,    sin*|y  —  1(1  —  cosy)  , 

so  verwandelt  sie  sich  in: 

i  [cosl  (tf  —  *)  +  OOS  l(<i  +  d)]  +  Afco8i(tf  —  fi)  —  cos  l(tf  +  fi)]  cosy 

cos  «  €       '  ■    -  '  ~~  ~  ~  ~  ^— — — 

COS  I « 

cos  1  a  cos  \/>  ■•  sin  .',  <;  sin   A  cos y 
cos  1  r 


13  §  Mehrseitige  Ecken.  5;:J«I 

Dividiert  man  ntin  die  Ix  lfini  Wcrlt^  für  sin .',  f  und  cos  1  f  durcheinander 
und  Zähler  und  Nenner  des  enuteheoden  Bruchs  durch  cos^acos^^,  so  ergibt 
sich  die  Formel 

tan}43rtan^^sin)' 


18)  tan^e 


1  -|-  tan  |-«  tan -(-^  cos y 


durch  die  der  sphärische  Exzeß  direkt  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel  berechnet  werden  kann.    Man  kann  sie  auch  schreiben: 

COtltfCOt^^  . 

cotle  =  — —,  2_  j_  coty  . 

'  sinj'  ' 

Für  ein  rechtwinklig!  s  sphärisches  Dreieck  mit  ^  —  90^  erhält  man  aus  18): 

10)  tan  i    =  tan  i    tan  1 . 

Das  Heispiel  in  Nr.  4  auf  S.  ältH  und  '3"  würde  ergeben: 

 i  n  '46',    d^  lU^2',    y=llÜ"22';    i<i=7U«53',    |^  =  57^1' 

cotle  =  ^i^* 1£  +  coty  ,   U  =  180«  —  73« 4'=  106» 56'.   e  =  213« 52' 

sinj' 

logcot  jrf  9,rj3ü8 
log  cot  1^  »  9^122 

9«3520 

log  sin y  =  9,9403  coty  — — 0,5627 

9Äni  5?ÜfIf?il*=.  0,2581 

siny 

cot^c  =  — U,304U 


§1.^.    Mehrseitige  Kcken. 

1.  n.hen  von  einem  Punkte  O  aus,  n  Gcrailf  0^4,  OB,  OC,  ...  und  I« 
man  durch  je  zwei  benachbarte,  Gerade  eine  Ebene,  die  mau  durch  die  Geradt  u 
begrenzt  annimmt»  so  entsteht  eine  «-seit ige  Ecke  OABC***  Sie  hat  analog 
der  dreiseitigen  n  Seiten  und  n  Winkel.  Zu  ihr  kann  die  ihr  symmetrische  Gegen- 
ecke und  die  Polarecke  konstruiert  werden.  Man  kann  sich  auch  hier  auf  die 
Ret rarhfnntr  hohler  fv-ken  heficlirrinkon.  dpren  Seilen  und  Winkel  kleiner  als  ISO" 
sind.  Schneidet  man  die  Kcke  durcli  eine  Ebene,  die  sämtliche  Ebenen  der 
Ecken  schneidet,  so  erhält  man  als  Schnittfigur  ein  «-Eck  ABCD . . .  and  auf 
den  Ebenen  der  Ecke  die  n  Dreiecke  AOB,  J^Oi\  COD,  .  .  .  Nun  ist  die  Summe 
der  n  Seiten  rliT  l'ckc  uiu!  der  '2  n  W  iiikrl.  die  mit  iluirn  in  den  Dreiecken 
Hegen,  gleich  n  •  1  >><)":  die  Summe  der  2//  Dreieckswinkel  aber  ist  gröUer  als 
die  der  Winkel  des  n-Ecks,  weil  jeder  Winkel  des  «-Ecks  mit  den  beiden  an- 
liegenden Dreiecksnrlnkeln  die  Seiten  einer  Ecke  bilden  nnd  die  Summe  sweier 
Seiten  einer  Ecke  größer  ist  als  die  dritte.  Die  Summe  der  Winkel  eines  //-Keks 
ist  aber  (n  —  2)  •  1H0^  folglich  ist  die  Summe  der  Seiten  der  «-seitigen  Ecke: 

a-fÄ  4- <:  +  ...<«.  180»  — («  — 2) .  ISO»  , 

also 

</  -f  ^  +  r  4-  .  .  .  <  iUJO"  . 

Die  Summe  der  S«  iren  einer  linhlen  mehrseitigen  Krke  ist  kleiner 
als  vier  Rechte.  Wendet  mau  diesen  Satz  aut  die  Polareckc  an,  die  die 
Seilen  isO"  — a,   I8i>»  — IHO«—       ...  hat,  so  ist 

it  '  —  (u -i- ~\  y +  ...}<  m)"  , 
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woraus  folgt,  ebensowohl 

a  + ß -i- y  +  ...  >{a  —  2)  *  . 

als 

«  +  /;  r  /  H  <»  •  1K(|0  . 

iJie  Summe  der  Winkel  einer  holileii  n-seiiigen  Koke  liegl  zwisclien 
2  ff  —  4  und  2n  Rechte. 

Die  Konstruktion  und  Rererhnun^;  einer  «r>$eiti^en  Ecke  muß  durch  geeignete 
Zerleguiif;  auf  die  von  drcisi  itiqrii  Krkf^n  zurürk^rfführt  werd<'n. 

2.  rntfr  einer  r r r  1  ni  ,i  Iii fjen  Ecke  verstt-iit  man  eine  solclie,  die  gleiche 
Seiten  und  gleiche  Winki-1  hat.  Jede  dreiseitige  Koke,  deren  drei  Seiten  einander 
gleich  sind«  ist  also  beispiels^'eise  eine  regelmäßi|;e,  dagegen  kann  bei  mehr- 
seitigen Ecken  nicht  aus  der  bloßen  Gleichheit  der  Seiten  auf  die  der  Winkel 
oder  umfjekehrt  pescldossen  werdt'^n. 

Es  sei  S  (l"ig.  275)  eine  regehnaüige  //-seitige  Kcke,  und  man  liabe  die  an 
zwei  benachbarten  Kanten  SJf  Sß  liegenden  Flächenwinkel  halbiert,  so  müsäcn 

die  Halbicrangsebenen  einander  in  einer  durch  S 
gehen(h'n  Geraden  SA/  sclinei(h'n.  Ks  ist  hiiTdureli 
eini'  dreisritilif»  Kcke  S.WM  entstanden,  deren  an 
SA  und  SB  hegende  Winkel  als  llahten  zweier 
nach  \'oran9setznng  gleicher  Winkel  einander  gleich 
sind.  Hieraus  foli^t,  daß  auch  die  Seiten  ASMt 
/>'S,\f  j.deicli  groü  sein  müssen.  Konstruiert  man 
nun  (he  durch  S.l/  und  die  auf  .S'/)  folgende 
Kante  SC  bestimmte  Kbene,  so  sind  in  den  beiden 
dreiseitigen  Ecken  SABAf^  SBCM  der  Voraus- 
M  (/uii-  zufolge  die  Seiten  ASB^  BSCt  ferner  <lie 
Winkel  ,TTi  Sf>  ulcii  h  ^roÜ.  und  die  Seite  HSM  ist  beiden  gemeinschaftlich. 
Demnach  mu|j  auch  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  A/SCi  ßSC  dem  von  AfS/y, 
ASB  gleich  sein,  woraus  henorgcht,  daft  er  ebenfalls  die  Hälfte  des  Neigungs- 
winkeis von  BSC  und  DSC  ist.  Nunmehr  ergibt  stdi  in  gleicher  Weise  wie 
vorher,  daÜ  in  der  Kcke  SßC.U  die  Seite  AfSC  gleich  der  Seite  JAS'/?  ist.  Man 
lege  nun  eine  neue  Kbene  durch  SM  und  .SV.),  hi-weise  wie  vorher,  dal»  dir» 
Kcken  SCDM  und  SßCM  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlosseneu  W  inkel 
übereinstimmen  und  beweise  daraus  durch  ganz  entsprechende  Schlußfolgerungen 
wie  vorher,  daß  die  Seiten  A/S/)  und  AfSC  gleich  situl.  Da  sich  diese  Beweis- 
führnnv'  f'ir  jede  rtwa  noch  folg«*ii<lr  ilun  h  S.\f  und  eine  Knnt'"  der  Kcke  S 
g«'hende  Kbene  wu'derhoien  läÜt,  so  ergiin  sich,  daü  die  tJerade  SM  mit  allen 
Kanten  der  Kcke  gleiche  Winkel  bildet.  Gleichzeitig  ist  gefunden  worden,  daß 
die  durch  SM  und  je  eine  Kante  gehenden  Ebenen  die  Winkel  der  Ecke 
halbieren,  und  es  müssen  daher  auch  mngek«-lirt  die  Ilalbierungsebenen  der 
samtlichen  Winknl  duich  SM  (^elu-n.     Somit  h.a  man  (!<>n  Satz: 

Die  Ilalbierungsebenen  der  Winkel  einer  regelmäliigen  Kcke 
schneiden  einander  sämtlich  in  einer  durch  den  Scheitel  der  Kcke 
i:eh enden  Geraden:  diese  Gerade  bildet  mit  allen  Kanten  der  Ecke  gleiche 
Winkel.    Sie  heilSt  <\\<-  Achse  der  llcke. 

3.  Legt  man  cUirch  <'inen  beliebiL'cn  Punkt  M  \on  S.\f  die  zu  SM  senk- 
rechte Kbene,  welche  die  Kanten  der  Kcke  in  y/,  />',  C,  1)^  .  .  .  schneidet, 
so  sind  die  Dreiecke  SAfA,  SAfB,  SAfC  n.  s.  w.  sämtlich  kongruent,  daher  ist 
AfA  =<■  J//»'  J/C  .  .  .  und  S.i  S/{  S('  .  .  .  Källt  man  ferner  \()n  M  aul  irgend 
eine  der  S<-it«'n  des  X'ielecks  A/iC/)...  ,  z.  H.  aui  I/'.  die  senkrechte  Gera<le  .]/(J, 
SU  muü  J/G  die  Seite  Aß  halbieren  und  zu  ihr  si-nktecht  stehen.  Zieht  man 
noch  SGt  so  halbiert  SG  den  Winkel  ASß  und  steht  senkrecht  auf  AB*  Die 
Ebene  SGJif  steht  senkrecht  zur  Kante  AB  und  somit  auch  senkrecht  zu  der 
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durcl)  diese  gehenden  Kbrne  ASB.  Da  mau  die  j;leicheti  Konstruktionen 
und  rolKerung^Mi  mif  jcd«»  der  Kbencn  der  Ecke  S  anwenden  und  da  man  ferner 
die  Folgerungen  umkehren  kann  (weil  jede  Kbene,  wie  SGM,  die  einzige  sein 
muß,  welche  die  betreffenden  Eigenschaften  in  Beziehung  auf  die  zugehörigen 
Geraden  und  Flächen  hat)»  so  ergeben  sich  folgende  S&tze: 

Die  durch  die  Achse  und  je  eine  der  Halbierungslinien  der  Seiten  (äner 
regelmäßigen  Ecke  gehenden  Ebenen  stehen  sfnkr.«cht  zu  der  Ebene  der  zu- 
geiiurigeu  Seite,  und  umgekehrt  schneiden  sich  die  auf  den  Hachen  in  den 
Halbiemngslinien  der  Seiten  errichteten  iwnkrechten  Ebenen  in  einer  Geraden, 
nämlich  in  der  Achse  der  Ecke. 

Ati>^  der  Kongruenz  der  Dreiecke  SGM  n.  s.  w.  folgt  dann  noch,  daü  die 
Achse  auch  mit  allen  llalbierungsliDien  der  Seiten  der  Ecke  gleiche  Winkel 
bildet. 


Dritter  Abschnitt. 
Die  Polyeder, 
g  14.    Grundformen  der  Polyeder. 

1.  Die  Verbindung  von  vier  oder  mehr  Ebenen  miteinander  führt  neben 
Wiederholungen  frflher  behandelter  Raomgebilde  auf  ein  neues,  nämlich  auf  den 

vol  1  st ;i n (I i durch  Ebenen  begrenzten  Körper,  das  Polyeder. 

Die  L'ntcrsuclirmi,'  d'  r  mn^lirhi'n  Lai;en  dreier  I'hfnrn  cf'tr^'tn'rTi.'iTifirr  /ficte, 
daU  sich  mit  ilinen  kein  Kauniteil  \ ollig  begrenzen  lalit,  zugleicii  aber  aucii,  daß 
die  Tlinzunahme  einer  vierten  Kbene  xu  diesem  Zwecke  genügt,  denn  nimmt 
man  auf  jed«'r  Kante  einer  dreiseitigen  Ecke  einen  l'unkt  an  (der  nicht  der 
Scheitel  sein  darf),  so  bildet  die  durch  diese  drei  I'tinktc  bestimmte  Ebene  mit 
den  drei  Ebenen  der  l'lcke  die  Begrenzung'  eines  Körpers. 

Ein  solcher  von  vier  Ebenen  begrenzter  Körper  heißt  ein  Tetraeder. 

Da  vier  Ebenen  mindestens  nötig  sind,  um  einen  Körper  £U  begrenzen,  so 
ist,  was  die  Anzahl  der  begrenzenden  Ebenen  betrifft,  das  Tetraeder  das  ein- 
fachste Polyeder. 

Im  allgemeinen  kann  man  sich  ein  Polyeder  von  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Ebenen  begrenzt  denken.  Diese  Ebenen  werden  als  durch  ihre  geg«'nseitigen 
Schnittlinien  selbst  begrenzt  angenommen  und  haben  also  die  Gestalt  ebener 

\'ie lecke.  Die  S«Mten  difser  \'ielecke,  also  die  Schnittlinien  von  je  zwei  Be- 
irrtMi7itnir';rl)enen  sind  die  Kanten  d»*>^  Polyeders.  Wenn  droi  ndfr  mrhr  13e- 
grenzungsebenen  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  also  auci»  drei  oder  mehr 
Kanten  zusammenstoßen,  entsteht  eine  drei-  oder  mehrseitige  Ecke  des  Poly- 
eders. Die  Sfit(Mi  fiieser  Ecken  sind  die  Winkel,  die  die  aneinanderstoßenden 
Kantf-Ti  fies  Polyeders  initi  lnaiul'T  bilden  uiul  iltre  Winkel  sind  die  NeigungS- 
wink'd  anstoßender  Beyrenziingselx-mni  tit-s  Pulynters. 

So  ist  z.B.  das  Tetraeder  von  vier  ebenen  Dreiecken  b«'greii/.i;  es  bat  sechs 
Kanten  und  vier  dreiseitige  Ecken. 

2.  Ein  in  seinen  mv-trisclicii  Eigenschaften  einfacheres  Polyeder  als  das 
Tetrae<lrr  nitsteht  aus  dem  Drrikant  und  dem  \'ielkanr. 

Man  kann  den  in  ^  7  d)  gewonneneu  Begriff  des  Dreikanls  erweitern,  wenn 
man  sich  eine  beliebige  Anzahl  von  Parallelen  im  Raom  denkt  und  durch  je 
zwei  benachbarte  eine  Ebene  legt,  die  durch  die  Geraden  selbst  begrenzt  wird. 
Das  dadurcli  ciiistflK'udf  Raumufl)ilde  ist  i'in  \  ielkaiit.  Schneidet  man  i-iii 
//-Kant  durch  eine  Ebene,  die  sämtliciie  Kauten  tri^i,  so  ist  die  Schnitthgur  ein 
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«-Kok.  In  l*'it!.  27'i  wird  das  Vierkant  durch  rinc  beliebige  Kbene  in  d»'ni  \"i«T- 
eck  ABCD  geschnitten.  Schneidet  man  das  \  ierkant  noch  durch  eine  der  ersten 
Ebene  parallele  Ebene,  $o  entsteht  ab  Scbnittügur  das  Viereck  ABClf»  Da 

eine  Ebene  durch  parallele  Ebenen 
in  ParaUelen  geschnitten  wird   (!$  's 
Satz  2)),  und  Parallelen  zwischen  Pa- 
ralielen  gleich  sind,  so  ist  AB  ÄB^t 
BC^ffC, ...  und  da  Winkel  mit 
parallelen  gleichgerichteten  Schenkeln 
v;lrich  sind      5  Satz  51*1.  >^n  -^ind  dir 
\  ie recke  kongruent  und  die  aut  den 
Kanten  des  Vierkants  liegenden  Ab- 
schnitte einander  gleich.  Da  die  ent« 
sprechenden  Kcken  der  kongruenten 
Vierecke  ;nif  Parallelen  Hecen,  sn  sind  sie  affin  {Planimetrie  §  .'il  Nr.  2).   Dirsi«  Be- 
trachtung gilt  ohne  weiteres  lur  ein  /7-KaDt.    Die  Kbenen  des  //-Kants  und  die 
beiden  parallelen  Scfanittebenen  begrenzen  ein  Polyeder,  ein  «-aeitiges  Prisma. 

Ein  «•seitiges  Prisma  ist  begrenct  von  z«-ei  kongnienten  «-Ecken  und 
//  Parallelogrammen.  Die  /i-Kcke  bilden  die  Knd flächen  oder  Grund-  und 
K ndfl'u'he,  dir  Par.illelogramme  <;ind  die  Seitenflächen  des  Prisma*:.  Das 
Prisma  hat  3//  Katiien,  nämlich  //  Grundkanteu,  /;  Eudkanten  und  «Seiten- 
kante n.  Jede  Gmndkante  ist  gleich  der  ihr  parallelen  Endkante  und  die  Seiten- 
kanten sind  sämtlich  gleich  groß.    Das  «-seitige  Prisma  hat  2  //  dreiseitige  Ecken. 

3.  Kinc  tllgemeinere  Form  der  Polyeder  als  das  Tetraeder  erhält  man  ans 
der  mehrseitigen  Ecke  (i;  l.'i). 

Denkt  man  sich  beliebig  viele  unbegrenzte  Gerade  durch  denselben  Punkt  im 
Räume  und  le0  durch  je  zwei  benachbarte  Gerade  eine  Ebene,  die  durch  die 
Geraden  bcj:r«'i>/t  gedacht  wird,  so  erhält  man  ein  Raumgebilde,  das  aus  einer 
mehrseitigen  I.cki-  und  ihrer  Hfr.. necke  besteht.  Schneidet  man  dieses  durch 
eine  Ebene,  die  sämtliche  Kanten  trifft,  so  entsteht  als  Schnittfigur  em  Vieleck. 

In  Fig.  277  wird  eine  der  vierseitigen  Ecken  in  dem  Viereck  ABCD  ge- 
schnitten.  Legt  man  noch  eine  zu  der  ersten  Schnittebene  parallele  Ebene,  so 

kann  diese  entweder  mit 
auf  derselSen  Seite  von  O 
uder  auJ  der  entgegen- 
gesetzten liegen.  Im  ersten 
Falle  entsteht  als  Schiiilt- 
fipur  das  Viereck  ÄjrCir, 
im  zweiten  das  \'iereck 
A"B"C"ir.  Dieselben  in 
Nr.  2  benutzten  Sätze  zei- 
uen,  daß  beide  Vierecke 
dem  Viereck  ABCD  ähn- 
lich sind  und  mit  ihm 
perspektiv  {Mautme/rie 

§  31  Nr.  2)  liegen.    Für  ABCD  und  A'B'C'D'  ist  der  Scheitel  O  der  äußere. 

für  ABCD  und  A"ly'C"D"  der  innere  Ahnlirlikeitspunkt.  In  beiden  lallen  werden 
die  F.ntfernuiigen  entsprerheiider  Kcken  der  Vifh-ckc  diir«  h  O  im  herrsrhtMulen 
N'erhältnis  der  ähnlichen  N'ierecke,  im  ersten  1-ali  auüen,  iin  /.weiten  innen  geteilt. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt  allgemein  für  eine  n-seitige  Ecke.  Durch  die 
Kbenen  einer  ir-seitit^en  r.(-k«>  und  eine  der  Schnittebenen  wird  ein  Polyeder  be- 
grenzt, eine  «-seiti;;e  Pyramide. 

Eine  //-.st-Uige  Pyramide  ist  begrenzt  \üu  einem  «-Kck  und  //  Dreiecken. 
Das  ff*Eck  ist  die  Grundfläche,  die  Dreiecke  sind  die  Seitenflächen.  Die 


Fig.  277. 
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Pyramid«  hat  2«  Kanten:  h  Grundkanten  und  n  Seitenkanten,  sowie  n  «Ir-  i- 
sriticrr  und  1  n-seiti^c  Ecke  an  der  Spitze  der  Pyramide.  Das  Tetraeder  ist 
die  dreiseitige  Pyramide. 

Die  Ebenen  einer  «-seitigen  Ecke  begrenzen  mit  zwei  parallelen  Eb»'nen, 
die  auf  detselbea  Seite  des  Scheiteb  liegen,  einen  ««seitigen  Pyramiden- 
stumpf.  Dieser  ist  begren/.t  von  zwei  ähnlichen  //-Ecken  und  n  Trapeaen.  H-i-^ 
größere  «-Frk  wird  gewöhnlich  als  cii<-  rundtläche,  das  kleinere  als  die 
Endfläche  betrachtet  oder  beide  werden  alü  Endflächen  bezeichneu  Die 
Trapeae  sind  die  Seitenflächen.  Der  «•seittge  Pyramidentumpf  hat  3«  Kanten» 
ff  Grandkanten,  n  Endkanten,  n  Seitenkanten  und  2«  dreiseitige  Ecken. 
Das  //-seitige  Prisma  ist  von  dieser  Polvederfonn  ein  besonderer  Fall,  den  man 
erhält,  wenn  man  den  Scheitel  0  drr  Ffke  unendlich  fern  denkt,  wodurch  die 
«-seitige  Ecke  in  das  /2-Kant  übert;eiien  wurde. 

Die  Ebenen  der  umseitigen  Ecke  und  ihrer  Gegenecke  begrenzen  mit  zwei 
parallelen  auf  beiden  Seiten  des  Scheitels  liegenden  Schnittehenen  eine  ««seitige 
Do  ppe  Ipy  r  a  nii  (!  (• .  dif  mnn  ^ich  am  '•rkmät5ii,'srt'ii  als  Summr  zwpif*r  r;-s-f'itii,"'r 
Pyramiden  deiiki,  deren  Spitzen  zusammenlallcn  und  deren  entsprechende  Seiteii- 
kauten  eine  Gerade  bilden. 

4.  Die  bisher  betrachteten  Grundformen  der  Polyeder,  die  aus  dem  Viel« 
kant  und  der  vielseiti^'cn  F.(  ke  entstehen,  lassen  sich  als  besondere  Fälle  einer 
allgemeinen  Form  betrachten.  Sind  in  r.wc:  parallelen  Khenfn  zwei  beliebige 
Vielecke,  von  denen  eins  in  eine  Gerade  oder  in  einen  Punkt  übergehen  kanu, 
gegeben  und  legt  man  durch  je  eine  Seite  des  einen  und  eine  Ecke  des  andern 
so  viel  Ebenen  als  nötig  sind  ein  Polyeder  su  begrenzen,  so  entsteht  das  Prisma- 
toid.  Es  ist  begrenzt  außer  von  den  beiden  Vidt-rki  n  als  End  fluchen,  im 
allgemeinen  von  Dreiecken  als  S  i- i  t  f  n  f  I  ä  r  h  f>n.  Es  können  aber  jedesmal  zw<m 
Dreiecke  in  einer  Ebene  zu  einem  i  rapez  zusammeniallen,  wenn  zwei  Seiten  der 
beiden  Vielecke  parallel  sind.  In  Fig.  271^  ist  ein  Prismatoid  gezeichnet,  dessen 
Endflächen   das   Fünfeck  ABCDE  und  das 


Dreieck  FG/f  sind:  da  Cf)  rmd  GII  parallel 
angenommen  werden,  so  ist  das  Trapez  Li'' U(t 
aus  den  beiden  Dreiecken  CDG  und  DG// 
oder  CDU  und  CHG  entstanden  zu  denken, 
die  man  erliahm  würde,  wenn  die  beiden 
Seiten  CD  und  6"// nicht  parallel  wären.  Sind 
die  Endflächen  ein  m-  und  em  //-Eck,  so 
hAt  das  Prismatoid  jedenfalls  m  +  «r  Ecken, 
höchstens  m-^  n  -\-2  Flächen  und  höchstens 
2  [ffi  -p  //)  Kanten.  Das  Prismatoid  in  Fig.  278 
hat  aber  nicht  5  3 --2  =10,  sondern  nur 
9  Flächen  und  nicht  2  (.'♦ -p  3)  —  IC,  sondern 


nur  15  Kanten.  Haben  die  Endflächen  gleich  Ff«.m 

viel  S<'iten,  die  paarweise  parallel   sind,  so 

wird  das  Prisnuitoid  ein  (^)helisk,  dessen  Seitenfl  ir  heii  sämtlich  Trapeze  sind. 
Sind  die  Ktidtlachen  des  Obelisken  kongruent,  so  eriiali  man  das  Prisma:  sin«! 
sie  ähnlich,  den  Pyramideuslumpf.  Da  Dreiecke  mit  parallelen  Seiten  zugleich 
ähnlich  sind,  so  ist  der  dreiseitige  Obelisk  immer  ein  dreiseitiger  P>Tamiden« 
stumpf.  Wird  eine  Endfläche  des  Prismatoids  ein  Punkt,  so  geht  es  in  eine 
Pyramide  über. 

Unter  einem  konvexen  oder  Ei  i.KRüclien  l*ol>eder  versieht  man  ein 
solches,  dessen  anstoOende  Ebenen  nur  hohle  Winkel  miteinander  bilden,  so  daß 
keine  Begrenznngsfläche  auch  bei  beliebiger  Erweiterung  das  Polyeder  durchschneidet. 

Ein  solclif's  Polvcdrr  l.ißt  sich  in  T«-tra«'der  zerlegen,  deren  gemeinschaft- 
liche Spitze  ein  i'unkt  im  Innern  des  Körpers  ist,  und  von  denen  jede:»  zur 
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nriindflärh«'  eine  der  Gren/.HäcIu  n  dps  Polyeders  oder  einen  dreierkitit^n  TjmI 
einer  solchen  Grenzfläche  hau  Umgekehrt  kauu  mau  sich  das  Polyeder  auch 
durch  Aneinanderlegcn  solcher  Tetraeder  zusammengesetzt  denken.  Jedes  einzelne 
Tetraeder  hat  nun  vier  Ecken,  vier  Flächen  und  sechs  Kanten»  und  es  ist  also, 

wenn  überhniipt  die  Anzahl  der  Ecken  eines  Polyeders  finrch  r,  die  seiner 
irlachen  durch  /  und  die  seiner  Kanten  durch  k  bezeichnet  wird,  für  das  Tetraeder 

Denkt  man  sirh  tum  an  ein  Tetraeder  ein  zweites  so  anj;elej;t,  daü  zwei 
knntiruente  Flächen  zusaiiunentallen,  so  wachst  dadurch  die  Anzahl  der  Ecken 
um  1 ,  die  der  Grenzflächen  —  da  eine  der  frühern  ins  Innere  fallt  und  drei 
neue  hinzukororoen  —  um  2,  endlich  die  der  Kanten  um  B;  es  ist  also  jetzt 
e  —  '>,  f  0,  k  ~  \),  mithin  wieder  ^ -j- In  gleicher  Weise  wächst 
durch  icdf  u  i-iti-rr  I  linzufüi^un^  eines  neuen  Tetraeders,  falls  sonst  keine  Flärhi'ii 
zusammentallen,  die  Zalil  der  Ecken  um  1,  die  der  Mächen  um  2,  die  der 
Kanten  um  3,  so  daß  immer  die  Summe  e  \- /  um  2  grüiler  bleiben  muli 
als  k.  —  Fallen  lemer  die  Grundflächen  zweier  Tetraeder  in  eine  Ebene,  so 
wächst  zwar  die  Zahl  der  Flächen  nur  um  l,  aber  gleichzeitig  verschwindet  auch 
die  «"ine  Kante,  in  der  die  Grundflächen  zusammenstoßen,  und  der  Satz  muU 
also  auch  dann  seine  Gültigkeit  behalten.  Hat  endlich  eiu  angelegtes  Tetraeder 
noch  mit  einem  andern  der  vorhergehenden  eine  Grenzfläche  gemeinschaftlich, 
so  fallen  die  betreffenden  beiden  Grenzflächen  ins  Innere  des  Körpers,  es  ver- 
ändert sich  alsr,  f  nirht.  während  e  und  k  tim  \v  1  wachsen.  Fallen  endlich  - 
bei  dem  h  tzten  Tetraeder  —  all«'  rln  i  Flachen  mit  solchen  früherer  'Fetraed<'r 
zusammen,  so  vermindert  sich  /  um  2  und  zugleich  fällt  die  Spitze  der  Tetraeder 
als  Eckpunkt  fort,  zugleich  aber  vermindert  sich  auch  die  Zahl  der  Kanten  um  3. 
Durch  diese  Betrachtungen  überzeug;!  man  sich,  daU  die  Summe  e  -\-  f  mit  der 
Anzaiil  k  di-r  Kanten  immer  dieselbe  Diffrrcti/.  2  iM-halti  n  inul».  oder  'dall  der 
obige  Satz  e  ^  J  —  k  •\- 'i  für  alle  konvexen  Poly»'der  ^elten  niuli. 

Dieser  Satz  betfit  nach  seinem  Entdecker  der  F.ULERschc  Lehrsatz. 

Jede  Begrenzongsfläche  eines  Polyeders  hat  als  ebenes  Vieleck  cbensoviele 
Winkel  als  Seiten.  Die  St-iten  sind  die  Kanten  des  Polyeders,  aber  jede  Kante 
ist  Soifi-  von  zwei  ansloUeiidi-Ti  I^-'^'rrTtziin'^sf!  ichen.  Mithin  i;ibt  es  auf  der 
(iberflache  eines  Polyeders  doppelt  soviel  Winkel  als  Kanten.  Ist  also  ii>  die 
Anzahl  der  Winkel,  so  ist 

Da  nun  jede  Begrenzun-^stläche  mindestens  drei  Winkel  enthält,  so  muß 

u'>;{/,  >(->  :i/ 

und  da  in  jeder  Ecke  mindestens  drei  Kanten  <^usammenstolien,  so  ist  auch 

«'  >  3    ,    k  >  l  r  . 

Aus  diesen  H»'din},'ung<*n,  denen  «lie  natürlichen  Zahlen  r,  /,  k,  ;:eniimMi 
müssen,  geht  hervor,  daÜ  es  nicht  möglich  ist,  eine  beliebige  Anzahl  beliebiger 
Vielecke  als  Begrenznngsflächen  von  Polyedern  zu  nehmen.  In  einem  besondem 
Falle  lehrt  dies  die  foltjende  Untersuchung. 

(>.  f  in  r-ivr-der  liriL>i  r  e  ee  I  nui  D  i  ^; ,  wenn  sämtli<lie  Hei^renzuttgsflächcn 
kongruente  r«"j;«  lniaUige  \  ielecke  und  sauHÜche  Ecken  k(jni:ruent  sind. 

Da  die  Summe   der  Seiten    einer   Ecke   kleiner   als  sein   lUuU,  so 

kann  man  nicht  sechs  oder  mehr  gleichstntige  Dreiecke  zur  Bildung  einer  ICcke 
atKtiiaiKlfrlri'en,  da  schon  bei  si-elis  solchen  Dreieckeit  die  Summe  der  an- 
>U'Li<-ti(l'-ii  Seiten  uleicli  »;.«;(»'•  '.]{>W'  sein  wtird'-.  Kei^eluKiLii's'e  Pdivrdtr, 
(i«-)eu  Grenzflächen  Dreiecke  sind,  kuiiiien  also  nur  dreiseitige  Ecken  (mit  der 
Wiiikelsummo  3  •  «h*» ^  1  Sil")  oder  viofsem^e  (Winkelsumme  4  •       --^  240*),  oder 
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fflnfaeitige  (Winkelsiimine  5  •  60^  ss  300'*)  haben.    Um  femer  aus  regelmäßigen 

V^ierecken  eine  Ecke  zusammenzusetzen,  kann  man  nur  drei  Flächen  benutzen,  in 
welchem  Falle  die  betreffende  Winkelsumme  3«  90**—  270"  beträgt:  für  vier 
Flächen  würde  die  Summe  bereits  360",  für  mehr  als  vier  Flächen  also  mehr 
als  360**  betragen.  In  gleicher  Weise  kann  ein  von  FQnf ecken  begrenstes  regel- 
mäßiges Polyeder  nur  dreiseitige  Kcken  (mit  der  Wink«Msumrae  3  •  108"^  324") 
haben.  Aus  regelmäßigen  Sprhscckrn  läßt  sich  auch  nicht  eine  dreiseitige  Ecke 
zusammensetzen,  denn  drei  Winkel  solcher  Sechsecke  betragen  zusammen  schon 
3  *  130^  360 *^  Ebensowenig  ist  dies  der  Fall  mit  mehr  als  sechsseitigen 
regelmäBigen  Vielecken,  da  die  Winkel  der  regelmäßigen  «-Ecke  mit  annehmen- 
den Wrrton  von  //  immrr  trrößcr  werden.  Ks  können  also  an  regelmäßigen 
Pol\ (  (irrii  nur  fünf  verschiiMhue  Arten  von  K(  kin  vorkommen,  und  entsteht 
nun  die  Frage,  ob  zu  jeder  dieser  Arten  auch  ein  rt-gt*lmaüigcs  Polye<i(T,  oder 
mehrere  solcher  Polyeder  mj^lich  sind. 

a)  Soll  jede  Ecke  aus  drei  regelmäßigen  Dreiecken  gebildet  werden,  so 
hat  man  w  3«'  3/,  also  f  \  ii>,  f  ^  \  7i>,  k  ^  \w,  die  Gleichung  4+/ 
=  ift  +  2  liefert  also  7t>  ^  12,  mithin  ^  ^  J .  /  =  4,  /(•  ^  U. 

Bildet  man  aas  drei  kongruenten,  r(;^;chnäßigen  Dreiecken  AßC\  ABD, 
ADC  (Fig.  279)  eine  Ecke  so  begrenzen  die  drei  freien  Seiten  BC^  CD,  BD 
der  Dreiecke  ein  viertes,  den  ersten  drei  kongruentes 
Dreieck,  dessen  Khenf  mit  di>nen  der  drei  ersten  ein 
Polyeder  einschließt.  Die  an  den  Punkten  Bt  C>  D 
entstehenden  Ecken  sind  der  Ecke  A  kongruent,  und 
es  ist  nicht  möglich,  mittels  einer  andern  Ebene  als 
BCD  solche  kongruente  Ecken  an  j<?nen  Punktion  zu 
erzeugen.  Es  gibt  also  nur  ein  von  regelmäßigen 
Dreiecken  begrenztes  regelmäßiges  Polyeder,  dessen 
Ecken  dreiseitig  sind.  Dieses  ist  das  regelmäßige 
Tetraeder;  es  hat  vier  Flächen,  vier  Ecken  und 
sechs  Kanten. 

b)  Sollen  vier  regt'lmaßigf  Dreiecke  in  emer  Ecke 
Ensammenstoßen,  so   ist  «»==4<=^3/:   e=  \xi>,  / 
«if»24*  «=6,  /»8,  k^n  folgt 

Bildet  man  aus  vier  kongruenten,  regelmäßigen  Dreiecken  ABC,  ACD^ 
ADE,  ARB  eine  Ecke  A  (I"ig.  2SM),  so  stoßen  an  joHom  der  Punkte  B,  C,  D,  F. 
zwei  dieser  Dreiecke  unter  demselben  Neigungswinkel  aneinander,  wie  im  Punkte  A, 
und  es  müssen  sich  also  an  jedem  dieser  Punkte 
noch  zwei  solche  Dreiecke  zn  einer  der  Ecke  A 
kongruentrn  l'rki'  anh-.ri  lasspn.  jedes  dieser 
Dreiecke  nimmt  an  (ii*r  Bildung  zweier  dieser  kon- 
gruenten Ecken  zugleich  teil,  denn  es  muß  i.  B.  das- 
in  C  an  CD  angelegte  Dreieck  CDF  in  D  an  CD 
unter  demselben  Winkel,  wie  in  C  anliegen.  Man 
hnt  rils.)  \irr  n»MH'  Dreiecke,  die  außerdem  zu  je 
zweien  in  einer  Kante,  z.  B.  (SDF  und  BCF  in  C'/', 
aneinanderliegeu,  und  daher  alle  vier  einen  gemein- 
schaftlichen Eckpunkt  F  haben  müssen.  .An  diesem 
Punkte  entsteht  nun  durch  das  Zusammentreffen 
(Irr  vit-r  Dreiecke  eine  neue  \  ierseitit;c  Ecke,  die 
dieselben  Seilen  und  dieselben  Winkel  wie  die 
andern  hat.  Somit  gibt  es  auch  hier  ein  be- 
stimmtes regelmäßiges  Polyeder.  Dieses  von  Dreiecken  begren/ti-s  reiielmäßi'vies 
l'olvrflcr.  dessen  Ecken  vierseitig;  siiu!.  i-f  d;is  regelmäßige  Oktaeder  und 
hat    n  lit  1  l  iehen,  xerh«  l  rk<^>Ti  und  /v^  .lt  Kanten. 

.SctlLOEMILCIls  Handbuch  (ItT  Malhniiatik,  2.  Aul).,        L  V.i 


woraus 
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c)  Wird  jede  Ecke  aus  fünf  renelmäliivjfti  Dreiecken  j^ebildct,  so  muß 
W      'if  "  •^/;  (  — -  luf,  /  —  ^w,     =  Iw  sein  und  duruuä  ergeben  sicir.  70  CO, 

12, 20,  >l=  30. 

Bildet  man  aus  fünf  kongruenten,  regelmäßigen  Dreiecken  eine  Ecke  A 
(Fig.  281),  so  erhält  man  iünf  Punkte  /',  C,  />,  /",  F,  nn  deren  jedem  zwei 

Flächen  der  Ecke  A  unter  demselben  Neigungs- 
winkel wie  im  Punkte  A  aneinaiMleistofien. 
Daher  mGsBen  sich  sn  diesen  zwei  Flächen 
jedesmal  noch  drei  weitere  zu  einer  der 
Krke  //  kong^rnenten  Krke  hinzufügen  lassen. 
Man  erhalt  aut  diese  Weise  im  ganzen  zehn 
neue  Dreiecke,  die  wieder  fünf  freie  Eck- 
punkte G,  //,  I,  A',  L  liefern.  An  jedem 
stoßen  bereits  drei  Dn^iecke  tmfer  denselben 
Winkeln  wie  an  den  bisher  i;e|)ildeten  Ecken 
zusammen,  und  durch  Hiii/.ufüguug  von  je 
zwei  weitem  Dreiecken  an  jedem  dieser  Eck- 
iwnkte,  d.  h.  im  ganzen  von  fünf  neuen  Drei- 
ecken t-rhält  man  an  jenen  Punkten  noch 
iünf  den  iruheru  kongruente  Ecken.  Die 
neu  angelegten  Dreiecke  endlich  stoßen  in 
je  einer  Kante  so  zusammen,  da6  sie  einen 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  .)/  h  iben  müssen,  an  dem  endlich  noch  eine  Ecke 
derselben  Art  entsteht.  E*:  '^iht  also  <'in  durch  regelmäßige  kongruente  Dreiecke 
begrenztes  Polyeder,  das  fuufseitigc  kongruente  Ecken  hat.  Dieses  Polyeder  hat 
zwanzig  Flächen,  zwölf  Ecken,  dreißig  Kanten  und  heißt  das  regelmäßige 
Ikosaeder. 

d)  Wird  jede  Ecke  von  drei  Qiindraieii  t;ebildet,  so  ist  w  '.\<^\f,  also 
e  =  l^jo,  /  ^  und  >t  —  iii>;  dann  licleri  die  (ileichung  f-^/i^k^'l  den 
Werl  7V  —  24,  woraus  sich     —  8,  /  —  6,  k  ^  12  ergeben. 

Legt  man  drei  kongruente  Quadrate  zu  einer 
Ecke  A  zusammen  (Eig.  2>>2),  so  erhält  man  wieder 
in  den  l'.nd|)iinkleri  //,  C,  D  der  Kanten  l'iinkte,  in 
denen  durch  ilinzulügung  je  einer  neuen  1- lache  eine 
kongruente  Ecke  gebiklet  werden  kann.  Die  drei  neuen 
Flächen  bilden  untereinander  wieder  eine  ebensolche 
Ecke  und  schließen  mit  den  vorhergehenden  ein  Poly- 
eder ein.  Das  regelmaBi^'e  Hexaeder  (Würfel, 
Kubusj  ist  also  das  einzige  von  Quadraten  begrenzte 
regelmäßige  Polyeder. 

c)  Endlich  kann  man  jt'de  Ecke  aus  drei  regel- 
mäßigen Fünfecken  gebildet  di'iiken,  damit  setzt  man 
fest,  daß  'w     '.\  e     ."» /  od«'r  e  /  ^  ^«t»,  k \w 

sein  soll  und  es  ergeben  sich:  t  -    2o,  /     12,  k  MS. 

Legt  man  an  ein  ebenes  regelmäßiges  Fünfeck  ABCDE  (Fig.  in  einem 
seiner  Eckpunkte  ./  zwei  ihm  kongruente  I  ünfecke  zu  einer  dreiseitigen  Ecke  an, 
so  kann  j««de«;  ziiL'leieh  zur  Bildung  einer  ehi-iisolchen  Ecke  an  einem  der  an- 
liegenden Eckpunkte  Ii  dienen  und  man  erhält  überhaupt  durch  .\nlegeu  von 
je  einem  Fünfeck  an  jede  ^ite  von  ABCDE  fünf  derartige  kongruente  Eckern 
In  jedem  der  freien  Endpunkte  einer  der  Kanten  dieser  Ecken,  z.  B.  in  F, 
stoßen  zwei  der  Fünfecke  unter  demselben  Winkel,  wie  an  dem  andern  End- 
punkt A  aneinander,  und  es  muß  sicli  daher  in  /•"  durcli  Einfügung  eim-s  weitern 
solchen  Fünfecks  eine  der  Ecke  ./  kougrui-nte  Ecke  bilden  lassen.  Auf  diese 
Art  erhält  man  im  ganzen  fünf  neue  Fünfecke,  welche  wieder  paani-eis  mit  einer 
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Seite  zusammenstoßen,  und  deren  freie  Seite  eine  dem  voritun  kongnu  ntrs 
Fünfeck  bejirenzen.  Durch  Hinzufügung  der  Kbene  diesfs  Fönfecks  müsseu  wieder 
füni  der  frühem  kongruente  Ecken  entstehen,  und 
der  Raum  wird  dutch  diese  Ebene  geschlossen*  Es 
gibt  also  ein  durch  Fünfecke  begrenztes  regclmäfiiges 
Pnlveder.  Ks  heißt  rcpelmäßigcs  Dodcknpdcr, 
hat  zwölf  Grenztlächen,  zwanzig  dreiseitige  Ecken  und 
dreißig  Kanten. 

1^  gibt  also  im  ganzen  fünf  und  nicht  mehr 
Arten  regelmäfiiger  Polyeder,  welche  diePLATOK- 
ischen  Körper  <»pnannt  wf^rden.  Sie  zeigen  eine 
eigentümliche  Beziehung  in  den  Zahlen  e,  /,  k.  Die 
Eckenanzahl  des  Oktaeder»  ist  gleich  der  FUcben- 
anzaM  des  Hexaeders  und  umgekehrt,  so  daß  die 
Kanten. mzahl  beider  dieselbe  ist.  Die  gleiche  gegen- 
spitipe  Hczifhunp  r.ript  das  Ikosaeder  und  das  Dodekardcr.  Das  Tetraeder  ent- 
spricht sich  gewissermaßen  selbst,  weil  bei  ihm  ^  =/  >st. 

Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  erkennt  man  noch,  daß  jedes  regel- 
mäßige Polyedrr  durch  die  Länge  einer  Kante  vollständig  bestimmt  ist,  so  daß 
zwei  regelmäßige  Polyeder  derselben  Art,  die  in  einer  Kante  flbereinstimmen, 
kongruent  sind. 


§  15.   Das  Prisma. 


!•  Aus  der  in  §  14  Nr.  2  angegebenen  Kntstehung  des  Prismas  tolgt, 
daß  zur  Konstruktion  dieses  Polyedeis  zunächst  die  Grondflädie,  wenu  sie  der 
Größe  und  Gestalt  nach  gegeben  ist,  in  einer  Ebene  gezeichnet  werden  kann; 

z.  B.  in  Fig.  284 :  ABCDE. 

Dann  würde  die  La^e  der  Seiteukantcn  zur  Grundflache  bestimmt  sein, 
wenn  die  an  A  zu  bildende 
Ecke  des  Körpers  gegeben 
wäre,  was  s.  B.  d^r  l-"all  sein 
würdi-,  wenn  man  die  Winkel  n 
und  V  kennt,  die  die  durch  A 
gehende  Seitenkante  mit  den 
anstoßenden  Grandkanten  AB 
und  AE  bildet.  Ist  dann  noch 
die  Länge  der  Scitcnkante 
AF  —  s  gegeben,  so  ist  /  be- 
stimmt und  man  kann  durch  F 
die  zur  Ebene  der  Gnmdfläche 
parallele  Ebene  legen,  die  die 
Parallelen  /ti  .  f /•'  durch  die 
übrigen  Eckpunkte  der  Grund- 
fläche schneidet.  Die  Schnitte 
punkte  bestimmen  die  der 
(jrundfläche    kongruento  Knd- 

fläche.  Dann  hat  man  noch  durch  je  zwei  benachbarte  Seitenkanten  eine  Ebene 
zu  legen,  um  das  Prisraa  zu  begrenzen. 

Ein  ff-seitiges  Prisma  ist  also  bestimmt  durch  die  Grundfläche,  eine  an 
einem  Eckpunkt  der  Grundfläche  liegende  Ecke  und  die  Länge  (l(?r  Seitenkante. 

Fällt  mnn  von  einem  Punkte  der  Kndfläche,  z.  B.  /•',  das  Lot  FF'  auf  die  Ebene 
der  Grundfläche,  so  ist  FF' =^  h  die  Höhe  des  Prismas.    Dann  ist  AF'  die 

35* 
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Projektion  der  Scitrnkante  auf  die  Ebfnt»  der  Gmndflächc.  Ist  diese  der  CröBe 
und  Lage  nach  gegeben  und  keuot  man  die  Höhe  des  Prismasi  so  läUt  sich 
ebenfalls  das  Piuma  konstniieren.  Dieses  ist  also  auch  bestimmt  durch  die 
Grundfläche,  die  Projektion  einer  Settenkante  auf  die  Ebene  der  Grundfläche 

und  die  Höhe. 

Da  zur  Rrstimmun'^  der  Grundfläche  dr^  //-sriticjon  Prismas  2»  —  ',\  un- 
abhängige Stucke  gehören,  so  müssen  zur  Bestimmung  des  Prismas  selbst  in 
beiden  Fällen  noch  drei  Stücke  gegeben  sein.  Ein  ir-seitiges  Prisma  ist  also 
bestimmt  durch  2 ;/  unabhängige  Stücke. 

Dt'r  Winkel  /v//-'^  (p  ist  der  Neigungswinkel  einer  Seitenkante  zur  Kbrne 
der  Griindtiäche,  der  bei  allea  Seiteukanten  derselbe  sein  moü.  Man  hat  dann 
die  Beziehung 

Nun  ist  <p  die  sphärische  Höhe  des  der  Ecke  A  zugeordneten  sphärischen 
Dreiecks,  dessen  Seiten  a,  jn,  v  sind.  Die  Höhe  steht  auf  der  Seite  a  und 
man  kann  sie  nach  §  12,  Nr.  2,  Formel  9)  linden,  wenn  man  die  schematische 
Bezeichnung  dem  vorliegenden  fall  anpafit.    Man  hat  dann 

2  s      ^  :  

Ä  —   .     Isin4(u  -f  /*  r  »')sini(-  a  -|-  «  +  j')sini(a  —  ii  ~\-  i')sin  i(«  -f  i<      »•)  . 
sina  .  ^  ^  .  s  , 

'2.  Jede  Ebene,  die  parallel  dmi  Ktidflächcn  eines  Prismas  ist  und  die 
Seitentlächen  schneidet,  bringt  als  Schuittßgur  ein  den  Endflächen  kongnientes 
Vieleck  hervor.  Man  kann  sich  daher  den  Raum  des  Prismas  erzeugt  denken 
durch  parallele  Verschiebung  der  Fläche  eines  Vielecks,  wenn  die  Ecken  parallele 
Gerade  beschreiben. 


Jede  beliebige  Ebene,  die  die  Seitenkanieu  eines  //-seitigeu  Prismas  schneidet, 
bildet  auch  eine  Spur  auf  der  Ebene  der  Grandfläche  und  die  Schnittfigur  mit 

den  Seitenflächen  des  Prismas  ist  ein  //-Fck.  In  Fig.  28r»  wird  das  dreknitige 
!*risma  mit  der  Grundfläche  .^BC  dun  Ii  eine  Ebene,  die  iiiif  der  Ebene  der 
Grundfläche  die  Spur  /  bildet,  in  dem  iJreieck  A'/fC  geschnitten.  Verlängert 
man  die  Seiten  der  Grundfläche,  so  werden  sie  f  in  Mf  iV,  P  schneiden.  Die 
Gerade  AB.lf  ist  die  Schnittlinie  der  Seitenfläche  AJS  mit  /  und  A'ß'  ist  die 
Schnittlinie  dieser  Seitenfläclie  mit  der  Schnittebene.  Daraus  lolgt,  daU  die 
VerlängeniniL!;  von  .-/'/)"  durch  .\f  flehen  miiU.  Die  enlsjjrechenden  Seiten  der 
Grundfläche  und  der  Schnuiligur  müssen  sich  also  au(  der  Spur  />  schneiden. 
Damit  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  die  Schnittfigur  einzuzeichnen,  wenn  die 
Spur  />  der  Schnittebene  und  der  Schnittpunkt  auf  einer  Kante,  z.  B.  A'  ge- 
\:t'\wi\  ist,  wodurch  die  Schnittfb«'ne  bestimmt  ist.  Hat  man  .1/,  .\'.  /'  l>estimmt, 
so  geben  A'M  und  A'/^  die  Punkte  /?'  und  Cl  als  KontrüUe  für  die  Richtigkeit 
der  Zeichnung  muß  noch  JS'C*  durch  gehen. 
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Ist  die  Schnittebrnr  auf  einer  Seitenkante  des  Prismas,  also  auch  atif  den 
übrigen,  normal,  so  ist  der  Schnitt  ein  Normalschnitt  drs  fristnas. 

3.  Einen  besondern  Fall  erhält  man  bei  der  Bestimmung  eines  Prismas, 
wenn  die  jgegebene  Ecke  sweifach  rechtwinklig  wird,  d.  h.  wenn  die  Seitenkante  AF 
auf  den  anstoßenden  Grandkanten  AB  und  A£f  also  auch  aa(  der  £bene  der 
Grundfläche  normal  ist.  Dann  sind  auch  alle  übrißen  ScitiMikant«  n  normal  xur 
Kbene  der  Grundfläche  und  die  SeitenfliU  hon  sind  Rechtecke.  Die  Läntje  einer 
Scitcukante  ist  zugleich  die  Höhe  des  Prismas.  Das  Prisma  heiüt  gerade  und 
die  allgemeine  Körperform  ist  snm  Unterschied  als  schiefes  Prisma  zn 
bezeichnen. 

Fin  //- si'iti^rs  gerades  Prisma  ist  also  bcfjronzt  von  zwei  konjjruenten 
//-Ecken  und  n  Rechtecken.  Ks  ist  bestimmt  durch  ( >rnn(!t1;irhc  und  Höhe. 
Es  gehören  also  zur  Bestimmung  eines  solchen  2  n  —  2  unabhängige  Stücke. 
Schneidet  man  ein  i^erades  Prisma  durch  eine  beliebige  Ebene,  so  kann  die 
Grundfläche  als  Projektion  der  Schnittfigur  auf  die  Ebene  der  Grundfläche  an- 
gesehen werden.  Ist  daher  der  Inhalt  der  Grundfläche  G  und  bildet  die  Schnitt- 
ebene mit  der  £beue  der  Grundfläche  den  Neigungswinkel  e,  so  ist  nach  §  (i 
Nr.  3  der  Inhalt  der  Schnittfigur 

cose 

Ist  die  Grundflache  eines  geraden  Prismas  ein  rcgclmäiliges  /f-Eck,  so  ist 
das  Prisma  ein  regelmäßiges.  In  einem  solchen  sind  die  Seitenflächen  kon- 
gruente Rechtecke:  alle  C]rund-  and  Endkanten  sind  gleich  und  alle  2«  Ecken 

sind  kontrnientf  7:^^•l■ifa(■tl  n-chtwinklige. 

4.  Eine  besondi  rc  \S  i(  htipkeit  besitzen  die  vierseitigen  Prismen,  deren  Grund- 
flächen Parallelogramme  sind,  und  die 

demnach  von  sechs  Parallelogrammen 
begrenzt  werd(*n.  Man  nennt  ein  solches 
Prisma  ein  Parallel««pip nd.  Ks  sei#>n 
AßCn,  EFGU  (Fig.  280)  die  (irund- 
flächen  eines  solchen  Körpers,  so  sind 
EFBA  und  HGCD  zwei  Seitenflächen, 
deren  Ebenen  ebenfalls  parallel  sind, 
da  EF  zu  HG  und  l'H  zu  GC  parallel 
isu  Die  Seitenflachen  EFßA,  HGCD 
sind  femer  kongruent,  denn  es  ist 
EF^HG,  /  EE/i^  /  HGC,  Eli  GC, 
II.  s.  w.  Da  iMidlich  dir  niclit  in  dirsen 
beulen  Flächen  liet:eiiden  Kanten  /://. 
EGy  ßC,  AH  parallel  sind,  so  kann 
man  den  Körper  auch  als  ein  Prisma 

ansehen,  das  jene  beiden  Flächen  zu  Grundflächen  hat.  Entsprechendes  gilt  von 
den  I-Iftrhen  EGBC  und  EHDA.   Somit  ergeben  sich  folgende  Eigenschalten  des 

Parallelepipeds: 

Die  secha  Grenzflächen  eines  Parallelepipeds  bilden  drei  Paare,  so  daß  die 
Flächen  eines  jeden  Paares  einander  gegenüberliegen,  der  Lage  nach  parallel, 

und  kongruente  Parallelogramme  sind.  Jede  di»'ser  Flächen  kann  als  die  Grund- 
fläche des  Parallelepipeds  anu'Miommen  werden.  Die  zwölf  Kanten  d«'s  Kürprrs 
bilden  entsprechend  drei  Gruppen,  so  daß  die  vier  Kanten  einer  jeden  Gruppe 
unter  sich  parallel  und  gleich  sind;  mittels  eines  beliebigen  ebenen  Schnitts  durch 

das  Parallelepiped,  der  zu  vier  solchen  Kantt-n  senkrecht  sti  ht  und  als  Schnitt« 

fi'jnr  ein  Parall(dn<jrainin  lirfrrt,  dessen  Winkel  (Ür  N'.  iL;uii^su  mk.'l  d<'r  an  den 
betrcfleuden  Kanten  liegenden  Flächen  sind,  erkennt  man,  daß  je  zwei  von  den 
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SWÖlf  NtMgunt;s\vinkrlii  der  Füirhcn  cics  Parallclcj)ipc(ls.  die  an  gegenübfrlit'j^ciidfn 
parallelen  Kanten  liefen,  [,'lruh  ^roü,  und  j*'  zwei  an  benachbarten  parallelen 
Kamen  liegeniie  zueinander  supplementär  sein  müssen.  Die  acht  Ecken  eines 
Parallelepipedfl  endlich  bflden  vier  Paare  A  tmd  Gt  B  und  Jff^  C  and  S,  D  und  F 
diametral  gegenüberliegender  Kcken,  und  je  zwei  solche  stimmen  in  den  Seiten 
und  Winkeln  übcrfiti.  Dabei  fol^'en  die  rntt;prechenden  Stücke  in  umirekelirter 
ürdmmg  aufeinander;  je  zwei  gegenüberliegende  Ecken  sind  also  symmetrisch. 

Je  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte,  z.  B.  G,  eines  Parallelepipeda 
lassen  sich  dnrch  eine  ganz  innerhalb  des  Körpers  fallende  Gerade  verbinden. 
Die  vier  so  entstehenden  Geraden  sind  die  Diagonalachsen  des  Parallel- 
epipeds.  Durch  je  zwei  einander  gegenüberliegende  parallele  Kanten,  z.  B.  AE 
und  CGf  läßt  sich  ein  ebener  Schnitt  legen«  der  jede  von  zwei  parallelen  Grenz- 
flächen {ABCD,  EFGff)  in  einer  Diagonale  schneidet  Die  beiden  betreffenden 
Diagonalen  {AC,  EG)  sind  parallel  und  gleich,  die  Selinittfi^ur  ist  ein  Parallelo- 
gramm und  ihre  Diagonalen  sind  zwei  Diagonalachsen  des  Körpers.  Jeder  der 
sechs  auf  diest*  Art  möf^lichen  Schnitte  eines  Parallelepipeds  heiÜt  ein  Dia^onal- 
schniii.  Da  jede  der  vier  Diagonalaclisen  Diagonale  in  drei  solchen  Schnitien 
zugleich  sein  mufi,  z.  B.  AG  in  ACGE,  AFGD  und  GBAH,  und  die  beiden 
Diagonalen  eines  Parallelogramms  einander  halbieren,  so  folgt,  daß  alle  vier 
Dia«iniialachsen  einander  in  einem  Punkte  schneiden,  und  dali  sie  einander  in 
diesem  Punkte  halbieren,  in  demselben  Punkte  müssen  die  sechs  Diagonalschnitte 
einander  durchschneiden;  die  Schnittlinien  je  zweier  Diagonalsciuitte  sind  die  Ver> 
bindungslinien  der  Schnittpunkte  der  Diagonalen  je  zweier  parallelen  Grenzflächen 
und  die  Diagonalachsen.  Die  ersten  Verbindun^'sh'nien  sind  drei  Gerade,  die 
einander  ebenfalls  in  dem  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  der  Diajjonalachsen 
schneiden  und  halbieren.  Jede  dieser  Verbindungslinien  ist  zwei  Paaren  paralleler 
Grenzflächen  und  den  vier  einander  parallelen  Kanten  der  letztem  parallel  und 
mit  diesen  Kanten  von  gleicher  Länge. 

In  jedem  l^kpunkt  eines  Parallelepipeds  stullen  drei  Kantr-n  aneinander, 
7..  B-  in  A  die  Kanten  A/'i,  AD,  AE,  die  im  allgemeinen  nicht  als  einander 
gleich  anzunehmen  sind,  und  die  je  einer  der  drei  Gruppen  unter  sich  paralleler 
und  gleicher  Kanten  angehören.  Zwei  gegenüberliegende  Ecken  werden  von  den 
spitzen  und  zwei  andre  von  den  stumpfen  Winkeln  der  Parallelogramme  ge- 
bildet.   In  den  andern  stoßen  s])itze  und  stumpfe  Winkel  zusammen. 

Sind  die  Grenztlächen  Rhomben,  so  ist  das  Parallelepiped  ein  Rhomboeder. 
Ein  Sethes  ist  bestimmt  dnrch  eine  Kante  und  einen,  s.  B.  den  ^»itsten,  Wnkel  a 
einer  Grenzfläche.  Die  Ecken,  in  denen  drei  spitze  oder  drei  stumpfe  Winkel 
zusammenstoßen,  sind  gleichseitig.  Im  ersten  Falle  ist  der  Ecke  ein  gleich- 
seitiges sphärisches  Dreieck  zugeordnet,  von  dem  ji-de  Seife  trleich  n  ist.  Eine 
sphärische  Höhe  zerlegt  das  Dreieck  iu  zwei  rechtwinklige,  mit  der  Hypotenuse  a 
and  der  einen  Kathete  \a.  Ist  also  diese  sphärische  Hohe,  d.  i.  der  spitze 
Neigungswinkel  einer  Kante  des  Rhomboeders  zn  einer  Begrenzungsfläche  f ,  80 
ist  nach  §  12  Nr.  1  Formel  2): 

Cosa 


co»q> 


cos  i  a 


Jeder  Winkel  i^«  des  vh'ichseitigen  sphärischen  Dreiecks  ist  der  spit/e 
Neigungswinkel  zweier  ansiüüender  Bcgrenzuugsilächen  des  Rhomboeders;  lur 
ihn  hat  man  nach  §  12  Nr.  1,  Formel  4): 

.  ,        sinia  1 
'  ^      sina      2  cos-^«t 

Z.  B.  für  «  =  60«,  erhält  man: 

cosv  -  \ :', ,  V       "»4"  44'  7"  ;    sin  i  ^;  =  ]  \  ,        =       31'  Aü"  . 
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5.  Die  dreierlei  X»  imiii!L;swiiikel  der  Grenzflächen  eines  Parallelepipeds 
könnrn  ^'l<  i(  h/t  itig  alle  drei  schief,  odfr  f»s  kann  eine  Art  aus  rechten  Winkeln 
bestehen,  oder  es  sind  zwei  oder  endlich  alle  drei  rechte.  Es  können  also 
beispielsweise  zwei  parallele  von  den  als  Seiten- 
flächen angenommenen  GrenzflSchen  zur  Grand- 
fläche senkrecht  stehen,  während  die  beiden  andern 
schief  zu  ihr  sind;  ist  auch  das  z^'eife  Paar  Seifen- 
flächen senkrecht  zu  den  Grundflächen,  so  ist  das 
Panllelepiped  ein  gerades;  ist  endlich  die  Grund- 
fläche eines  geraden  Parallelepipeds  ein  Rechteck» 
so  stehen  auch  je  zwei  aneitiatulerstoßendc  Seiten- 
flächen zueinander  senkrecht,  und  das  Parallel- 
epiped  heißt  ein  rechtwinkliges.  In  einem 
solchen  sind  alle  Grenzflächen  Rechtecke,  tind  jede 
drei  in  einer  Ecke  zosammenstoßende  Kanten  stehen 
senkrecht  zueinander!  nlle  Ecken  des  Körpers  sind 
also  dreifach  rechtwinklig.  Sind  a,  c  die  Längen 
der  anstoßenden  Kanten  eines  rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds» so  ergibt  sich  mittels  rechtwinkliger  Dreiecke  AGCt  ABC  (Fig.  287)  aus 

AG*  ^  AC* -^^  CG*  ,    AC^^AB'-hBC*  » 

daß  die  Länge  einer  jeden  Diagonalachse 


Fig.2S7. 


ist.    Alle  vier  Diagonalarhsrn  sind  einander  gleich. 

Bildet  die  Diagonalachse  AG  nait  den  anstoßenden  Kanten  Aß  =  a,  AD 
AE  ■=■  c  die  Winkel  a,  so  hat  man 

a  b  € 

coso  =  -  f    cosß  —  -  ,    cosy  «  —  , 

a  a  » 


woraus  folgt 


cos -a  +  cos  'ß  -\-  cos  -y 


4-  -L 


=  1 


Da  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Cosinus  unabhängig  von  der  Länge 

der  Kanten  ist,  so  läßt  sich  der  Satz  ausdrücken  in  der  Form: 

Die  Winkel,  die  eine  durch  den  Scheitel  einer  drfMfach  recht- 
winkligen Ecke  gehende  Gerade  mit  den  Kanten  bildet,  haben  die 
Eigenschaft,  dafl  sich  die  Quadrate  ihrer  Cosinus  zn  1  ergänzen. 

Dieser  Satz  bildet  eine  \'erallpemeinerung  des  planimetrischen,  daß  eine 
Gerade,  die  durch  den  S(lieitrl  eines  reellen  Winkel«?  ueht.  mit  den  Schenkeln 
die  Winkel  a  und  ß  bildet,  von  der  Kigenschaft,  daß  cos -a  +  cos-/i  =  1  ist. 

Der  Satz  dient  dazu,  aus  zwei  gegebenen  Winkeln  a,  ß,  den  dritten  y  zu 
bestimmen.   Es  ist 

cos*)*  —  1  —  co8*o  — >  cos*/?  =  8in*a  —  coa'/y(sin*a  cos*a) 

=  sin-a{l  —  cos-/?)  —  co«5*a  cos 2^  =x  sin *a sin»/?  —  coa'ocos*/) 

—  (sina  sin/?  —  cosa  cosß)  (suui  sinp'      cosa  co%ß)  , 

woraus  sich  endlich  ergibt 

cos*y  =  — C08(a  -f  ß)  C08(a  —  ß)  . 

Da  a  und  ß  die  Seiten  einer  rerhtseitigen  Kcke  sind,  deren  dritte  Seite 
Oll"  ist,  so  ist  cos(a  -f  ß)  ieih  nfali«?  negativ:  hei  der  Berechnung  eines  Beiq)ie]8 
fällt  also  das  Minuszeichen  auf  der  rechten  Seite  weg. 
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Die  Koniplcmerue  von  a,  (i,  y  sind  die  Neigungsw  iiikt  l  (I.t  \  oni  Si  hi'itrl 
der  dreifach  rechtwinkligen  Ecke  ausgehenden  Geraden  mit  den  Ebenen  tier 
Ecke.  In  Fig.  287  iat  z.  B.  ZGAS  =  y  daa  Komplement  sa  /iGAC,  d.  L  zum 
NeigungSA'inkel  der  Diagonalachse  mit  der  aaf  der  Kante  c  normalen  Fläche  ABCD. 

Ist  die  Grundfläche  eines  rechtwinkligen  ParallolrpippH«t  ein  Quadrat,  und 
sind  gleichzeitig  die  Seitenkanten  den  Grundkanten  gleich,  sind  also  «alle  sechs 
Flächen  kongruente  Quadrate,  so  ist  das  Farallelepiped  ein  Würfel  oder  Kabn^ 
(regelmäßiges  Hexaeder,  vgL  §  14  Nr.  6«  d). 

Bei  einem  Würfel  von  der  Kante  a  ist  die  Diagonalachse  =  ^^3;  sie  bildet 
mit  jeder  anstoßendm  Kanto  t'iiitn  Winkel  von  04" 44' 7",  mit  jeder  anstoßenden 
WiirfelAäche  das  Komplement  dieses  Winkels,  also  35**  15' 53". 


i;  IG.    Die  Pyramide  und  der  PyramidenstumpL 

1,  Um  eine  fz-seitii;*»  I'vramiiir  (§  14  Nr.  3)  zu  konstruieren,  kann  man 
zunächst  die  Grundfläche,  wenn  sie  der  GröÜe  und  Gestalt  nach  gegeben  ist, 
in  einer  Ebene  zeichnen:  z.  B.  in  Fig.  288:  ASCDE*  Ist  nun  eine  £cke  A  der 
Grundfläche  gegeben,  z.  B.  durch  die  Winkel,  welche  die  durch  A  gehender 
Seitenkante  mit  den  anstolienden  Grundkanten  AB  und  AE  bildrt,  iiiul  die 
Länge  s  dirspr  Spitcnkante,  so  ist  die  Spitze  .V  bestimmt.  Verbindet  man  diese 
mit  den  übrigen  Eckpunkten  der  Grundfläche  und  legt  durch  je  zwei  benach- 
barte Verbindungslinien  eine  Ebene,  so  ist  die  Pyramide  konstruiert. 


Fig.  jua 


l  allt  man  von  der  Spitze  S  <ii<'  Scnkri'chte  .S"//  auf  die  Ebene  d<'r  (irund- 
fläche,  s'i  ist  SIT  h  «lie  Höhe  der  Pyramide,  //  d(  r  H  <  > Ii  en  1  u Upu  n k t.  Ist 
die  Lage  von  //,  welcher  Punkt  ins  Innere  der  Grundllaciie,  auf  dereu  lie- 
grenzung  odet  .tui^erhalb  der  Grundfläche  fallen  kann,  bestimmt  und  außerdem 
die  Höhe  gegeben,  so  kann  die  Spitze  der  Pyramide  gefunden  und  diese  selbst 
konstruiert  werden.  Kiue  Pyrami<1e  ist  demnach  bestimmt  durch  die  Grundfläche, 
den  HöhenfsiLipimkt  und  die  Höhe. 

Verbmdel  mau  A  mit  //,  so  ist  /_  S.'Ui  ~-  der  Neigungswinkel  der 
Seitenkante  SA  zur  Ebene  der  Grundfläche;  er  kann  auf  gleiche  Weise,  wie  in 
§  15  Nr.  1  der  entsprechende  Winkel  beim  Prisma  berechnet  werden. 

Die  Seitenkaiilen  der  Pyramiden  und  ihre  Neiiiungswiiikel  zur  I-*bene  der 
<  iruiidlläche  siiul  im  allgemeinen  \  ersehi<"den.  Sie  könnten  nur  einander  gleich 
M'iü,  wenn  die  Dreiecke  .SV///,  SßJ/,  .  .  .  sämtlich  kongruent  wären,  d.  h.  wenn 
sich  um  di«*  Grundfläche  ein  Kreis  beschreiben  lieQe  und  der  Höhenfuftpunkt 


Digitized  by  Google 


Die  Pyramide  oad  der  PyranydensbiDpf. 


553 


in  den  Miitclpnnkt  dieses  Kreises  fiele.  Diese  BedintrnnL:  isi  in  drm  booiulcrn 
Falle  immer  «'rfüllt,  wenn  die  Grundfläche  ein  regelmäßiges  «-Eck  und  der 
Höhenfoßpunkt  der  Mittelpunkt  des  Vielecks  isL  Eine  solche  Pyramide  ist  eine 
regelmSBige.  Die  £Gke  an  der  Spitze  ist  regelmäfitg  (§  13  Nr.  2).  Die 
ft-aeitige  regelmäßige  Pyramide  ist  begrenzt  von  einem  regelmäßigen  «-Eck  und 
t$  kongruenten  gU'ich.schciikligen  Dreiecktri.  Sie  ist  bestimmt  durch  dii-  Zahl  n 
der  Eckeu  der  Grundfläche,  die  Grundkaute  und  die  Seiteukante  oder  die  Höhe. 
Ist  die  Grundfläche  einer -regelniäftigeft  Pyramide  drei-»  vier-  oder  fünfBeitig,  bo 
können  die  Seitenflächen  gleichseitige  Dreiecke  sein.  Eine  solche  Pyramide  ist 
durch  die  Kante  bestimmt.  Die  regelmäliige  dreiseitige  Pyramide,  deren  Seiten- 
flächen gleichseitig  sind,  ist  das  regelmäliige  Tptraedrr  (t;  14  Nr.  fi,  a)). 
Die  Höhe  //  einer  solchen  Pyramide  ist  Kathete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  die  Kante  a  and  dessen  andre  Kathete  der  Radius  r  des 
Umkreises  der  Grundfläche  ist.    Man  findet  also 

Beim  regelmäliigen  Tetraeder  ist  nun 

Für  die  regelmäOige  quadratische  Pyramide  mit  gleichen  Kanten  hat  man 

Denkt  man  sich  zwei  solche  regelmäliige  quadratische  Pyramiden  mit  gleicher 
Kante  so  aneinander  gesetzt,  daß  die  Grundflächen  sich  decken,  so  erhält  man 
ein  regelmäßiges  Oktaeder  {§  14  Nr.  6,  b)). 

flat  eine  regelmäßige  fünfseitige  Pyramide  gleiche  Kanten,  so  ist 

r    -  \      2      t  I  5  .    h  -f^r*  —  \aHl  +  'i  )  5  )  -  \a\2  —  ?  ]'5'  . 

Eine  solche  Pyramide  wird  gebildet  durch  eine  Ecke  emes  regelmäßigen 
Ikosaeders  11  Nr.  6,  cj)  und  die  Ebene,  die  durch  die  fünf  benachbarten 
Eckpunkte  dieses  Polyeders  gelegt  werden  kann. 

Aus  zwei  der  drei  Größen  0,  //  kann  man  in  diesen  drei  Fällen  die 
Neigungswinkel  der  Seitenkanten  zur  ( iriitidflachp  berechnen. 

2,  Jede  Ebene,  die  parallel  der  Grundfläche  einer  Pyramide  ist  und  die 
Seitenkanten  schneidet,  bringt  nach  §  14  Nr.  3  als  Schnittfignr  ein  der  Grand- 
fläche ähnliches  Vieleck  hervor,  das  mit  ihr  perspektiv  so  liegt,  daß  die  Spitze 
der  Pyramide  der  äutierr  Ähnlichk«Mtspunkt  ist.  Die  Schnitttieiir  ist  btstlmmt 
durch  deti  Schnittpunkt  der  Parallelebetii-  mit  ciiit  r  Kante,  z.  B.  . /'  aiii  AS 
(Eig.  l'SS).  Durch  Parallele  zu  den  enü>prerh<-ndeii  Grundkanten  erhall  man  die 
Seiten  der  Schnittfigur:  ^0,  BC^  CZT,  HE'x  die  letzte  Seite  E*Ä  muß 
parallel  zu  EA  sein.  Die  Schnittebene  si-hnrldct  ;iuch  die  Höhe  SIf  in  //': 
difser  Punkt  ist  h.  -tiinmt  durch  (Ii*-  IViralldr  /  //'  zu  Alf.  Es  würde  daher 
die  Schnittfigur  aiuii  gezeichnet  werrifii  können,  wenn  //'  gegeben  wäre. 

Die  Spitze  .S'  teilt  AA'  außen  im  herrschenden  Verhältnis  der  beiden  ähn- 
lichen Vielecke.  Sind  also  zwei  entsprechende  Strecken  dieser  Vielecke  a  und 
so  ist 

SA  _a' 
'SÄ  "  a  * 

weg<  II  der  Aludichkeit  der  Dreiecke  SAIf'  und  SAJf  ist  aber  auch,  wenn 
SN^h,  SN'  ^.h' 

Ii'  SA'  _  a' 
h      SA  ~  a 
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Sind  die  Inhalte  von  Grandfläche  und  Schnittiigur  G  und  6^',  so  ist 

Die&e  Beziehung  dient  dazu,  den  iuliali  eines  I'arallclschnitts  zu  berechnen, 
wenn  das  VerhiUtnis  des  H&henabschnitts  zur  Höhe  gegeben  ist;  oder  aus  dem 
Verhältnis  der  Inhalte  von  ParaOelschnitt  und  Grundfläche  den  Abstand  der 
Schnittebene  von  der  Spitze  zu  finden. 


s 


Fig.  SM 


Eine  beliebige  Schnittcbcnc  einer  Pyramide  ist  bestimmt  durch  ihre  Spur 
auf  der  Ebene  der  Grundfläche  und  einen  Punkt,  z.  B.  den  Schnittpunkt  mit 
einer  Seitenkante  oder  mit  der  Höhe.  Dieselbe  Betrachtung  wie  bei  dem  ebenen 
Schnitte  durch  ein  Prisma  in  !;  1'  \r.  'i  zeigt,  daß  auch  hier  die  Grundkaiiten 
und  die  entsprechenden  Seiten  der  Schuittfigur  sich  auf  der  Spur  der  Ebene 
achneiden  müssen.  Damit  kann  man»  wie  Fig.  289  bei  einem  Tetraeder  zeigt, 
die  Schnittpunkte  ^  und  C*,  sowie  If*  bestimmen,  wenn  die  Spur  /  der  Schnitt- 
ebene  auf  der  Ebene  der  Grundfläche  und  der  Schnittpunkt  ^  auf  der  Seiten- 
kante  S.'l  p;egeben  ist. 

Durch  eine  der  Grundüache  p.irallele  Ebene  wird  die  Pyramide  in  eine 
Pyramide  und  einen  P3rramiden8tnmpf  geteilt  Die  Begrenzungsflächen  der  ab- 
geschnittenen Pyramide  sind  den  entsprechenden  der  ganzen  der  Reihe  nach 
ähnlich  und  die  Ecken  beider  sind  in  ^'l(>ichei  Anordnung  kongruent,  daher  sind 
die  beid«fn  Pyramiden  ähnlich  zu  nennen. 

Der  /x-seitige  Pyramidenstumpf  ist  für  sich  genommen  bestimmt  durch  die 
Grundfläche,  eine  an  einem  Endpunkte  liegende  Ecke,  die  Lange  der  durch 
diesen  Eckpunkt  gehenden  Seitenkante  und  das  herrschende  Verhältnis  der 
P^ndflächen.  Der  Abstaru!  der  beiden  Kndflächen  ist  die  Höh<"  dr«?  Pyramidrn- 
stumpfes.  l>ieser  ist  regclmäÜig,  wenn  die  Endflächen  regelmäßig  sind  und 
die  Verbindungslinie  ihrer  Ifittelirnnkte  normal  zu  den  Endflächen  ist.  Diese 
Verbindungslinie  ist  die  Höhe  des  regelmäßigen  Pyramidenatnmpfea.  Die 
Seitenflächen  sind  kongruente  gleichschenklige  Trapeze.  Er  ist  bestimmt 
durch  eine  Endfläche,  die  Höhe  und  das  herrschende  Verhältnis  der  beiden 
Endflächen. 

Durch  Erweiterung  der  Seitenflädien  eines  Pyraroidenstnmpfes  kann  dieser 
zu  einet  Pyramide  ergänzt  werden.  Die  zugefugte  Pyramide  ist  die  Ergän- 
zungspyramide. Sind  G^  >  6',  dii-  I  juHITk  lit-ii  des  Stumpffs-,  so  wird,  wenn 
man  von  der  Spitze  S  (l'ig.  2[tU)  der  ergänzten  Pyramide  die  Senkrechte  zu 
den  Endflächen  zieht,  diese,  und  zwar  Gi  in  /i^j  und       in  I/^  schneiden,  so  daß 
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JIyJI.^  =  h  die  Höhe  des  Stumpfes»  SHy  die  Höhe  der  ergänzten  und  .S!^  die 

der  Kr^änzungspyramide  ist. 

Da  S  die  Höhe  Jit^H^  im  heriBcbenden  Verhältnis  ^G^  :  ^G^  teilt,  so  ist 


Ft8.»a. 


Eine  zn  den  Endflächen  parallele  Ebene,  die  die  Seitenkanten  des  Stumpfes 
schneidet,  bringt  eine  Schnittfigur  vom  Inhalt  F,  die  nach  Nr.  2  konstruiert  werden 
kann,  hervor,  sn  dali  G^y>-  Fy-  G^  ist.  Sind  .r,  und  die  Abstände  dieser 
Schnittehene  von  G^  und  so  hat  man,  wenn  F  als  Parallelschuitt  der  er- 
gänzten und  der  Ergäuzungspyramide  aufgefaßt  wird  oacb  Nr.  2 

^  —          ]F  h^±Jt  _ 

woraus  ioigt: 

x^_iG,—  \F  ^  _  \F  -jG^ 

Wegen  der  Werte  von      und*^  erhält  man  hieraus 


4f|  *=  A  —. — ::  -.  :  ,     Xf  —  k 


Damit  ist  die  Frage  beantwortet,  wo  ein  ParaHelschnitt  durch  den  Stumpf 
gelegt  werden  mnU.  (irr  einen  gegebenen  Inhalt  haben  solle.  Da  aus  den  beiden 
letzten  BeziehuQgea  sich  uoch 

X,  ^  \G,  -  }  ^ 
ergibt,  so  erhalt  man  wegen  x^-^  x^>==i  k 

oder  wenn  das  Verhältnis,  in  dem  der  Parallelschuiit  die  Höhe  //  teilt, 


1 
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gesetzt  wird: 

1  +  ' 

womit  der  iiihuli  des  Parallelschnttta  bestimmt  iüL  Im  t>(-soiKi(>rn  Fall«*  des 
Mittelschnitts,  der  die  Höhe  halbiert,  hat  man 


Vierter  Abschnitt. 

Krumme  Flächen  und  runde  Körper. 

17.     Der  ("vliiuh  r. 

1,  Man  kann  sich  ein  \  ielkant  (§14  Nr.  2)  diircii  Hrwcjiunn  einer  Geraden 
beschrieben  denken,  die  in  stetiger  Aufeinanderfolge  durch  alle  Punkte  des  Um- 
fangs  eines  «-Ecks  geht  und  dabei  beständig  ihrer  anfönglichen,  die  Ebene  des 

Vielecks  schneidenden  Lage  parallel  bleibt.  Wird  bei  dieser  Konstruktion  der 
l'mfanj;  des  «-Ecks  durch  eine  krumme  Linie  ersetzt,  die  als  Leitlinie  der 
einer  bcliebigeu  Richtung  parallel  bleibenden  erzeugenden  Geraden  dient,  so 
heißt  die  entstehende  Fläche  eine  Cylinderfläche.  Ist  insbesondere  die  Leit- 
linie ein  Kreis,  so  erhält  man  die  }»emeinc  Cylinderflächet  von  der  im 
folgenden  allein  die  Rede  ist  um]  dir»  kurz  als  ("vlinderflärhe  berrirhnct  v\  rrden  soll. 

Durch  jeflen  Punkt  einer  (  n  linderfläch<r  läßt  sich  eine  (jerade  legen,  die 
vollstäudig  lu  die  Fläche  lallt,  da  die  erzeugende  Gerade  bei  ihrer  Bewegung 
einmal  durch  diesen  Punkt  gegangen  sein  muß.  Diese  Geraden,  die  parallel 
sind,  heißen  die  Seitenlinien  der  Cylinderfläche. 

Dir  (liircli  (!i  n  Miitrl])utikt  des  als  Leit- 
linie dienenden  Kreises  gehende,  den  Seiten- 
linien parallele  Gerade  wird  die  Achse  der 
Cylinderfläche  genannt.  Umgekehrt  muß  jede 
durch  einen  Punkt  einer  Cylinderfläche  parallel 
zu  der  Achse  gelegte  Geradr  ihrer  t:''n7en  Kr- 
streckung  nach  in   die     ylindertlache  lallen. 

Jede  andre  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer 
Cylinderfläch«*  verbindet,  hat  mit  dieser  nur 
jene  beiden  Punkte  gemeinsam,  denn  sind  A* 
(Fig.  291)  zwei  solche  Punkte,  so  kann  man 
durch  jeden  eine  Seiteulinie  CC",  Dl/  legen, 
und  die  durch  diese  beiden  Geraden  bestimmte 
Ebene  muü  die  Gerade  AH  ihrer  ganzen  Er- 
slreckung  nach  enthalten.  Sic  muU  ferner  die 
Ebene  des  als  Leithnie  dienenden  Kreises  AI 
in  einer  Geraden  schneiden,  die  durch  die  Fuß- 
punkte  CD  jener  Seitenlinien  in  dieser  Ebene  geht,  also  eine  Sekante  des  Kreises  M 
ist.  Hätte  nun  die  Gerade  Afi  mit  der  (.'ylinderfläche  irjjend  einen  dritten  Punkt  K 
gemeinsam,  so  müßte  die  dnr(h  /:'  Ix'^timmtr  *^t  itiMiliiiie  zugleich  ganz  in  dif 
Sclmittebene  CDl/C'  lallen,  und  der  SctuiUtpunkl  dieser  Seitenlinie  mit  der  Ebene 
von  M  müßte  ein  Punkt  sein,  den  die  Sekante  CD  neben  den  Punkten  C  und  D 
mit  dem  Kreise  Af  gemeinschaftlich  hätte,  was  unmöglich  ist.  —  Man  sieht  zu- 
datj  dit'  \nn  .•/  und  B  begrenzte  Strecke  der  betreffenden  Geraden  'jnnz 
innerhalb  und  jede  ihrer  Verlängerungen  ganz  außerhalb  der  Lylindertläche 
iaih  ii  muß. 
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Hiernach  kann  aaßer  den  Seitenlinien  keine  gerade  Linie  in  einer  ("ylinder- 
fläche  gezogen  werden,  vielmfhr  ist  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  nur  eine  Gerade 
in  ihr  möglich.  Die  Cyiinderüache  ist  also  in  keinem  ihrer  Teile  eben;  sie  ist 
eine  in  nch  urfickkehrende  krumme  Ftadie. 

2.  Jede  einer  Seitenlinie  oder  der  Achse  parallele  Ebene,  weldie  die  C}*linder« 
flaclu-  schneidet,  muß  mit  ihr  zwei  Seitenlinien  gemein  haben,  denn  wäre  eine 
krumme  Schnittlinie  oder  wäre  auüer  zwri  Srttenünien  noch  irgend  rin  andrer 
Punkt  beiden  Flächen  gemeinsam,  so  müüten  auch  die  sämtlichen  durch  die 
Punkte  der  krummen  Linie,  oder  durch  den  andern  Punkt  gebenden  Seitenlinien 
ihrer  ganzen  Länge  nach  in  die  Schnittebene  fallen,  und  somit  auch  der  Schnitt- 
punkt jf'dcr  solchen  Seitenliiii«'  mit  der  Ebene  des  Leitkreises  M  ein  dritter  Punkt 
sein,  den  die  Sekante  CD  mit  dem  Kreise  M  gemeinschaftlich  hätte. 

Geht  ein  solcher  Schnitt  durch  die  Achse,  so  heiUt  er  ein  .Achsen schnitt 
der  Cyllndetfläche. 

Jede  Ebene,  die  durch  eine  Seitenlinii'  einer  L'ylinderfläcbe  und  durch  eine 
Tangente  des  Leitkrci'ies  <;rlit,  hat  mit  der  l'ylinderfläche  nur  diese  S<-if(MiIinie 
gemeinsam,  und  liegt  sonst  auüerhaib  der  Cylinderflächc ;  denn  läge  irgend  ein 
Punkt  der  Ebene  aufier  jener  Seitenlinie  auf  oder  innerhalb  der  Cylinderfläche, 
so  müßte  diese  Ebene  die  Ebene  des  Leitkreises  in  einer  Sekante  schneiden. 
Eine  solche  Ebene,  die  mit  einer  Cylinderfläche  nur  eine  Gerade  gemeinsam  hat, 
beiüt  eine  Tangentialebene  der  Cylinderfläche,  und  diese  Gerade  heißt  ihre 
Berührungslinie. 

Zwei  Tangentialebenen  einer  Cylinderfläche  schneiden  sich  in  einer  auOerhalb 
der  Fläche  liegenden  der  Achse  parallelen  Geraden  und  umgekehrt  können  durch 

eine  solche  Gerndc  zwei  Tangentialebrnfn  an  die  ( 'vlimlernäclic  [;«'lf^t  werden. 

Eine  der  Achse  parallele  Fhi  ue  wird  überhaupt  die  tlyliiuicr- 
fläche  schneiden,  berühren  oder  meiden,  je  nachdem  ihre  Spur  auf 
der  Ebene  des  Leitkreises  diesen  schneidet,  berührt  oder  meidet 

Jede  eine  Cylinderfläche  schneidende  Ebene,  die  einer  Seitenlinie  oder 
der  .-Xchs«*  nicht  parallel  ist,  muü  sämtliche  Seitenlinien  schneiden  tind  daher  eine 
geschlossene  krumme  Schnittlinie  liefern.  Ist  die  Ebene  eines  solchen  Schnitts 
der  Ebene  der  Leiüinie  parallel,  so  ist  die  Schnittlinie  ein  Kreis;  denn  ist  M* 
(Fig.  291)  der  Schnittpunkt  der  Achse  mit  der  Ebene  des  Sdmitis,  und  verbindet 
man  diesen  Punkt  mit  beliebigen  Punkten  C,  17  der  Schnittlinie,  so  kann  man 
durch  jede  d(*r  Geraden  M'C\  M'D'  und  durch  die  Achse  einen  Schnitt  legen, 
der  die  c  ylmderfläche  in  einer  Seitenlinie  CC",  DD'  und  die  Ebene  des  Leil- 
kreises  in  einem  Radius  MCy  MD  schneiden  muß.  Infolge  des  Paralletismus  der 
Ebenen  Af  und  J/'  sind  je  zwei  zusammengehörige  Srhnittlinien  M'C  und  J/C, 
APD'  um!  .1//)  paratlel,  und  auUerdem  ist  .1/^1/' jeder  der  Linien  CC,  DD'  parallel 
und  daher  sind  die  \  iererke  C.\f.h'C',  DMAi'iy  Parallelogramme.  Es  muß  daher 
Jy'C"  -  MC,  M'D  ^  MD,  und  da  MC  ^  MD  ist,  auch  M'C  MD'  sein.  Der 
Punkt  Af*  ist  also  von  allen  Punkten  der  Schnittlinie  gleich  weit  entfernt  und  diese 
ist  ein  Kreis. 

Dnrcli  flen  \  f>rs*etiendfMi  Beweis  ist  i;leich/ettig  dargetan,  daß  alle  Kreise, 
die  durcii  Schniitcbenen  entstehen,  die  der  Ebene  des  Leitkreises  parallel  sind, 
unter  sich  und  dem  Lettkreise  kongruent  sind,  und  daß  ihre  Mittelpunkte  auf 
der  Achse  liegen. 

Man  kann  daher  eine  t'ylindertläche  auch  erzeugen  durch  parallele  Ver- 
schiebung (Miies  Kreisf's,  <ie^<i'Ti  Mittelpunkt  eine  <^Terade  beschreibt. 

3.  Ein  durch  eine  (  ylin(ierfläche  und  die  parallelen  Ebenen  zweier  Schnitt- 
kreise begrenzte  Körper  heißt  ein  Cylinder,  der  ihn  begrenzende  Teil  der 

Cylinderlläche  sein  Mantel,  die  beiden  begrenzenden  Ebenen  die  Endflächen 
oder  Grund-  und  Endfläch«'  des  iMindi  rs.  f),  i  Abstand  der  Endll  u  lien  ist 
die  iiöhe,  die  Verbindungslinien  ihrer  Mittelpunkte  die  Achse.    Der  durch  die 
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Schnittkreisp  begrenzte  Teil  e'mrr  St-itenlinie  der  Cylindertläche  ist  eine  Sritm- 
Hnie  des  Mantels.  Die  Sciienlinien  sind  einander  gleich  und  gleich  der  Achse 
und  bilden  dieselben  Neigungswinkel  mit  den  Endflächen. 

Ein  Cylinder  ist  bentimnit  durch  den  Radiiu  r  des  GrandkreiseSt  die  A^se  a 

und  deren  spitzen  Npi'^tintfswinkrl  n  zur  F.hi-nc  lii-r  Gnindflärhe.  Projiziert  man 
den  Endpunkt  Q  der  Achse  OQ  (tiR-  29'^)  auf  die  Khcne  der  nrinulfläche  in  Q^» 
so  ist  ^QOQ'^a,  Q.Q  ^  h  die  Höhe  des  Cylinders.    Es  ist  dann 

h  =  asina  • 


T>ic  Achscnsrhnitfc  oinos  ("ylinders  sind  Parntlelogramme,  von  d(*non  zwei 
gegLnul)erliegende  Seiten  Durchmesser  der  EndHjichen  und  die  beiden  andern 
Seitenlinien  des  Mantels  sind.  Sie  stimmen  also  alle  in  den  Seiten  aber  nicht 
in  den  Winkeln  überein.  Schneidet  ein  Achsenschnitt  den  Grundkreis  in  dem 
Durchmesser  CD  (FIl:.  202)  und  bildet  die  Achse  mit  ihm  den  spitsen  Winkel 
QOC  —       so  ist  der  Inhalt  des  Achsenschnitts 

F  =  2arsiikgt  . 

Der  kleinste  Winkel,  den  die  Achse  mit  einer  dnrch  O  gehenden  Geraden 
der  Kbcnc  des  Grundkreises  bildet,  ist  ihr  Nfii^tinirswinkel  n  mit  dieser  Ebene. 
Dieser  ist  in  dem  Achsenschoitt  enthalten,  dessen  Spur  auf  der  Ebene  der  Grund- 
fläche die  Profektion  der  Acltte  auf  diese  Ebene  isL  Dieser  Achsenschnitt 
heiüt  Hanptachsenschnitt  des  Cylinders.  Er  Mt  auf  den  Ebenen  der  End- 
flächen normal,  enth.ält  also  außer  den  Xeii,'unj»s\vinkelti  der  Cylinderachse  zu 
diesen,  die  Höhe  de«?  Cylinders.  Schneidet  dieser  Ilauptachsen^irbnitt  den  Grund- 
kreis in  dem  Durchmesser  AB  und  bildet  CD  mit  diesem  den  Winkel  y»,  so  ist 
OBDQ  eine  rechtwinklige  Ecke  mit  der  Ilypotenoae  tp  und  den  Katheten  a  und 
es  ist  daher  nach  §  12,  Nr.  1,  2) 

cos^  rs  cosa  cosy;  . 

Hieraus  ergibt  sich  wieder,  daß  a  der  kleinste  Wert  für  <^  ist,  daß  also  der 
Hani»tacb8enschnitt  den  kleinsten  Inhalt 

hat  und  daß  üO"  der  grüßte  Werl  iür  ist.  Jsl  also  CD  ><'nkr<  rl»t  zu  AiS^  üo 
erbfilt  man  den  größten  Achsenschnitt,  dessen  Inhalt 

/;  -  J  17  r 

ist,  als  den,  der  aut  dem  1  lauptachsenschnitt  normal  ist.  Er  ist  der  einzige, 
der  die  Gestalt  eines  Rechtecks  hat.    Da  cos 9)  =  co^  (  —     ist,  so  haben  zwei 
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AchsoTischiiittr,  deren  Spuren  zu  AR  svmmctrisrh  licj^en,  gleichen  Inhalt.  Der 
Haupiachsenschnitt  ist  also  Symmetrieebcne  des  C^'linders«  d.  h.  er  ächueidet 
diesen  in  zwei  symmetrische  Teile. 

Ein  Cylinder  ist  durch  seinen  HauptadiBenschnitt  volbtändig  bestimmt. 

4.  Schneidet  man  einen  Cylinder  durch  eine  zum  Hanptachsenschnitt  normale 
Ebene,  die  aut  ihm  die  Spnr  CD  (Fitr.  '2^'^)  I)ildet,  wahrend  AB  die  Spur  des 
Hauptachsenscbnitts  aui  der  Ebene  der  ürundtiäche  ist,  so  daß  CAB  +  Z.  CDB 
=  180^  also  ZCAB^  Z,ACD  ist,  und  legt  dusch  einen  beliebigen  Punkt  P 
der  Schnittfigur  eine  xnr  Grundfläche  parallele  Bbene,  der  den  Cjrlinder  in  einem 
zum  Grundkreis  kongruenten  Kreis  mit  dem  Durchmesser  A'/?  schneidet,  so  ist 
die  Sclmittiinie  /'/.'  der  beiden  Ebenen  nonnal  zu  Aj!^»  Daher  ist  in  dem  Kreise 
mit  dem  Durchmesser  A'B 

P&  =  AB  •  0E  . 


Nnn  ist  aber  wegen  der  Gleichheit  der  Wiokel  EÄC  und  ECA^  sowie 

EBD  und  EDB 

AE^CB,   B'B^DE  , 

also 

F£*-^CE>DB  . 

d.  h.  die  Schnittfigur  ist  ein  Kreis.    Ein  Cylinder  hat  also  anOer  den  zur  Ebene 

des  Grundkreises  i)arallelrn  Schnitten  noch  eine  zweite  Art  von  parallelen  Kreis» 
schnittt  n:  die  W(m  hs*  isehnitte.  Die  Mittelpunkte  der  Wechselschnitte  liegen 
ebenfalls  aui  der  Achse  des  Cylinders. 

5.  Diese  Beziehungen  vereinfachen  sich  sehr  wesentlich  in  dem  besonderu 
Falle,  dafi  die  Achse  und  die  Seitenlinien  des  Cylinders  auf  den  Endflächen  nonnal 
und  daher  gleich  der  Höhe  sind.  Ein  solcher  Cylinder  ist  der  gerade,  währead 
die  allgemeine  Form  im  Gegensatz  der  schiefe  Cylinder  genannt  wird.  Beim 
geraden  Cylinder  sind  alle  Achseaschoitte  kongruente  Rechtecke.  Daher  lättt  er 
sich  erzeugen  durch  Rotation  eines  Rechtecks  um  eine  Seite.  Diese  wird  xnr 
Achse  des  Cylinders;  die  gegenüberliegende  Seite  beschreibt  den  Mantel  und  die 
beiden  andern  Seiten  die  P'ndflächen.  Der  gerade  Cylinder  ist  daher  auch 
Rota tinn  s r vi  i n  d  e  r.  Kr  ist  bestimmt  durch  seinen  Achsenschnitt,  d.  h.  durch 
ein  Rechteck,  dessen  anstoüende  Seiten  der  Durchmesser  2r  des  Grundkreises 
und  die  Höhe  h  des  Cylbders*  ist. 

Jeder  der  Achse  parallele  ebene  Schnitt  ist  ein  Rechteck,  dessen  anstoßende 
Seiten  eine  Sehnf  dt  s  Grundkreisrs  und  die  Höhe  des  Cylinders  sind. 

Eine  TangtfniiaU?bene  des  geraden  Cylinders  ist  nonnal  zu  dem  Achsenschnitt, 
der  durch  die  Berührungslinie  geht 
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6.  Zieht  tnan  auf  dem  Mante!  eines  (Vlindf»rs  bclichit;  \\r\r  Sriiniliiiii'n, 
so  lassen  sich  diese  als  Seitenkauteo  eine:»  dem  t  ylinder  emgeschriebenen  Prismas 
betrachten,  dessen  Endflächen  denen  des  Cylinden  eingeschrieben  sind.  Ebenso 
kann  man  die  dorch  diese  Seitenlinien  gdegten  Tangentialebenen  des  Mantels 
als  Seitenflächen  eines  dem  C'vlinder  umschriebenen  Prismas  ansehen,  dessen 
!•  lulflachen  denen  des  Cylinders  umschrieben  sind.  I>i>  SriteTikanten  des  um- 
sclinebeueu  Prismas  sind  als  Schnittlinien  zweier  Tangentialebenen  des  Manteis 
der  Cylinderachse  paralleU  Je  nachdem  der  Cylinder  schief  oder  gerade  ist, 
wird  auch  das  einjjeschriebenc  oder  umschriebene  Prisma  schief  oder  gerade  sein. 
Dnikt  man  sich  die  Anzahl  (icr  Scitciiliiiiin  des  Mantels  unendlich  <;mß,  so  sieht 
man,  daß  der  Cylinder  als  die  (irenze  zu  betrachten  ist,  der  sich  ein  eingeschriebenes 
oder  umschriebenes  Prisma  bei  unendlich  wachsender  Seitenzahl  nähert. 

Umgekehrt  l&itt  sich  nur  dann  einem  Prisma  ein  Cylinder  uro-  oder  ein- 
schreiben, wenn  sich  den  Endflächen  des  Prismas  ein  Kreis  nm-  oder  einschreiben 
läfit.   Dies  ist  z.  B.  immer  der  Fall,  wenn  die  Endflächen  regelmäfiig  sind. 


§  IS,    Der  Kegel  und  der  Kegelstumpf. 

1.  Kine  mehrseitige  Kcke  niii  ihrer  G>"^enecke  kann  man  sirh  durch  Be- 
wegung einer  Geraden  erzeugt  denken,  die  an  dem  Umfange  imih-s  //-Keks  gleitet 
und  dabei  immer  durch  einen  festen  Punkt  S  aufierhalb  der  Ebene  des  «r-Kcks 
geht.  Ersetzt  man  den  Umfang  des  //-Ecks  durch  eine  Kurve  nls  Leitlinie. 
<n  t>eschreibt  die  erzen  et  n  de  Gerade  eine  Kegeliiäche.  Der  feste  Punkt  ..S 
heiÜt  die  Spitze  der  i'laciie. 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  erhält  man  die  gemeine  KegcKläche.  In 
der  Elementarmathematik  kann  nur  diese  behandelt  werden,  und  daher  soU  im 
folgenden  unter  einer  Kegelfläche  schlechthin  eine  gemeine  verstanden  werden. 

Die  Kegelfläche  besteht  aus  zwei  ihirrh  die  Spitze  i^f-trennten  symmetrischen 
Teilen,  von  denen  jeder  einen  nach  einer  Seile  otJenen  unendlichen  Kaum  um- 
schließt. Durch  jeden  Punkt  einer  Kegelfläche  läfit  sich  in  dieser  eine  Gerade 
legen,  denn  die  erzeugende  Gerade  muß  bei  ihrer  Bewegung  einmal  durch  jenen 
Punkt  gegangen  sein.  Diese  Geraden,  die  demnach  alle  durch  die  Spitze  gehen, 
snüen  die  Seitenlinien  drr  Kegelfläche  heiUeii.  jede  Seitenlinie  des  einen 
üri  beiden  zusaniineiig«-liorigcn  Teile  einer  vollständigen  Kegelfläche  ist  in  ihrer 
Verlängerung  Aber  die  Spitze  zugleich  Seitenlinie  des  andern  Teils.  Umgekehrt 

muß  jede  Clerad«',  welche  di«-  Spitze  mit  einem  andern 
S  Punkt  rl«>r  Kegelfliiche  verbindet,  ihrer  ganzen  Erstreckung 

nach  in  diese  Eläche  fallen. 

Jede  andre  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer  Kegel- 
fläche verbindet,  hat  mit  ihr  nur  diese  beiden  Punkte 
gemein,  denn  sind  zunächst  ^,  />'  (Ei).'.  294)  zwei  solche 
auf  verschiedenen  Seitenlinien  und  auf  demselben  Teile 
der  Kegelfläche  liegende  Punkte,  so  kann  mau  durch  jeden 
eine  Seitenlinie  Sj4t  SB  legen,  und  die  durch  diese  beiden 
Seitenlinien  bestimmte  Ebene  muß  die  Gerfide  ihrer 
ganzen  Krstreckung  n:\rh  enthal"  ii.  "^ie  muß  ferner  die 
Kbene  des  als  Leitlinie  dienenden  Kreises  A/  in  einer 
(jeraden  schneiden,  die  durch  die  Schnittpunkte  C,  D 
jener  Seitenlinien  mit  dic>ser  Ebene  geht,  also  eine  Sckantt; 
ist.  Hätte  nun  die  Gerade  AH  mit  der  Kegelfläche  irgend 
einen  dritten  Punkt  E  gemeinsam,  »jo  mnlUe  aiirh  (he  durch  .S'  und  E  bestimmte 
.Seilenlinie  ganz  in  die  Schnitlel)ene  SCD  lallen,  und  der  Schnittpunkl  dieser  Seilen- 
Hnic  mit  der  Ebene  von  M  mfißte  ein  dritter  Punkt  sein,  den  die  Sekante  CD  mit 
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dem  Kreise  M  uemein  hätte,  was  unmöp;lich  ist.  —  Man  eifceilllt  gleichzeitig,  d<ili 

das  von  A  und  fi  beerenztp  Sfftck  df*r  durch  diese  Punkte  trehf'ndcii  Gcratlra 
ganz  innerhalb  de8  von  der  Kegeldäche  umschlosseneu  Raumes  fallen  muU, 
wähfend  die  Verlängerungen  der  Geraden  fiber  A  imd  B  ganz  nnBeiiialb  dieses 
Raumes  liegen.  —  Liegen  feraet  A  und  B  auf  veischiedenen  Hälften  der  Kegel« 

flache,  so  läßt  sich  der  Beweis  in  ganz  entsprechender  Art  führen;  nur  erkennt 
man  hir-r.  d,iU  die  Strecke  AP  jjanz  außerhalfi  der  von  der  vollständit;en  Ket:'^'- 
fläche  umschlossenen  Räume  und  jede  der  Verlangerungen  ganz  innerhalb  eines 
dieser  Räume  liegt. 

Alis  dem  vorigen  Satze  folgt,  daü  außer  den  Seitenlinien  keine  Geraden 
in  einer  Kegelflärhe  cfr^niren  werden  köiineii,  daü  also  durcli  jeden  ihrer  Punkte, 
der  nicht  die  Spitze  ist,  nur  eine  Gera<le  in  der  Fläche  möghch  ist.  Die  Kegel- 
fläche ist  also  in  keinem  Teil  eben;  sie  ist  eine  in  sich  zurückkehrende  krumme 
Fläche. 

2.  Jede  durch  die  Spitze  einer  KegeUIäche  gelegte  Ebene  muß,  wenn  sie 
mit  der  Ke[,'elt1ärhe  iiorh  Pinen  Ptmkt  gemeinsam  hat,  die  yanze  Seitenlinie 
dieses  Punktes  mit  ihr  gemeinsam  haben;  jede  durch  die  Spitze  gehende  Schnitt- 
ebene einer  Kegelfläche»  die  also  durch  irgend  einen  Punkt  innerhalb  des 
Kegelraums  geht»  schneidet  die  Kegelfläche  in  zwei  Seitenlinien.  Außer  diesen 
Seitenlinien  kann  sie  mit  der  Kegelfläche  keinen  Punkt  gemeinsam  haben.  Die 
Richtigkeit  dieser  Behauptungen  ergibt  sich  leicht  ans  der  vorhergeganeenen 
Beweisführung  mittels  der  Sekante  CD^  welche  die  Schnittlinie  der  Schnittebenen 
mit  der  Ebene  des  Leitkreises  M  sein  mu0. 

Die  Gerade,  die  durch  die  Spitze  S  und  den  Mittelpunkt  M  des  Leitkreises 
geht,  heißt  die  Arfise  der  Kes^-i  lfl.irhe.  Jeder  ebene  Schnitt  der  fläche,  der 
durch  die  Achse  geht,  heiüt  ein  Achsenschnitt. 

jede  durch  die  Spitze  .S'  gehende  Ebene,  welche  die  Ebene  des  Leitkreises 
in  einer  Tangente  dieses  Kreises  schneidet,  hat  mit  der  Kegelfläche  nur  die 
durch  deti  BerEthning^unkt  der  Tangente  gehemie  Seiiinlinie  gemein  und 
heißt  (teshalh  eine  Tanu«'n  tia!eh<'ne  der  Ke^rlHa«  lie.  |ene  Seitenlinie  ist 
ihre  Heruiirungsimie.  Der  Beweis  des  Satzes  tolgt  im  wesentlichen  daraus, 
daß  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  beider  Flächen  außerhalb  j(>ner  Schnittlinie 
auch  eine  zweite  gemeinschaftliche  Seitenlinie  zur  Folge  haben  würde,  wodurch 
eine  Sekante  als  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  des  Leitkreises  bedingt  Si'in  würde. 

Zwei  Taii'^'entirdebenen  einer  Kegeltlaehe  müssen  sich  in  eitt<'r  Geraden 
schneiden,  die  durch  die  Spitze  geht  und  außerhalb  des  von  der  l  laciie  um- 
schlossenen Raumes  liegt.  Umgekehrt  kann  man  durch  eine  solche  Gerade  immer 
zwei  Tangentialebenen  an  die  Kegelflärhe  legen. 

Im  all'^M'meinen  wird  eine  Khene.  die  durrh  die  S|iitze  der 
Kegelt  lache  geht,  diese  in  zwei  Seitenlinien  schneiden  oder  in  einer 
Seitenlinie  berühren  oder  sie  meiden,  je  nachdem  ihre  Spur  auf 
der  Ebene  des  Lettkreises  diesen  schneidet  oder  berührt  oder 
meidet. 

)e(It"  die  Kei,'p|f1n(  lie  schneidende  l.le  nr,  die  nicht  durch  tlie  Spitze  geht, 
liefert  eme  krumme  Schnittlinie,  denn  war«'  irgend  ein  Teil  gerade,  so  müßte 
die  durch  diesen  Teil  und  die  Spitze  gehende  Ebene  alle  die  durch  diesen 
Teil  gehenden  Seitenlinien  enthalten,  was  nach  dem  vorigen  nicht  möglich  isu 
Diese  Kurven  fähren  den  Namen  Kegelschnitte.  Sie  werden  behandelt  in 
^  20  Nr.  <>. 

In  dem  besundern  Falle,  daß  die  S(  iuiiuebcue  der  ilbene  des  Leitkreises 
parallel  ist,  ist  die  Schnittlinie  ein  Kreis.    Ist  nämlich  ^f*  (Fig.  29ö)  der  Punkt, 

in   dem  die   Achse   der   Kegelfl.iehe  die  Schiiittehene  triflt,  .1/ der  Mittelpunkt 
de-   Lrir];rei-,es   und   CM'  <lie  \'erbindungslinie  des  Punktes  .1/'  mit  efinni  l)e- 
liebiyen    l'uukti'  C'  der   Schnittlinie,   so  katui  man  eine  Ebene   durch  SM  mal 
Scm.oi;jiii.cus  tlujidbuch  der  MaUicniatik,  2.  Auil^  Bd.  I.  3*) 
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tind  ^f'C'  logen,  welche  die  Kegelfläche  in  einer  Seilenlinie  SC  und  die  Ebene 
des  Leitkreises  in  einem  zw  CM'  p;ir;illelen  Radius  CM  schiiridrii  muß.  Aus 

^      der  Ahiüichkeii  der  Dreiecke  SM'C  and  SMC  folgt: 

M'C  SM' 

MC  ~s.\r 

Für  jede  andrr  \'rrhindungslinic  von  M'  mit  einem 
Punkte  ZX  der  Schtiittliuie  eriialt  man  in  gleicher  Weise» 
wenn  MD  der  zu  M*iy  parallele  Radius  ist, 

M'jy  _  SM' 
~MD~  SM  * 

Daher  ist  auch 

M'C  _  M'n_ 
MC~  MD 


Fig.«6. 


und  da  MC  ^  MD,  so  ist  auch  MC  =  MEt,  d.h. 
jede  andre  derartige   VerbindunKsUnie  ist  der  ersten 

M'C  i:!rirli.  Hiermit  ist  nicht  nur  bewiesen,  dal'  die 
Sriiiiitdinic  ein  Krei«  ist,  sondern  aiu  h,  daß  die  Mittel- 
punkte aller  dieser  Kreise  aui  d«T  Achse  liegen  und  daLl  dc-r  Radius  eines  solchen 
zum  Radius  des  Leitkreises»  oder  daß  die  Radien  je  zweier  solcher  Kreise  sich 
zueinander  verhalten,  wie  die  Abstünde  der  Mittelpunkte  von  der  Spitze.  Für 
dieses  Verhaltriis  kr^nn  man  nnrh  da-^  dt  r  Abschnitte  it  di  r  atidtTn  von  S  durch 
die  beiden  Kbenen  gezogenen  Geraden  und  insbesondere  auch  das  der  Ab- 
schnitte einer  Seitenlinie  .SC"  :  SC  sowie  das  der  Abstände  der  beiden  Flächen 
von  der  Spitze  setzen.  Die  Flächen  je  zweier  Kreise  verhalten  sich  zueinander, 
wie  die  (Quadrate  dieser  Abstände. 

Der  durch  eine  Kegeltl.nrho  und  eine  dfr  Kbon»'  des  Leitkreises  paralltlc 
Ebene  begrenzte  Körper  heißt  ein  Kegel  (Konus),  der  durch  eine  Kegelflache 
und  zwei  solche  £benen  begrenzte  Körper  ein  Kegelstumpf.  Der  einen 
Kegel  oder  einen  Kegelstumpf  begrenzende  Teil  der  Kegelfiäche  heißt  der  Mantel 
des  Kegfl'^  uder  Stumpfs,  die  begrenzenden  Knisflarhen  sind  die  Grund- 
flächen und  werden  bei  dem  Kegelsfuinpf  auch  als  t  Jrund  fläche  und  End- 
fläche unterschieden.  Die  Begrifie  Spitze,  Achse,  Seitenlinie,  .Vchscnschnittc 
eines  Kef;els  oder  Kegelstumpfs  erklären  sich  durch  die  entsprechenden  der 
Kegelfläche.  Die  Höhe  ein<'s  Kegels  ist  der  Abstand  der  Spitze  von  der 
Ebene  der  Grundfläche»  die  Höhe  eines  Kegelstumpis  der  Abstand  der  beiden 
Endflächen. 

3.  Ein  Kegel  ist  bestimmt  durch  den  Radius  r  des  Gnuidkreiscs,  den 
Höhenfußpunkt  und  die  Höhe  h»  Die  Fig*  292  (S.  558)  kann  auch  für  den 
Kegel  gelten,  wenn  fQr  Q  die  Spitze  S  des  Kegels  gesetzt  wird.  Man  hat  w-ie 
für  den  Clünder  die  Beziehung 

k  ~  a  sina  , 

wenn  «  (h  r  Xeigunyswinkrl  der  Kegelachse  zur  Ebene  des  (^irundkreises  ist. 

r>ie  Achseiischnitft^  ein«>s  Keyeis  sind  Droipfke .  deren  tlnuidlinie  ein 
Durt  htnesöcr  des  <  irundkreises  ist  uud  die  aulierdem  die  Achse  als  Mittellinie 
haben.  VerschiMen  ist  in  ihnen  der  Winkel  4p»  den  diese  mit  der  Grundlinie 
bildet    Ist  CDS  ein  beliebiger  Achsenschnitt»  so  ist  dessen  Inhalt 

F  =  rtrsin<y> 

und  die  ihn  begrenzenden  Seitenlinien  des  Mantels 
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Für  9?  a  erhält  man  den  Hauptachsenschnitt,  der  den  kleinsten 
Inhalt 

I^i  =  ar&iüa  =  Ar  , 
für  ^  SS  90**  den  auf  ihm  normalen  Achsenschnitt»  der  den  größten  Inhalt 

hat.  lind  der  «  in  ^Icichsclinikliges  Dreieck  ist.  Der  Hauptachsi-ii^'chnitt  ist  be- 
grenzt von  der  kleinsten  und  größten  Seitenlinie  des  Mantels,  deren  langen 


=  Ya-  -fr*  —  2  tfrcoso  ,    x.  -  ]     +  r*  -f  2  coso 

sind:  während  der  zum  Hauptaciisenschnitt  normale  Achsetischnitt  die  gleichen 
Scitcnliuien 

s.,  =        4-  /•« 

enthält.    Der  Hauptrulisi  nsrhnitt  ist  Svmmetrieebene  des  Kegel«'. 

Ein  Kegelstumpi  ist  bestimmt  durch  den  Radius  der  Grundtläche,  die 
Ptojeiction  der  Achse  auf  die  Ebene  der  Grundfläche,  die  H5be  und  das  Ver- 
hältnis des  Radius  der  Endfläche  zu  dem  der  Grundfläche.  Durch  Erweiterung 
des  Mantels  läßt  sich  der  Stumpf  zu  einem  Kegel  ergänzen:  der  angefügte 
Kegel  ist  der  Ergä  ii  /  n  ii  ske gel.  Sind  die  Radien  der  Endflächen  r,  > /„  und 
die  Höhe  so  sind,  weil  die  Spitze  des  Ergunzungskegels  //  im  Verhältnis  der 
Radien  außen  teilt,  die  Höhe  des  ergänzten  und  des  Ergänzungskegels 

Legt  man  einen  zu  den  Endflächen  parallelen  Kreisschnitt  vom  Radius 

der  die  Höhe  des  Stumpfes  in  die  Abschnitte  und  .t-;,  teilt,  so  findet  man 
durch  ähnliche  Rechnung  wie  in  g  Iii  Nr.  3  beim  P>Tamidenstumpf: 

=   ,  =  A  —  ,    


und  wenn  x^ix^  ^  1  i  X  ist: 

Der  Radius  des  Miitelschnitts  des  Stumi)f«'s  ergibt  sich  im  besoodem 

Q  =  iCi  +  ''s)  • 

4.   Schneidet   man   einen   Kegel  durch  «'ine  zum  naui>trirhsrnsrhniti  ABS 
(Fig.  290)  normale  Ebene,  die  auf  ihm  die  Spur  CD  hervorbringt,  so  dali 

Z  Cj4S  +  Z  CDB  =  180» ,   also    Z  SAB  =  Z  SDC  und  Z  SBA  =  Z  SCD 

ist  und  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  r  der  Schuitiügur  eine  Ebeiie  parallel 
zur  Grundfläche,  die  den  Kegel  in  einem  Kreise  vom  Durchmesser  AB^  schneidet, 
so  ist  die  Schnittlinie  FE  beider  Ebenen  normal  auf  dem  Hauptachsenschnitt. 
Nun  ist 

J'£'  =  A'£  .  B'E  . 

86* 
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£s  ist  aber  A  Cj4'£     A  £'£>£  und  daher 


§  18 


also 


=       .  DE  , 


woraus  foltjt,  driO  die  Schnittfi^tir  ein  Kr*'is  mit  dem  Durchmesser  CD  ist.  Aiilior 
den  zum  Grundkreis  parallelen  Schnitten  hat  also  der  Kegel  wie  der  Cylinder 
(§  17  Nr.  4)  noch  eine  zweite  Art  von  parallelen  Kreisschnitten,  die  Wechsel- 
schnitte«  Die  Mittelpniikte  dieser  Kreise  liegen  auf  einer  «weiten  Achse  SAT 
des  Kegels,  die  im  AABS  die  Gegentransversale  zn  SJViatj  weil  Z.ASM^  ^BSN 
sein  muß. 


Fig.9MI. 


5,  Einf.uhrre  Körperformen  erhält  man  in  dem  besondern  Falle,  daü  die 
Achse  des  Kegels  normal  zur  (Grundfläche  ist;  d<'n  geraden  Kegel,  tind  dali 
die  Achse  des  Kcgelslumpls  normal  zu  den  Kudtlächeu  ist:  den  geraden  Kegel- 
Btumpf.  Dann  sind  die  Achsenschnitte  sämtlich  kongruente  gleichschenkli{;e 
Dreiecke  oder  gleichschenklige  Trapeze.  Der  radr  Kegel  ist  daher  Rotatinns- 
kegel,  denn  t  r  kntiti  erzeugt  w<"r(lrn  durch  Rotation  eines  rechtwinkligen  T^r«'i- 
ecks  nm  eine  Kathete,  Diese  wird  die  Achse  des  Rotationskegels,  die  andre 
Kathete  beschreibt  die  Grundfläche,  die  Hypotenuse  den  Mantel  des  Kegels, 
Ist  also  die  Hypotenuse  die  zugleich  Seitenlinie  des  Mantels  ist,  so  gilt  die 
Beziehung 

+     =  ^8  ; 

auch  läßt  sich  aus  zwei  der  drei  Größen  r,  //,  $  eine  Funktion  des  Winkels  bc- 
stimnien,  d*'ti  dir  Si'ilenlinie  mit  drr  Cirundfläche  bildeL  r)iiii  h  (!i  n  A<  tis-  ii- 
schnitt  ist  der  Kegel  selbst  vollii;  bestimmt.  Kbenso  lälit  sich  ein  gerader  Kegel- 
stumpf  durch  Rotation  eines  rechtwinkligen  Trape/.es  um  die  auf  den  parallelen 
Seiten  senkrechte  Seite  erzeugen*  Zwischen  den  Radien  >  der  Endflächen, 
der  Höhe  h  und  der  Seitenlinie  s  des  Stumpfes  gilt  dann  die  Beziehung 

Ö,  in  einen  Kegel  lassen  sich  i'yramnien  einschreiben,  su  daU  <iie  Spitze 
einer  solchen  Pyramide  mit  der  Spitze  des  Kei^els  zusammenfällt  und  die  Grund«- 

fläche  der  Pyramide  der  Grundfläche  des  Kei;-  U  r  riyeschrieben  ist.  Die  Kanten 
i'iner  solchen  P\i:iiiiidr  sind  Si  iicidini'n  il>'s  Kegels,  die  Seitenflächen  der  I'\r.imide 
Schnittflächen  des  Kegels.  Die  Pyramide  ist  schi<*l  odt-r  gerade,  je  nachdem 
der  Kegel  schief  oder  gerade  ist. 
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Um  einen  Kej>el  lassen  sich  Pyramiden  beschn  ihm.  so  daÜ  die  Spitze  einer 
solchea  Pyramide  mit  der  Spitze  des  Kegels  zusammenfallt  imd  die  Grundfläche 
der  Pyramide  der  Gmodflfiche  des  Kegels  umschrieben  ist.  Die  Seitenflächen 
der  Pyramide  sind  Tangentialebenen  des  Kegels. 

Jt'diT  Kciicl  kann  als  die  Grenze  betrachtet  urrdini,  tjcr  sich  rine  ein- 
geschriebene oder  umschriebene  Pyramide  bei  unendlicher  Zunahme  der  Seiteu- 
zahl ohne  Ende  nähert 

Den  einireschriebenen  und  umschriebenen  Pyramiden  eines  Kegels  ent- 
sprechen in  ^nnz  gU>i(  Ix  t  Weise  eini^eschriebene  und  umschriebene  Pyramiden- 
.Htumpie  eines  Kegelstumpfs. 


§  19.    Die  Kn^el 


1.  In  1  ist  die  Kuyel fläche  bereits  definiert  worden  als  die  Fläche, 
deren  Punkte  gleich  weit  von  einem  festen  Punkte,  dem  Mittelpunkt^  entfernt 
sind«  Diese  £ntfemun$r  ist  der  Radios  der  Kugel.  Da  man  von  dem  Mittel* 
punkt  nach  allen  Kirhttiny:en  Radien  ziehen  kann,  so  kann  man  auch  einen 
solchen  ziehen,  der  die  Vrrlänjjenint;  eines  Radius  über  di-ii  Mittelpunkt  hiriau^i 
ist  und  der  ebenfalls  einen  Punkt  der  Hache  treffen  muü.  Zwei  solche  Radien 
zusammen  bilden  einen  Durchmesser  und  seine  Endpunkte  sind  Diametral- 
punkte der  Kugelfläche.  Jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Verbindungslinie 
zweier  "unkte  der  Fläche  mi:ß  also  durch  don  Mittelpunkt  halbiert  werden.  Daraus 
eriiibt  sich  die  Ki}»enschatt,  driB  die  Kui;cltlache  eine  geschlossene  Fläche  sein, 
aho  schon  selbst  eiiieu  Kaum  vollständig  begrenzcu  muU.  Der  vou  einer 
Kugelfläche  begrenzte  Körper  ist  die  Kugel.  Wenn  kein  Mifivenitändnis  zu  be- 
fürchten ist,  vfrwcndet  man  häufig  den  Namen  Kuj,'el  auch  für  die  Kii^elfläche. 
Die  Ku<;el  i>t  (lun  h  ihren  Mittelpunkt  und  den  Radius  vrilist  uidii;  hrstimmt. 

2.  Jede  l-.bene,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht,  schneitiet  diese 
in  einem  gröütcn  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Kugelmitielpunkt,  dessen 
Radius  der  Kugelradius  ist.  Alle  größten  Kreise  der  Kugel  sind  kongruent 
Zieht  man  in  einem  größten  Kr-  ise  einen  Durchmesser,  so  kaim  man  durch 
diesen  unendlich  viele  gröüfe  Kreise  le>:eTi  tin<l  da  alle  kongruent  sind,  so  folgt, 
dufi  die  Kugel  durch  Rotation  eines  Halbkreises  um  den  begrenzenden 
Durchmesser  erzeugt  werden  kann.  Der  Durchmesser  ist  dann  die  Achse  der 
Kugel,  seine  Diametralpunkte  die  Pole  und  die  Achsen- 
schnitte, die  gruUlen  Kreise,  die  alle  möglichen  Lagen 
des  rolierendi'u  Halbkreises  in  sich  fassen,  die  Meridiane 
der  Kugel.  Diese,  wie  auch  noch  weitere  Benennungen 
bei  der  Kugel  sind  aus  der  Geographie  herubergenoramen, 
wo  sie  sich  auf  die  Krdkugel  beziehen,  die  einr  [.hysi- 
kalisciie  .\r!iN.>  hat,  tini  die  «je  rnriert.  In  (h  t  Stereo- 
metrit;  kann  dagegen  jeder  Durchmesser  als  Achse  der 
Kugel  festgelegt  werden.  Die  Kugel  ist  durch  einen 
Achsenschnitt,  von  dem  nur  der  rotierende  Halbkreis  ge- 
zeichnet zu  werden  braucht,  vollständig  bestimmt. 

Ii.  Ks  sei  in  Fig.  2!>7  AB  die  KitL;'  la«  lisr,  also 
der  über  A/S  um  den  Mittelpunkt  A/  mit  dem  Kadnis 
MA  =  J/B  =  r  beschriebene  Halbkreis  der  halbe  Achsen- 
schnitt einer  Kugel.  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  P  des  rnti''n'tideu  Halbkreises  di«*  Sr  nkn  i  htr 
PQ  n ,  die  Ordinate  des  Punktes  P  auf  die  .\riise,  so  wirti  tiiese  in  die 
beiden  Absehnilte,  Abscisseii,  AQ  —h  und  ßQ  -  1  r  — //  geteilu  Bei  der 
Rotation  der  Figtir  um  die  Achse  AB  beschreibt  FQ  einen  KreiSi  dessen  Ebene 
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normal  zur  Achs»'  und  dess<'n  Mittelpunkt  Qy  dessen  Radius  ist.  Die  Kben<» 
dieses  Kreises  kann  man  ansehen  als  Schnittebene  einer  Kugel,  die  normal  aul 
einem  Durchmesser  ist;  da  man  aber  zu  jeder  solchen  Schnittebene  einen  nor- 
malen Durchmesser  der  Kugel  ziehen  kann,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

jeder  ehenp  Srhiiiit  durcii  eine  Kugel  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  aui  dem  zur  Schnittebene  normalen  Kugcldurchmessc r 
liegt  und  umgekehrt: 

Die  Senkrechte  vom  Kngelmittelponkt  aaf  einen  ebenen  Schnitt 
der  Kogel  schneidet  diesen  in  seinem  Mittelpunkt. 

Die  Ordinaten  aller  Punkte  des  rotierenden  Halhkrci^rs  hcsirlireiben  »mh 
Sj>-stem  von  Parallclkreisen  der  Kugel,  die  im  allgemeinen  kleiner  sind  als 
die  gröliten  Kreise.  Nur  der  durch  die  Ordinate  MC  im  Mittelpunkte,  die  gleich 
dem  Radius  ist,  beschriebene  Parallelkrcis  ist  ein  gröliter  Kugelkreis:  er  heilit 
der  Aetniatnr  dri  Kiii:tl.  jeder  i;röL>ti-  Kn-is  einer  Kug<"l  kann  als  Aequator 
betrachtet  werden;  der  aut  ihm  senkrechte  Kugeldurchmesser  ist  dann  die  .\chsi' 
der  Kugel  und  seine  Etidpunkte  sind  die  Pole  des  gröUien  Kreises.  Irgend 
einer  der  Parallelkreise  Ist  bestimmt  durch  die  Abscisse  4,  denn  es  ist  sein  Radius 

Q  =  ]h(>r  —  /,)  , 

oder  durch  die  Entfernung  MQ  =^  e  vom  Mittelpunkt  der  Kugel: 

o  -  )  V«  —  1-*  , 

oder  auch  durch  den  Winkel  J'MC  —  n^,  die  Breite  des  Punktes  d.  i.  den 
Neigungswinkel  des  Kngelradius  MP  zur  Ebene  des  Aequators: 

Q  ^  r  cosy  . 

In  dem  besondmi  Falle  /;  ^  O  ,  aKn  t  ^  r,  ly  TM)"  wird  od,  d.  h.  die 
Tangente /^7'  in  dem  Pole  A  an  den  rotierenden  Halbkreis  beschreibt  eine  Kbene, 
die  mit  der  Kugel  nur  den  Punkt  A  gemeinsam  hat.  Diese  Ebene  ist  eine 
Tangentialebene  der  Kugel  und  A  ihr  Berührungspunkt  tmd  man  hat 
den  Satz: 

Der  Durchmesser  der  Kugel,  der  durch  den  Berührungspunkt 
geht,  ist  normal  au(  der  Tangentialebene  und  umgekehrt: 

Die  Senkrechte  vom  Kugelmittelpunkt  auf  eine  Tangentialebene 
geht  durch  den  Berührungspunkt. 

Wiird*'  man  auf  AB  eine  Senkrechte  errichten,  die  weiter  als  AT  vom 
Kui:''liniilrl|)imkt  cntftTTit  ist .  so  wiirdr'  dir  Fhene,  die  sie  b<rschreibt,  keinen 
Punkt  mit  der  Kugel  gemein  haben,  so  daÜ  sich  der  Satz  ergibt: 

Eine  Ebene  schneidet,  berührt  oder  meidet  eine  Kugel,  je  nach- 
dem ihre  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  kleiner  als  der 
Radius,   gl«'iih   di-m   Radius'  od«*r  i'ioüt'r  als  difsi-r  ist. 

4.  Drei  i^inkte  einer  Kugeltläche  können  niemals  in  einer  (jeradeii  li<'gen; 
denn  durch  drei  Punkte  läßt  sich  eine  Ebene  legen  und  da  diese  die  Kugel- 
fläche in  einem  Kreise  schneidet,  auf  dem  die  drei  Punkte  gleichzeitig  liegen 
müßten,  so  ist  die  Unmöglichkeit  des  Gegenteila  der  vorstehenden  Behauptung 
klar.  Auf  einer  Kugelfliiche  lälit  sich  daher  keine  gerade  Linie  ziehen;  die  Kn;'f!- 
H;ich(;  ist  eine  krumme  Fläche,  die  sich  von  den  früher  behandelten  krummen 
(t  vlinder-  und  Kegel-)  Flächen  dadurch  wesentlich  unterscheidet,  daft  sich  durch 
keinen  ihrer  Punkte  eine  Gerade  in  der  Fläche  ziehen  läßt.  Sie  kann  daher 
auch  nicht,  wie  diese,  durch  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt  werd«»n. 

Durch  drei  auf  eiiuT  Kugelfläche  gegebene  Punkte  ist  ein  Kr«MS  auf  der 
Kugel  bestimmt,  denn  durch  drei  Punkte  ist  eine  Schniiiebene  der  Kugel  be- 
stimmt*   Dieser  Kreis  ist  im  allgemeinen  kleiner  als  ein  größter  Kreis,  denn  ein 
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j;röÜter  Kret-^  ist  scinjii  (iiiicii  /wri  Puukir  der  Ku^flliacUi.'  und  dfii  Miftpl|)iiiikl 
bestimmt,  oder  durch  zwei  aid  einer  Kugelfläche  gegebene  l'uiikie  labt  sicii  eia 
größter  Kreis  legen,  nnd  zwar  nur  einer,  falls  nicht  jene  beiden  Punkte  Diametral* 
punkte  sind.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  auf  einer  Kugelfläche  lassen  sich 
unendlich  viele  Lirndlr-  Krcisi'  Iee»^n,  deren  Kbrnen  einander  siimtlich  in  di'm 
durch  diesen  Punkt  gehentit-n  Durchmesser  schneiden  müssen.  Überhaupt  müssen 
2wei  groUte  Kreise  einer  Kugel  eiuaudec  immer  in  Diametralpuukteu  schneiden, 
und  es  halbieren  also  sowohl  ihre  Umfänge  als  ihre  Flächen  einander. 

5.  Kin  von  Bogen  gröÜter  Krt'isc  einer  Kugel  begrenzter  Teil  ihrer  Ober- 
fläche heiUt  eine  sphärische  Figur;  die  Krrisboffen  sind  ihre  Seiten  und  die 
Schnittpunkte  der  Kreisbogen  die  Eckpunkte.  Die  Betrachtung  solcher  sphärischen 
Figuren,  die  analog  der  Behandlung  ebener  Vielecke  vorgenommen  werden  kann, 
heißt  Sphärik.  Berechnungen  an  diesen  Fignren  können  mit  Hilfe  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  gemacht  werden,  deren  Grundformeln  in  §  12  entwickelt 
worden  sind. 

Die  ciofachste  spliarihiiie  iigur  ist  das  sphärische  Zweieck,  d.  h.  ein 
von  Hälften  zweier  größten  Kreise  begrenzter  Teil  der  Kngelfläche.  Die  Ebenen 

dieser  Kn-isr  bilden  an  dem  Durchmesser,  der  ihre  Scliiüttlinii-  ist,  einen  Neigungs- 
winkel, wf'Ichcr  di-r  CcnTriw  inkcl  oder  schlechthin  (h-r  Win  kel  des  ZwfMecks 
heiUt.  Zietir  man  chirch  einen  der  Eckpunkte  des  Zweiecks  an  jeden  der  Halb- 
kreise die  'langciite,  so  ist  der  Winkel  dieser  Tan- 
genten der  Winkel  des  Zweiecks,  denn  seine  Schenkel 
stehen  auf  dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  senk- 
recht. Di  r  Winkel  eines  sphärischen  Zweiecks  kann 
jeden  Wert  zwischen  0"  und  3ü0"^  haben. 

Konstruiert  man  zn  jedem  von  zwei  größten  Krei- 
sen PDQ,  PCQ  (Fig.  29H)  die  Pole  Ä  und  Ji,  IT, 
so  läUt  sich  durch  diese  ein  dritter  grötiter  Kreis 
letjen,  dessen  Ebene  senkrecht  zu  den  Ebenen  der 
beiden  ersten  Kreise  steht  und  diese  in  den  Schenkeln 
des  Winkels  des  Zweiecks  schneidet.  Es  kann  daher 
der  Bogen  CD  dieses  Kreises,  der  zwischen  den  zwei 
Seiten  iri^md  fims  der  durch  die  ersten  Kreise  ge- 
bildeten sphärischen  Zweieckä  liegt,  zur  Messung  des  Winkels  dieses  Zweiecks 
dienen. 

Solange  nor  von  einem  einzigen  größten  Kreise  die  Rede  ist,  kann  zwischen 
seinen  beiden  Polen  im  allgemeinen  kein  Unterschied  gemacht  werden;  sobald 
aber  ein  zweiter  größter  Kreis  flnzu  tritt,  und  ein  bestimmtes  sphärisches  Zweierk 
FDCQ,  in^  Auge  gefaßt  wird,  kann  mau  die  beiden  Pole  eines  jeden  der  Kreise 
dadurch  imterscheiden,  daß  immer  einer  mit  jenem  Zweieck  auf  derselben  durch 
diesen  Kreis  gebildeten,  der  andre  auf  der  entgegengesetzten  Halbkugel  liegt, 
jener  mö^;*'  dem  Zweieck  oder  dern  zneehrMiiien  Flarhf^nwinkel  zugewandt, 
dieser  ihm  abgewaudt  heißen.  Es  ^ik  dann  der  Satz:  ])er  Bogen  des  größten 
Kreises  zwischen  einem  zugewandten  und  einem  abgewandten  Pol  ist  dem  W'iukel 
des  Zweiecks  gleich,  der  Bogen  zwischen  den  beiden  zugewandten  oder  zwischen 
den  beiden  abgewandten  Polen  ergänzt  diesen  Winkel  zu  180*^.  Sind  nämlich 
luirl  }f  die  di  in  Zweieck  FDCQ  zugewandten,  also  A  und  B  die  ihm  ab- 
gewandten  Pule,  so  ist 


also 


und 


Bogen  AC-^-CD^  Bogen  BA-^  AC^  OD»  , 

Bogen  CD  —  Bogen  BA  , 
Bogen  AD  ff  =  180» — =  1 80»  —  CD  , 
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Stereometrie. 


6.  Killt-  von  drei  Bo^i  u  größter  Kreise  einer  Kugel  begrenzte  bphäri^he 
Figur  ist  ein  sphärisches  Dreieck.  Dasselbe  hat  also  drei  Seiten t  drei  Eck- 
punkte und  drei  Winkel.  Ergänzt  man  jede  Seite  «Miies  sphärischt'n  Dreiecks 
zum  vollständiiion   Kreise,   «'o  wird  die  Kiiiii-lHäcIif    in   arht  sphärische 

Dreiecke  guteilt,  die  so  beschaffen  sind,  dali  jede  Seite  kleiner  als  ein  Halbkreis 
und  jeder  Winkel  kleiner  als  ein  gestreckter  ist.  Jedes  sphärische  Dreieck 
andrer  Art  kann  also  durch  Erweiterung;  einer  oder  mehrerer  seiner  Seiten  in 
solche  Dreiecke  zerlejjt  werden,  in  denen  diese  Bedinj;unnen  erfüllt  sind,  und 
e'^  dürfen  daher  im  folgenden  aiisschlielllich  Dreiecke  dieser  Art  vnraiise»*«f!j:t 
werden.  In  diesem  Falle  ist  jedem  sphärischen  Dreieck  eine  hohle  Kcke  am 
Mittelpunkte  der  Kugel  zugeordnet  (vgl.  §  8  Nr.  1),  deren  Ebenen  die  Ebenen 
der  Seiten  des  Dreieck  Sind  und  deren  ebene  Winkel  als  Centriwinkel  dnrch 
die  7iii:fhnri';rf  Ti  Sriten  gemessen  werden,  während  die  Winkel  drs  Drciiiks  die 
Neij^ungswinkel  der  Kbeueu  der  Ilcke  sind.  Man  kann  daher  die  über  die  Kcken 
aufgestellten  Sätze  ohne  weiteres  auf  die  sphärischen  Dreiecke  übertragen,  und 
es  gelten  also  die  folgenden  Sätze: 

Gleichen  Seite-n  eines  sphärischen  Dreiecks  liefen  fjleiche  Winkel  j;ei;en- 
fiber,  oriff  die  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  ;il»'i<'hschenklieen  sphärisrh«'ii 
Dreiecks  sind  einander  gleich.  In  jedem  gleichseitigen  sphärischen  Dreieck 
sind  alle  drei  Winkel  gleich  groß. 

Umgekehrt  Hegen  gleichen  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  gleiche 
.Seiten  gegenüber;  sind  alle  drei  Winkel  gleich  groß,  so  ist  das  Dreieck  gleich- 
seitig. 

Dagegen  liegt  der  gröürrn  \on  zwei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ein 
gr&ßerer  Winkel  und  umgekehrt  dem  gruOem  von  zwei  Winkeln  die  gröflere 
Seite  gegenüber.   Der  grüüten  von  allen  drei  Seiten  liegt  also  der  gröflte  Winkel 

und  deni  '^roClru  Wiiikrl  dir  L;rni;!r  Si-itc  t:et:«'nüber. 

Die  Summe  zweier  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  gmiier,  die  Diffe- 
renz zweier  Seiten  kleiner  als  die  dritte  Seite.  —  Die  Summe  aller  drei  Seiten 
ist  kleiner  als  vier  Rechte. 

Zu  jedem  sphärischen  Dn  irrk  .jrliört  rin  zweites  auf  derselln  n  Kugellläclie, 
dcsvcTi  Kckpunktr  Pole  der  Sriit  ii  (i«>s  ersten  sind  und  dessen  Seiten  die  »»nt- 
spreciieiiden  Winkel  des  Urdreiecks  zu  ISO"  ergänzen,  iiieses  Dreieck  ist  das 
Polardreieck  des  Urdreiecks.  Die  ihm  und  dem  Urdreieck  zugeordneten 
Kcken  am  Mittelpunkte  sind  Polarecken.  Hieraus  erklärt  sich  übrigens  auch 
der  schon  in  j;  !{S  Nr.  H  gehrauchte  Name  Polarecke,  jedes  sph  iri-rln-  I)n  ii  i  k 
ist  selbst  Polardreieck  zu  seinem  Polardreieck,  und  seine"  Seiten  betragen  mit 
den  entsprechenden  Winkeln  des  Polardreiecks  zusammen  ISO". 

Die  Summe  der  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  größer  als  zirci  und 
kleiner  als  sechs  Rechte. 

\'nn  den  sieben  sphärischen  Dretcrki  ii.  lijc  zu  einem  ge-jehonen  durch  l".r- 
weiterung  seiner  Seiten  zu  vollständigen  Kreisen  enlÄteheu,  liegen  drei  so,  dali 
sie  mit  dem  gegebenen  je  eine  Seite  gemeinsam  haben:  drei  andre  besitzen 
je  einen  Winkel,  der  Scheitelwinkel  zu  einem  solchen  des  ersten  Dreiecks  ist; 
diese  sechs  Dreiei  ke  sind  Xe  be  n d  reiecke  des  Trdreiecks.  Das  siebenti-  liegt 
so.  daß  jeder  seiner  Krkpunkte  mi?  »'irnMii  Kckpunkt  d-  l'rdreiecks  auf  dem- 
selben Durchmessr'r  liegt:  es  stimnu  mit  diesem  in  je  zwei  Seilen  und  in  je 
zwei  Winkeln  überein,  denn  diese  sind  paarweise  Scheitelwinkel.  Die  ent- 
sprechenden Stücke  (r)lgen  jedoch  in  umgekehrter  Ordnung  aufeinandfr,  und  di«- 
beidi'ii  Drri«  rke  sind  daher  nicht  kongruent,  sondern  symmetrisch.  Sic  sind 
(-iegcudreiecke. 

Sphärische  Dreiecke,  die  aul  derselben  Kugel  oder  aui  kungrueuien  Kug<dn 
liegen,  sind  kongruent  oder  symmetrisch,  wenn  sie  übereinstimmen:  1)  in  den 
drei  Seiten;  2)  in  den  drei  Winkeln;  3)  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlosssenen 
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Winkel;  4)  in  «;in(*r  Seite  und  den  beiden  anliependen  Winkeln;  ö)  in  zwei  Seiten 
und  dem  einer  Seiu^  gegenüberliegenden  Winkel,  falls  die  andern  Winkel  nicht 
siisammen  twei  Rechte  betragen;  (i)  in  einer  Seite,  einem  an-  and  dem  gegen- 
überliegenden Winkelt  falls  die  andern  Seiten  nidit  znaamnien  einem  grofiten 
Halbkreis  jjleich  sind. 

I.  W  ir  fäfioii  dit  srii  Sat/cn  zur  \  <'rvoUständij;un^  noch  die  nac  hstehenden 
zu,  die  sich  dann  auch  vom  sphärischen  Dreieck  aui  die  Ecke  übertragen  iasüen, 
um  neben  dem  bisher  befolgten  Gang  auch  den  umgekehrten  als  möglich  ana- 
zufuhren* 

Ein  gleichscht  iikli;:«  s  sphärisches  Dreieck  wird  durch  den  größten  Kreis, 
der  den  Winkel  an  der  Spitze  halbiert,  in  zwei  symmetrische  Dreiecke  geteilt, 
denn  die  beiden  entstehenden  Dreiecke  ACD,  ßCD 
(Fig.  299)  stimmen  bei  umgekehrter  Ordnung  der  ent- 
sprechenden  Stücke  in  zwei  Seiten  und  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  überein.  Daher  halbiert  der 
Winkelhalbierende  Bogen  auch  die  Grundlinie  des  Drei- 
ecks und  steht  senkrecht  auf  ihr.  —  Umgekehrt  muß, 
wie  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Symmetrie  der  entstehenden 
Dreiecke  leicht  bewiesen  werden  kann,  der  von  der 
Spitze  C  eines  gleichschenkligen  sphärischen  Dreiecks 
senkrecht  zur  Grundlinie  AB  gezogene  grölite  Kreis- 
bogen die  Grundlinie  und  den  Winkel  an  der  Spitze 
halbieren,  ferner  der  größte  Kreisbojjen,  der  die  Spitze 
mit  dem  Halbienmg«pntikt  der  Grundlinie  v-  rbimli  t, 
zur  Grundlinie  senkrecht  stehen  und  den  Winkel  an  der  Spitze  halbieren  und 
endlich  läüt  sich  indirekt  beweisen,  daß  der  auf  der  Grundlinie  in  ihrem 
Halbierungspunkte  senkrechte  größte  Kreis  durch  die  Spitse  geht  und  den  Winkel 
an  der  Spitze  halbiert. 

Die  Spitzen  aller  gleichschenkligen  sphäri^ichen  Dreiecke  über  derselben 
Grundlinie  liegen  hiernacii  auf  dem  die  Grundlinie  normal  halbierenden  gröliteu 
Kreise.  Umgekehrt  ist  jeder  Punkt  dieses  Kreises  von  den  beiden  Endptmkten 
At  B  der  gegebenen  Grundlinie  i^leich  weit  entfernt,  wenn  man  unter  der  £nt- 
ferniini;  zweier  Punkte  einer  Knqelfläche  den  zwischen  diesen  Punkten  li<'venden 
Honen  des  durch  sie  -iehenden  größten  Kreises  versteht,  oder  jener  grölite  Kreis 
ist  der  geometrische  Ort  der  von  den  gegebenen  l'unkien  />  gleich  weit  ent- 
fernten Punkte  der  Kugeliläche.  Durch  wieder- 
holt«' Anwendunsi  dieses  Satzes  folnt,  ähnlich  C 
wie  Im  !  dem  ebenen  Dreieck,  daü  die  die 
drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  normal 
halbierenden  größten  Kreise  einander  in 
einem  Punkte  schneiden,  der  von  den  drei 
Eckpunkten  dcs  Dreiecks  gleich  weit  ent- 
fernt ist. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  ABC  (I'  ig.liOD) 
sei  dieser  Punkt  M.  Durch  die  drei  Eck- 
punkte läßt  sich  eine  F.bene  leyen,  die  die 
Kut,'el  in  einem  Kreise  schneidet,  welcher 
der  Umkreis  des  sphärischen  Dreiecks  (.;e-  -<4 
iiaiint  werden  kann,    l'^s  ist  dann  M  als  der  Fig.  900. 

sphärische  Mittelpunkt  und  jeder  der 

Boijen  JfA  ~  MB  =  MC=r  als  der  sphärische-  Radius  dieses  Umkreises  zu 
bezeicluien.  In  der  zugeordneten  Krke  f^^. //)Y'  würde  fA)/  die  aus  dem  Sel»r:fe| 
der  Ecke  gezogene  Gerade  sein,  die  mit  den  Kauten  der  Ecke  gleiche  W  inkel 
bildet,  diese  abo  in  drei  gleichschenklige  Ecken  zerlegt 
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Da  die  drei  sphärischen  Drcit-ckt-  ADM^  BCM,  CAJ/  j;h»ichscheiikhg  sind, 
»0  mfissen  ihre  Basiswinkel  üfletch  sein.  Setzt  man  die  schematische  Bezeichnmig 

der  Seiten  und  Winkel  eines  sphäri>i  lim  Dreiecks  (ij  S  Nr.  1)  voraus,  und  sind 
die  an  dm  Seiten  ,r,  l>,  c  Vn-^cmh  u  l^i.sisA'iDkel  der  gietchächenkligen  sphärischen 
Dreiecke  entsprechend  ^,  tj,  ^  so  ist 


Aus  der  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt»  venn  a-i-ß-^-y^^Ia  ge> 

Hvvtl  wird: 

i       tj  +  C  -      '     $  =  a  —  ff  ,     }j  —  n  ~  ß  ,     L       n        y  . 

Ist  nun  J/Q  der  den  Winkel  AMß  normal  halbierende  Üo^en,  so  ist  iu  dem 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  AC^M  nach  §12  Nr.  1,  ü): 

tan  1  c 

tan/" 
oder 

cotr  =^  cos(o  —  y)  CQi\£  . 
Nach  §  12  Nr.  3,  11)  ist  aber 

P 

COt|<f 

folglich    

co8(o  —  a)  co8(<j  —  ß)  cos(ö  —  y) 


cos^o  —  y) 


cot/" 


—  cosa  —  coso 

8.  Der  gröfite  Kreis,  der  den  von  zwei  andern  größten  Kreisen  gebildeten 

Winkel  halbiert,  ist  der  geometrische  Ort  der  von  den  andern  Kreisen  fjleich 
weit  entfernten  Punkte  dr-r  Kugeltläche;  denn  die  von  einem  Punkte  des  hal- 
bierenden Kreises  senkrecht  zu  den  audern  Kreisen  gezogenen  Bogen  müssen 
infolge  der  Symmetrie  der  entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  gleich  sein  nnd 
umgekehrt,  sind  diese  Bogen  gleich,  so  muß  durch  den  enLsjirechenden  Kreis 
der  betreffende  Winkel  halbiert  werden.       llii  rnus  ergibt  -ich  wi  it<  r.  d  iC  die 

drei  grötSten  Kreise,  welciie  tlie  drei  Winkel 
eines  sphärischen  Dreiecks  halbieren,  ein- 
ander in  einem  Punkte  schneiden»  der  von 
den  drei  S<'iten  des  Dreiecks  gleich  weit 
etitfernt  ist.  Durch  Halbierung  fler  Aulien- 
wmkel  des  Dreiecks  erhält  man  noch  drei 
entsprechende  Pnnkte. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  ABC 
(Fig.  itrd)  s<'i  .V  der  erst«*  die.ser  Punkte; 
dann  liegen  die  Fiiüptinkte  A^ ,  Z^, ,  C,  der 
von  N  senkrecht  zu  den  Seiten  gezogenen 
Bogen  in  einer  Ebene,  die  die  Kugel  in 
dem  Inkreis  des  sphärisclien  Dreiecks 
•schneidet.  Ks  ist  daher  th-r  .s]) h  i r i sehe 
Mittelpunkt,  und  je(h'r  der  Bogen  \A^  —  X/i^ \C\  -  o  der  sphärische 
Radius  dieses  Inkreises.  In  der  zugeordneten  Kcke  OABC  ist  OX  die  durch 
den  Scheitel  gehende  Gerade,  die  mit  den  drei  Ebenen  der  Ecke  gleiche 
Neigungswinkel  bildet.  Ks  seien  nun  die  Abschnitte  der  Seiten  AB^  «  ACy  = 
BA^  =  BC\=y,  CA^^  CB^^z,  so  ist 

x-^y-'tf    x-^z-—b,  y-\-9^a  . 

Addiert  man  diese  drei  Gleichungen  und  setzt  a  4-  ^  +  ^  ~-       ^  erhält  man 

x-\'y-\-S'--^St    X  ^  s  —  <f,  y  ~*  —  ^  *    s  ■--  s  —  c  . 
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Für  das  reciuwinklige  Dreieck  AC\A'  erhält  man  durch  Anwendung  der  For- 
meln 4)  und  *i)  in  ^12  Nr.  I 

,  ,  sino  .  tan.v 

SJU^-iiV  ■  laiiW.V 

deren  Division 

sino  co»x 

lau  i  a  =  777-.  

lieleru    Nun  ist  aber  nach  §  Ii  Nr.  1,  2): 

cosAiV  —  cosg  cos^r  , 


alüo  ist 


tan  I  a  =  -r-^  1    lAtiQ  =  8in(/  —  <i)  tan^a 


nnx 

Nach  g  12  Nr.  2,  ü)  iül  «nber 

tan^a=»^-j—  ; 

es  findet  sich  daher 


sin(,r  —  a)  8in(<f  —  d)  ainU  —  £)  S 

lanr       -      .  ^ 


8in^  Bin^ 


Bezeichnet  man  die  Stücke  des  Polardreiecks  mit  denselben  Buchstaben 
unter  Itinzuffigung  von  Strichen»  so  ist 

S' 

Uno'  =^  ; 
*  Bin* 

nun  ist  aber  .9'=      sin^' =  — coso,  folglich  ist 

tano's.  --^  cotr  , 

  COSÖ 

d.  h.  cl«'r  sphärisrhe  Radius  des  UmkriMsc-^  eines  sphärischen  Dreiecks  und  der 
sphärische  Radius  des-  Inkreises  des  Polardn  ici  ks  sind  KoTnplenn'nte. 

Auch  die  HalbierungüUnien  je  zweier  Aulicuwinkel  eines  spharisciien  J>rei- 
ecks  schneiden  sich  mit  der  Halbierungslinie  des  dritten  Innenwinkels  in  je 
eininn  Funkte.  Diese  drei  Punkte  sind  die  Mittelpunkte  der  drei  sphärischen 
Ankrei  NC. 

9.  Noch  andre  Sätze  über  das  spiiarische  Dreieck,  die  solchen  vom  ebenen 
Dreieck  analog  sind  und  in  entsprechender  Weise  bewiesen  werden  können, 
lassen  sich  in  großer  Anxahl  aufstellen.  Besondere  Erwähnung  verdienen  noch 
die  folgenden: 

Stimm''n  nvei  sphärisrlir  Dreit'cke  einer  Kii^el  in  zwei  Seiten,  aber  nicht 
in  den  eingeschlossenen  Wiukclu  überein,  so  liegt  dem  gröOern  Winkel  die 
gröltere  Seite  gegenüber.  —  Stimmen  swei  sphärische  Dreiecke  einer  Kogel  in 
zwei  Seiten  aber  nicht  in  den  dritten  Seiten  überein,  so  liegt  der  gröilem  Seite 

der  ^röliere  Winkel  yej^enüber. 

Dali  in  vielen  ]-Iit;ensclialten  sphärisrh<^r  Dreiecke  ein»*  Annlo<:i<*  mit  Kitjen- 
(»challen  ebener  Dreiecke  nicht  besieht,  kann  als  l'olge  davon  betrachtet  werden, 
daß  die  Summe  der  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  nicht,  wie  bei  dem 

ebenen,  einen  konstanten  Wert  hat.  Daher  ist  züii"i(  ll^t  rinr  l'iiitfihin«;  •  der 
sphärischen  Dn  in  ke  nach  den  Winkeln  in  (irr  W  eise  wie  bei  ebenen  Drei- 
ecken nicht  möglich:  es  kann  ein  sphärisciies  Dreu'ck  zwei  oder  drei  rechte 
Winkel,  oder  gleichzeitig  einen  r«'chten  und  einen  stumpfen  Winkel  haben  u.  dgl.  m. 
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Doch  ucnnt  man  solche  sphärische  Drcifckr  rechtwinklig,  die  einen  rechten 
Winkel  haben  und  stellt  ihnen  die  schiefwinkli^n  als  solche  ge^enäber,  in  denen 
kein  Winkel  ein  rechter  ist.    In  jedem  Dreieck,  das  drei   rechte  Winkel  hat, 

sind  allr  ScitiTi  Quadranten  und  umgekehrt,  in  i<'(lrm  Drrii-rk.  dr'ssi-Ti  dn^i 
Seilen  Quadranten  sind,  müssen  auch  alle  drei  \Sink«*l  rt-chte  srin.  l-erntT 
müssen  in  jedem  Dreieck,  das  zwei  rechte  Winkel  hat,  die  diesem  gegenüber- 
liegenden Seiten  Quadranten  sein,  und  die  dritte  Seite  gibt  dann  das  BogeU" 
maß  des  dritten  Winkels.    Auch  dieser  Satz  IfiLW  sich  umkehren. 

Tm  ein  rechtwinkliges  spharif?rhes  Dreiet  k  AIH^  1 1  ii:.  /.n  koiislrni»Ten,  für 

das  ein  Winkel  A  durch  zwei  einander  schneidende  grolite  Kreise  gegeben  ist,  hat 

man  durch  die  Achse  PP*  eines  dieser  Kreise  irgend 
einen  dritten  größten  Kreis  PCB  zu  legen.  sei 
ferner  PDF.  der  zu  den  beiden  ersten  senkrechte 
größte  Kreis,  also  DK  das  Bogenmaß  des  Winkels 
DAEt  sü  ist  für  einen  spitzen  Winkel  A  dieser 
Bogen  kleiner  als  90*^.  Jeder  andre  auf  A£  senk- 
rechte Bogen  Cli  aber  ist  kleiner  als  DEt  denn 
PMD  ist  der  Neigungswinkel  von  /*!/  '^-fgcn  die 
Ebene  DCM,  und  also  kleiner  als  der  Winki'l  PMC 
Mithin  ist  der  Bogen  CB  um  so  mehr  kleiner  als  0(»'*. 
Ist  dagegen  der  Winkel  A  ein  stumpfer,  so  ergibt 
eine  fntspr«'ciiende  Untersuchung,  daß  der  Bogen 
der  ihn  mißt,  gröliiT  als  Od"  und  kleiner  als  jedi-r 
andre  in  Frage  kommende  Bogen,  die  dem  Winkel  A 
gegenüberliegende  Kathete  also  jedenfalls  größer  ate  90^  ist.  Somit  ergibt  sich 
der  Satz: 

In  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  ist  jede  Kathet«'  mit  dem  gegen- 
überliegenden Winkrl  glric  hartig,  d.  h.  zugleich  kleiner  odi-r  gröUer  als 

Soll  ferner  bei  enu«m  spitzen  Winkel  A  eines  rechtwinkligen  sphänsehi-ii 
Dreiecks  ABC  nicht  bloO  die  Kathete  BCy  sondern  auch  die  Kathete  BA  kleiner 
als  1M(*^  sein,  80  muß  B  zwisihcn  A  und  F.,  also  C  zwisrhen  A  und  D  liegen, 
al>u  lüi-  Hvpolenuse  AC  rlK-nfalls  k!riinT  il>  fül"  sein.  I'iir  i-inc  7n-fitc  Katlu-tr, 
du*  grolier  als  !MI"  ist,  ergibt  su'h  entsprrclu'iui  auch  eitn-  liypotfmisr,  du'  größer 
als  DA  oder  ebenfalls  größer  als  "Jü"  ist.  Wenn  leruer  der  Winkel  A  als  stumpf 
angenommen  wird,  so  wird  in  gleicher  Weise  die  llj-potenuse  kleiner  oder  größer 
als  90",  je  nach(l(<m  die  andre  Kathete  stumpf  oder  spitz  ist.  Man  hat  also 
folpendrn  Satz  gefunden: 

Sind  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  gleichartig.  m> 
ist  die  Hypotenuse  kleiner  als  90^  sind  sie  ungleichartig,  so  ist  die  Hypoteniist' 
größer  als  90^  oder  mit  andern  Worten: 

Ist  eine  Kathete  klein<'r  als  9(»",  so  ist  die  andre  mit  der  Hypotenuse  gh'ich- 
artig,  ist  eine  Kathete  größer  als  9U'^,  so  ist  die  andre  mit  der  Hypotenuse  un- 
gleichartig 

Mit  Hilfe  der  Polardreiecke  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Sätxen  ent- 
sprechende  hir  ein  spliärisrhes  Dreieck  ableiten,  in  dem  eine  Seite  ein  (Quadrant 
ist.     Kin  solches  Dreieck  kaiin  mrui  ein  r  e cht  s  e  i  f  i i; <•  s  nenneti. 

jedes  scliietwinklige  sphärische  Dreieck  läßt  sich  durch  eint'ii  größten  Kreis- 
bogen, der  von  einem  beliebigen  Eckpunkt  des  Dreiecks  aus  senkrecht  zur  gegen- 
überliegenden Seite  gezogen  wird  und  der  eine  sphärische  Höhe  des  sphärischen 
Dreiecks  gibt,  als  Summe  oder  Differenz  zweier  rechtwinkligen  Dreiecke  dar- 
stellen. Aus  den  \ orsteheiufi  n  Sätzen  folgt  unniitlelhar,  daü  der  1  iiüpunkl 
dieser  Höhe  auf  die  gej;enui)erliegende  Seite  seü)St  oiler  aul  deren  \  erlunge- 
nmg  fällt,  je  nachdem  die  dieser  Seite  anliegenden  Winkel  gleichartig  oder  un- 
gleichartig sind. 
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In  derselben  Weise,  wie  die  Eigenschaften  des  sph.^ri.schen  Dreiecks  und 
seiner  Snirke,  lassen  sieh  dii'ieniqen  sphärischer  Vierecke  nnd  Viclcrke  betrachten. 
Eine  besondere  Envähnung  verdienen  die  regelmäßigen  sphärischen  Viel- 
ecke, deren  Seiten  nnd  deren  Winkel  «ämtlich  gleich  tind^  denen  alto  regel- 
mäfiige  Ecken  (vgl.  §  13  Nr.  2)  nm  Mittelpunkt  der  Kogel  entsprechen.  In  jedem 
solchen  Vieleck  yibt  es  einen  Punkt,  dessen  sphärische  Entfeniungen  von  allen 
Seiten  einander  ^leich  sind.  Derselbe  Punkt  ist  in  j^leicher  Weise  von  rillen 
Eckpunkten  des  Vielecks  gleich  weil  entlemt.  Er  ist  der  sphärische  Mittelpunkt 
des  sphärischen  Um-  nnd  des  :^ptiäriscfaen  Inkreises  des  regelmäßigen  Vielecks. 


§  20>   Kugel  mit  Polyedern,  Cylinder  und  Kegel. 

1.  Errichtet  man  im  ^Gttelpunkte  eines  Kreises  eine  Normale  su  seiner 

Ebene,  so  ist  jeder  Punkt  dieser  Normalen  von  allen  Kreispunkten  gleich  weit 
entfernt:  er  kann  dalu  r  als  Mittelpunkt  etnt>r  KuL'clflache  betrachtet  werden,  die 
den  Kreis  in  sielt  enthält.  Da  nun  ein  Kreis  durch  drei  Punkte,  die  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  bestimmt  ist,  so  folgt  der  Sats: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  die  durch 
drei  Punkte  gehen,  ist  dif  Xorinalt'.  die  im  Mittelpunkt  des  diirch 
die  drei  Punkte  bestimmten  Kreises  zur  Kreisebene  errichtet  wird. 

Ist  noch  ein  zweiter  Kreis  gegeben,  den  die  Kugeltiäche  in  sich  enthalt,  so 
ist  der  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Schnittpunkt  der  beiden  Normalen  zu  den 
Kreiseben(>n  in  ihren  Mittelpunkten  bestimmt. 
Zwi  i  he  Kreise  erhält  man,  wenn  außer 
drei  Punkten  ,-/,  B,  C  noch  ein  vierter  Punkt 
JJ  der  Kugel,  der  nicht  auf  derselben  Ebene 
liegt,  gegeben  ist.  Verbindet  man  (Fig.  30ä) 
•  A  mit  B  und  beide  Punkte  mit  C  uiul  D  und 
konstruiert  die  llnikrcisiiiittrl|(unkte  J/  und  A' 
der  Dreiecke  .^/iC  und  ^  WU,  so  liegen  diese 
in  den  Mittclsenkrechten  MßC  und  iVA'. 
Diese  bestimmen  aber  die  Ebene  des  Nei- 
gungswinkels der  beiden  Dreiecksebenen,  die 
aul  beiden  normnl  i<t  nnd  daher  di«'  in 
J/  und  *V  aut  den  Dreiecksebenen  errichteten 
Normalen  in  sich  enthält,  diese  schneiden 

sich   also   in   einem  Punkte  O,   der  sowohl  ^ 
von         />,  C  als  von  //,  B,  D  gleich  weil  Fi|{.8nL 
entfernt  ist.     O  ist  also  der  Mittelpunkt  der 

Kugel,  die  durch  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  geht    Es  gilt  also  der  Sat«: 
Eine  Kugel  ist  bestimmt  durch  vier  Punkte,  die  nicht  in  einer 

Ebene  liefen. 

Da  diese  vier  Punkte  die  K<'ken  eines  I  «  ir  ud«  rs  bilrien,  so  hat  also  j«-des 
Tetraeder  eine  Umkugel.  Besih reibt  man  um  die  vier  Machen  eines  Tetra- 
eders Kreise  und  errichtet  im  Mittelpunkt  eines  jeden  eine  Normale  zur  Kreis- 
ebene, so  schneiden  sich  diese  vier  Normalen  in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkt 
der  l'mkugel  des  Tetraeders.  Der  Radius  der  Umkugel  ist  die  Entfernung  di<*$(*8 
Schnittpunkt«'s  vnn  einer  Ecke. 

Die  llalbierungsebeiie  des  Neigungswinkels  zweier  Ebenen  enthält  die  Punkte, 
die  von  beiden  Ebenen  gleich  «reit  entfernt  ist  Jeder  dieser  Punkte  ist  also 
Mittelpunkt  «'iner  Kugel,  die  beide  Ebenen  berührt.  Halbiert  man  in  einer  Eck«- 
die  f!rei  Winkl  I.  schneiden  sich  die  drei  l lalbierunirsebenen  in  einer  durch 
den  Scheitel  gehenden  (ieraden,   die  alle  Punkte  enthält,  die  von  den  Ebenen 
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der  Ecke  gloich  writ  entlfrnt  sind,  also  den  geoinotrisrlirn  Ort  der  Mitt<l])unkif" 
aller  Kugeln  bildet^  die  die  Ebenen  der  Ecke  berühn.-n.  Konstruiert  man  in 
den  vier  Ecken  eines  Tetraedera  diese  vier  Geraden,  so  müssen  sich  diese  in 
einem  Panktc  schneiden,  der  von  den  vier  Flächen  des  Tetraeders  {[leich  weit 

entfernt  ist.  l)ir<«  r  l'unkt  ist  der  Mittelpunkt  einer  Ku^jel,  der  die  vier  Tettaeder- 
iiächen  berührt,  der  MittrlpiiTikt  di  r  Inkntjel  de*?  'IVtrandcrs. 

D;i  es  bei  zwei  unbegren/u-n  Kbeiien  zwei  zueinander  nonnale  1  lalbierun}>s- 
ebenen  der  supplementären  Neiunn^swinkel  gibt,  so  bilden  beide  den  geometrischen 
Ort  der  Mittelpunkte  von  Kugeln,  die  beide  Ebenen  berühren.  Hei  einem  Tetra- 
«'(ii-r  kann  man  nicht  nur  dif  iiuirrhall)  <Irs  Tctracdrrs  lii"^cni]i'ii  Neigungswinkel 
seiner  St  itciitLu  tirn  «Iure  h  <  hh-  Ebene  halbieren,  sondern  aucli  deren  Aulien- 
winkel.  Aul  diese  Art  erljak  man  noch  vier  Kugeln,  die  je  eine  Seitenflache 
selbst  und  die  drei  andern  in  ihren  Enreiterunjren  berühren.  Man  kann  sie  die 
Ankngeln  des  Tetraeders  nennen. 

Im  allgemeinen  gibt  es  also  fünf  Kugeln»  die  vier  Ebenen  be- 
rühren. 

2.  Ein  Polyeder  mit  mehr  als  vier  Ecken  und  vier  Flächen  hat  im  all- 
gemeinen weder  eine  Um-  noch  eine  Inkugel.    Nur  wenn  es  einen  Punkt  gibt,  der 

von  allen  Pocken  des  Polyeders  gli'ich  weit  entfernt  ist,  hat  dieses  eine  Umkugel, 

derpii  Mitti  l{)iinkt  dieser  Punkt  ist  und  nur  wenn  ein  Punkt  existien,  der  von 
allen  Flachen  gleich  weit  entfernt  ist,  hat  das  Polyeder  eine  Inkugel  mit  diesem 
Punkte  als  Mittelpunkt. 

So  läßt  sich  um  ein  gerades  dreiseitiges  Prisma  und  um  «  in  f  -i  ImaQiges 
inchr^eititjcs  Prisma  eine  Kii'^rt  firsrlirriln-n ;  ilir  Mii i i'I|>unkt  ist  der  UalhterungS- 
punkt  der  (ieraden  zwisrhi  ii  (i<  ii  Mmel|nmklen  der  Endflächen. 

Um  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  läßt  sich  eine  Kugel  beschreibi'u, 
deren  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Diagonalachsen  ist.  Um  eine  Pj-ramide 
läßt  sich  eine  Kugel  beschreiben,  weim  sich  um  ihre  Grundfläche  ein  Kreis  be- 
SChn  itM  ii  lilit.     Eine  ret'plmäüitjf  IVramide  hat  eine  Um-  nnd  eine  Inkugel. 

Bei  einem  regelmäßigen  Polyeder  («5  14  Nr.  fi)  mögen  drei  in  einer  Ecke  ^ 
zusammenstoßende  Flächen  1,  J,  3  (Eig.  3(ii)  sein;  1  und  2  stoßen  in  der 


dif  Eben«'  <i('s  Nfigunv:swink«-Is  \on  2  und  wrirhe  .-IC  ir;  /  srhnridrt:  .\"/, 
und  J'I,  sind  daher  senkreclit  zu  .IC  und  da  .\'  der  Mitlelpiuikt  der  Flache  2 
ist,  so  ist  Z  der  Mittelpunkt  von  AC  und  NK  =  XL.  Die  beiden  Vierecke  OXKAf 
und  0.\  I.P  haben  also  diese  beiden  gleichen  Seiten  niul  die  Seile  OX  gemein- 
sam v.wiX  stimmen  außerdem  in  den  rechten  Winkeln  OXK  und  0X1. ,  OMK 
und  OJ'L  und  in  den  Winkeln  .\A',I/  und  XLP,  den  Neigungswinkeln  der  an- 
stoßenden Polyederflachen,  überein.   .Sie  sind  also  kongruent  und  es  ist  PL  =  -  ,1/A*, 


Kante  ABf  deren  Mittelpunkt 

A'  ist,  'J  und  ■?  in  der  Kante 
.4C  zusammen.  Sind  nun  .1/ 
und  X  die  Mittelpunkte  der 
regelmäßigen  Vielecke  1  und  2, 
so  bestimmen  die  Mittelsenk- 
rerhten  J/A'  nur!  Xh'  lüe 
Ebene  des  Neigungswinkels 
von  1  und  2,  welche  die  Nor- 
malen in  M  und      auf  diesen 


Ebenen  in  sich  enthalten  muß. 

Diese  sclifx'iden   sich  also  in 
einem   Punkte   C^;    fällt  man 
von  diesem  Punkte  die  Senk» 
r<*chte  OP  auf  die  Ebene 
so    bestimmen    ^'.V  und  OP 
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also  P  der  Mittelpunkt  von  3:  frrnrr  ist  OP  -  0\f OX,  d.h.  O  ist  von  di*n 
drei  Flachen  1,  2,  8  des  Polyeders  ^leit ii  weit  entfernt.  Nnn  liegt  O  in  dmi 
normalhalbierendcn  Kbeiieu  der  Kanten  AB  und  AC,  folglich  ist  OA  —  OB  und 
OA 0C\  O  ist  also  von  den  drei  Ecken  By  C  gleich  weit  entfernt  Schließt 
man  nun  von  zwei  der  Flächen  1,  'J,  3  auf  eine  andre  anstoßende  und  so  fort»  SO 
erkernit  man,  d  iL»  O  \on  allen  Ecken  und  allen  Flächen  des  Polyedeta  gleich 
weit  entlernt  sein  rauii.    O  ist  der  Mittelpunkt  des  Polyeders. 

Jedes  regelmäUige  Polyeder  hat  also  einen  Mittelpankt,  der  von 
allen  Ecken  und  von  allen  Flächen  gleich  weit  entfernt  ist.  Er  ist 
der  Mittelpunkt  der  Um-  und  Inkttgel  des  Polyeders. 

Man  sieht  auch,  daß  wejicn  der  Konpriienz  der  rerlitwinkligen  Dreiecke  OAfK, 
ONK^  Oj\'L,  OrL,  OK  OL  sein  muß.  Der  Mittelpunkt  ist  also  auch  von 
den  Kanten  gleich  weit  entfernt.  Durch  OK  n'ird  der  NeijjiinRswinkel  MKN  der 
beiden  anstoßenden  Flächen  des  re{;elmäßi{;en  Polyeders  halbiert. 

3.  T)a  rill  ri'-('lmäßi;^(  s  PoUcdcr  dtirrh  dit"  Kanto  vnllst.-iiidi^  ln'stiinmt  ist, 
so  nnisscil  sich  die  Radien  di-r  L'm-  und  Inkugel  aus  ihr  berechnen  lassen.  Ks 
sei  in  Fig.  3Ul  die  Kante  AB  —  rf,  der  Radius  der  Umkugel  OA  —  /•,  der 
Radius  der  Inkagel  OM  =  q.  Wird  nun  jede  Ecke  von  m  regelmäßigen  ««Ecken 
gebildet,  SO  ist  MA  =  r'  d<'r  Radius  des  Umkreises  nnd  MK^^  der  des  In- 
kreises eines  regelmäßigen  «-Ecks,  also  wenn 

ISO" 

  »' 

// 

gesetzt  wird: 

r'  -   -  ^—  ,      o'  =  i  tf  cotv  . 

2  sin  »• 

!n  df-m  rt-rhtwinkli'jeTi  nriMfrk  OAfK  i^i  /  DKM  —  1  f ,  wenn  mit  r  der 
Neigungswinkel  zweier  anstoßender  Pohedertlacheu  bezeichnet  wird:  folglich  ist 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OMA  bat  man 

TTm  f  zu  besrimrn.  ii,  l»etrachtet  man  ein  der  regelmäßigen  m-scitigcn  Ecke  A 
zugeordnetes  regelmäßiges  sphärisches  /«-Eck, 
dessen  sphärischer  Mittelpunkt  Q  (Fi^^  305)  und 
von  dem  jede  Seite  gleich  RS  ist.  Ist  T  der 
Mittelpunkt  xnn  A'.*>,  so  sind  ^A'  und  QT  die 
sphärischen  Radien  des  Um-  und  des  Inkreises 
des  sphärischen  N'ielecks,  In  dem  rechtwinkligen 
Sphärischen  Dreieck  QTR  ist 

180« 
tn 

Die  Seite  RT  ist  die  Hälfte  des  an  der  Ecke  A 
des  regelmäßigen  A-Ecks  Hegenden  Winkels,  also 

RT  ^  00»  —  y 

und  /_QR'J'      \t.    Wendet  man   auf   dieses  Dreieck  die  Formeln  4)  und 
des  §  12  Nr.  1  an»  so  erhält  man: 

HnQRT=      )^,,,       cosjP^r-,    )..,  ; 

sin  QK  tau 
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durch  Division  ergibt  sich  hirraus: 

und  da  nach  Fonnel  2)  derselben  Stelle 

coaQJi  «  cwQTcos/lT  . 

istt  so  erhält  man: 

^nxQRT  1 
T^sRQT      'cö&JiT  ' 

oder 

«in|€  _  1 

woraus  sich  wegen  der  Bedeutung  von  fi  und  v 

180« 
cos  

sin  

H 

ergibt.   Damit  ist  e  bestimmt  und  man  bat  nun 

180» 

^s|4rcot   ^  — tan|e  . 
Weiter  ist  mit  Benutzung  des  Wertes  von  — ^ 


sinv 


sin  Je 

r  =  \  a — - 


cos/t 
und 


*     Vsm-»»        /       -       *     Xcon'u  I 


raitliin  orijibi  sich 

008*^ 

also 

löO« 

r »  iatan—      tan-l«  . 
m 

Hiemach  ergeben  sich  für  die  fünf  regelmäßigen  Polyeder  folgende  Werte: 

1,  Tetraeder: 

Cos(il(" 

«»  =  3.   «=3;    sinie=    .  Ii.    «— 7I>»H1'4«"  . 

sinbO" 

Aus  COSe  =  1  -  Jsiii-  .',  f  •  wünlc  sich  (Ti^'rbcn  /  70"  Iii'  Iii":  die  Ab- 
uri'  Imitil:  ist  oiiio  Foli;«^  der  Unsicherheit  der  Sekundenziffer  bei  fünfstelligen 
LogarithuuM».    Weiler  ist 

tan  U  =  1  J  ,   r  =  i a tan (iO<* tan  U  =      yu  ,  ^  <; cotGU<* tan  U  =     a  }Ö  . 

2.  Hexaeder: 

cos 00" 

w  =  3  ,    n     A  ;    sin '  e  =    .  -  Ii,    e  -  UO"  ; 

tan  i f     1  »    /-     } <t tan 00^ tan i c  ^  1  #r  | H  ,    q  ^  \  a cot4r)<^ xxnir  —  \a  . 
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3.  Oktaeder: 

008  45" 
smUU^ 

co9«  =  — loa«  28' 17"  : 
taii|e  =  yi" ,    r  =  J^a  toii46» tan^ e     a  J  J  ,    q  ^  ia  cot60« tanf  e  »  <i  , 

4.  Dodekaeder: 

«=«8.   »  =  5;    am^e=.^.-^^^.  =f^|  +  .^y5.   «=116«33'44"  : 

tan  p  ^  —  2  ,    f  -  1 1     33'  54"  : 
tan^e  «  I  (V»  +  l)  *    r  =  |«  tan  60»  tan^«  =  ^«     {p  +  l)  , 
e  =     cot36<*  tan  j  «  =  ^«  )^10  +  ^ }  5  . 

5.  Ikoeaeder: 

.3     .  ,       C0836«     1^5  + 1   

Hin«««  I,   «=  138'»ir22''  ; 


tan  ^«  ^  i  tV-'*  +  ii)  »      ^  I  a  tanSü«  tau  Je  =  |a  f  10  -f  2  y  5  , 
^  =  ^tfcot60«tan^«  =  -,J5«y3(y5  H- 3)  . 

Bei  den  drei  einfacheren  retrelmäBiiien  PolveHem  ««ind  dif  R*''?tiltafe  nn  ficr 
Figur  ohne  Trigonometrie  Icidu  zu  veriiizieren.  Beim  regeimaUigni  l'etraeder 
ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  vier  Höhen*  die  sich  gegenseitig  im 
Verhältnis  3 : 1  teilen;  ist  also  die  Höhe  so  Ut  r—  ^A,  e='\A,  wobei  Jk  —a^^ 
^  luye  ist  Der  Mittelpunkt  des  Wärfels  ist  der  Schnittpunkt  der  Diagonalachsen, 
die  sich  gei^ensciti^  lialbieren,  also  ist  /•  —  i  </,  wenn  ä  =  a'^B  die  Dtagonalachse 
ist;  Q  =  Jrt  als  .\l)st,iii(l  dfs  Mittelpunkts  von  .  iner  Würfelfläche.  Das  regelmäßige 
Oktaeder  besteht  aus  /.wei  regelmäßigen  quadratisrhen  Pyramiden;  d<'r  Mittelpunkt 
der  gemeinsamen  Grundfläche  ist  der  Mittelpunkt  des  Oktaeders;  /  ist  also  die 
halbe  Diagonale  der  Grundfläche,  q  ist  der  Abstand  dieses  Punktes  von  einer 
Seitenfläche. 

4.  Ist  eine  Kugel  einem  ('\llii(l<  r  offi-r  Kegelstumpf  umschrieben,  so  müssen 
die  i:)ndlläciieu  der  Kugel  fingt  schrieben  sein.  Es  läßt  sich  daher  um  einen 
Cylinder  und  eiaen  Kegelstumpf  nur  dann  eine  Kugel  umschreiben,  wenn  sie 
gerade  sind.    Ihre  Achsen  fallen  in  einen  Durchmesser  der  Umkugel  und  an  dem 

der  Kugel  und  dem  eingeschriebenen  Köq>er  gemeinsamen  Achsenschnitt  lassen 
sich  die  Beziehungen  zwischen  den  Bestimmutjgsstücken  planimeirisch  ableiten. 
Ein  Kegel  bat  immer  eine  Umkugel,  weil  naci»  Nr.  1  eine  Kugel  durch  den 
Gmndkreis  nnd  die  Spitze  bestimmt  ist. 

Wenn  man  an  einen  Halbkreis,  dessen  Durchm<'sser  ist  (Fig.  806)  in  dem 
Punkte  C,  dessen  Ordinate  nl<  iMrupiinki  (Irn  "\Iiti(  l|iiiiiki  J/  hat,  i-wr  Tar.'j^rv.U' 
legt,  so  beschreibt  sie  bei  der  Kotalion  um  ,•//>'  eine  C  yhnderflache,  die  inil  der 
Kugel  den  Aequator  gemeinsam  hat.  Man  kann  sie  Tangcntialcylindtirflache 
oder  kurz  Tangentialcylinder  der  Kugel  nennen.  Ein  Tangentialc^'linder  be- 
rührt eine  Kugel  in  einem  größten  Kreise,  d  -,v, n  I  bene  zu  dem  den  Seiten- 
linien de»?  Cvlinders  parallelen  Durchmesser  der  Kugel  normal  ist.  Die  in  C  an 
den  Halbkreis  gelegte  Tangente  wird  von  den  Tangenten,  die  in  A  und  />'  gelegt 
ScBLonuLcas  Handbuch  der  MathcmatUt,  2.  Aufl.,  Bd.  L  37 
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sind,  in  D  und  E  geschnittt-n.  Das  Rpchtcck  ABED  beschreibi  bei  der  Drehung 
emen  der  Kugel  lunschriebenen  Cjlinder,  dessen  Achsenschnttt  ein  Quadrat  bt  Ein 

Rotationscvlinder  hat  daher  einclnkugel» 
wenn  sein  Acliscnsclinitt  ein  Quadrat  ist. 

LäUt  man  die  in  einem  beliebigen 
Punkt  P  an  den  Halbkreis  gelegte 
Tangente  mit  dem  Halbkreis  rotieren, 
so  beschreibt  sie  einen  Tangential- 
kecel  <I<T  KntiPl.  Dipsrr  ht-rührt  die 
Kugel  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene 
auf  der  gemeinsamen  Achse  von  Kegel 
und  Kugel  normal  ist  und  dessen 
Spitze  S  in  dieser  liegt.  Die  in  B 
an  den  llrdbkreis  gelegte  Tangente 
schneidet  die  durch  P  gebende  in  T\ 
dann  beschreibt  das  rechtwinldtge 
Dreieck  SBT  einen  um  die  Kugel 
beschriebenen  Kegel.  Kin  Rotations- 
kegel hat  stets  eine  Inkuget.  Die 
Tangente  in  P  wird  auch  von  der 
in  A  gelegten  in  R  geschnitten;  dann 
entsteht  durch  Rotation  des  recht- 
winkligen Trapezes  ABTR  ein  nm  die 
Kugel  beschriebener  gerader  Kegel- 
stumpf. Da  die  Tangenten,  die  man 
von  einem  Punkte  an  einen  Kreis 
letjen  knnn,  fMii.nider -l.  irli  sind,  so  ist  RA  -  RP,  TB  =^  TP  nnA  PA TB RT: 
ein  gerader  Keu'  lstuni])!  hat  also  nur  dann  eine  Inkugel,  wenn  die  Summe  der 
Radien  seiner  EudÜacheii  gleich  der  Seitenlinie  isL 

Alle  Geraden  einer  Tangentialebene  der  Kugel,  die  durch  den  Berührungspunkt 
gehen,  haben  mit  der  Kugel  nur  diesen  Punkt  gemeinsam,  sind  also  Tangenten 
der  Kugel.  Ebenso  sind  dii-  St  itfnlitiirii  eines  Tangentia!r\liinlrTs  nnfl  eines 
Tangentialkegels  Kugeltangcntcn.    Eine  Tangentialebene  der  Kugel  enthalt  alle 

Kugcltangenton,  die  durch  einen  Punkt  der 
Kugel  gehen;  ein  Tangentialc>'Iinder  enthält 
alle  zueinander  parallelen  Kue-  Iiangenten ;  «"in 
Tangentialkc.:«]  enthält  alle  Kugeltangenten, 
die  durch  einen  Pujikt  außerhalb  der  Kugel 
gehen.  Da  der  Berührungskreis  eines  Tan- 
gentialkegels mit  diesem  einen  Kegel  begrenzt, 
dessen  Stitetdinien  sämflirh  L.'leich  ST  sind, 
so  siiul  die  von  einem  Punkt  außerhalb  di?r 
Kugel  an  diese  gelegten  rangenten,  von  dem 
Punkte  bis  zu  dem  Berührungspunkt  auf  der 
Kugel  gerechnet,  einander  gleich. 

5.  Wird  ein  Rolalionscylindi  i  durch  eine 
beliebige  Ebene  gt^schnitlen,  so  lassen  sich 
zwei  kongruente  Kugeln  konstruieren,  welche 
die  Cylinderfläche  in  swei  größten  Kreisen  und 
die  Scluiiitebene  in  je  einem  Punkte  berühren, 
in  Fig.  .{0  7  sei  «hTj^niire  Achsenschnitt  des 
Cvlinders  in  der  Hdciebene  gezeichnet,  der 
auf  der  Schnittcbene  normal  ist  Dann  müssen  die  Berührungspiuikte  P^  und 
der  Kugeln  mit  der  Schnittebene  in  ihrer  Spur  A^A^  auf  diesem  .\chsenschnitt 


Fig.  807. 
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ÜPi^rn.    Dn  A^.}.,  eiiu-  Symmetrieachse  der  St  hiiittfi'^mr  sein  muß,  so  ist  nur  der 
vordere  leil  des  Cyliiiders  und  der  Schnittfigur  gezeichnet.    Die  Berührungskreise 
der  Kugeln  mit  dem  Cylinder  habeo  die  Diucbmesser  ^^^i-^i  und  J^-^» 
Achsenschnitte  der  Kugeln  berühren  in       nnd  P^,  wobei  AiFi  A^Ff 

und  Alf!,  —  A,F^  sein  muß.  Dann  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Tai^enten,  die 
von  einem  Punkte  an  einen  Kreis  gelegt  werden  können,  A^JFi  ™  AiAf^  und 
A^/ü  —  A^M^  oder  A^Fy  ~  AfAf.,;  mithin 

oder 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  J'  der  Schnittkiirvc  eine  Seitenlinie, 
welche  die  Berühnmgskreise  der  Kugeln  in  und  schneidet,  so  sind  FQ^^ 
und  FQ^  Tangenten  an  die  beiden  Kugeln  und  verbindet  man  F  mit  und  F^^ 
so  sind  PF^  und  FF^  ebenfalls  Kngeltangenten:  daher  ist  nach  Nr.  4  PF^^  =  FQ^, 
FF^  -  ^Qi»  al80 

PF^  4-  FF,  =  PQ,  4-  PQ,      Q^  Q.,  . 

Da   ah>T  die   Seitenltnien  des  durch  die  beiden  Berührungskreise  begrenzten 

Cjlinders  einander  gleich  sind,  so  ist 

/y,  +  FF^  —  iWjA'i  -  A^A^  . 

Die  Schnittfigur  ist  also  eine  Knrve  von  der  Eigenschaft,  daß  die 
Entf rrnunq^en  jedes  ihrer  Punkte  von  zwei  festen  Punkten  eine  kon- 
staute Summe  haben.  Eine  solche  Kurve  heillt  eine  l.llipse,  Fy  und  F.,  sind 
ihre  Brennpunkte  und  die  Verbindungslinien  eines  Ellipsenpunkles  uiii  den 
Brennpunkten  dessen  Brennstrahlen. 

Zu  jedem  Punkte  P  gibt  es  einen  symmetrisch  in  Bezug  auf  A^Af  ge- 
legenen Punkt  auf  der  Rückseite  des  (Minders.  Da  man  aber  einen  weitem 
Punkt  der  Ellipse  erhalten  muß^  wenn  man  die  Brennütrahlen  vertauscht,  so 
liegen  F  und  P^  s)inmetrisch  zu  einer  durch  den  Mittelpunkt  0  von  A^A^,  in 
dem  die  Cylinderachse  von  AiA^  geschnitten  wird,  rnnkrecht  zu  AiA^  gelegten 
Geraden  B^B^,  deren  vordere  Hälfie  C?/fj  ist.  Die  Ellipse  ist  also  doppelt 
s  vm  m  e  t  r  i  srh.  Der  Sehnittpuiikt  0  der  beiden  Symmetriearhsen  ist  ihr  Mittel- 
punkt. Da  OB^  normal  aul  dem  Achsenschnitt  des  Cylinders  ist,  so  muß  OB^  -~  r 
dem  Radios  der  Cylindergrundfläche  sein»  dagegen  ist  A^O'>r  und  zwar,  wenn 
(ü  den  Neigungswinkel  der  Schnittebene  zur  Cylinderachse  bezeichnet, 

A^O 


sma> 


Man  nennt  daher  AiAf  =  2AiO  die  große,  B^B^  die  kleine  Achse, 
AiO  die  gTo6e,  BiO  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse.  Bezeichnet  man  diese 
Halbachsen  mit  a  und  ^,  so  hat  man  also 

a  —  —  ,    ^  =  /• ,    sm  o)  =s  —  . 

sina>  a 

Die  Summe  der  Brennstrahlen  eines  £llipsenpunktes  ist  also  gleidi  der 
großen  Achse: 

FFi^FFt  =  2a  . 

Die  Endpunkte  A.,  der  großen  Achse  sind  die  H  a  up  tsrhe  i  tel,  die  End- 
]7iinkie  ß^,  /',  (Irr  kl'Mien  Aeli-r  die  N  e  Ii  e  II  <  r  [i  r  i  te  1  (i<M  l'llipse.  Da  ein 
Neiienscheitel  von  den  beiden  Brennpunkten  gleich  weit,  nämlich  um  die  große 
Halbachse  a,  entfernt  sein  muß,  so  müssen  die  Brennpunkte  iu  einem  Kreisbogen 

87- 
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liegen,  der  mit  a  um  einen  Nebeoscheitel  geschlagen  wird.  Man  kann  daher 
eine  Ellipse  plaaimetriKh  konttruieren,  wenn  ihre  Halbachsen  gegeben  sind. 

Damit    ist    y4,//j  =  2<7    zu  zeichnen 


durch 


0 

O  senkrecht 
Hin  um  B, 


d-it,'.  308)  und 

dazu  //]/?.,  —  '1  b  zu  legen.     .....  mj^ 

mit  a  yt- sclilageuer  Kreisbugen  schnei- 
det A^A^  in  und  F^.  Teilt  man 
nun  A^A^  in  A^M  und  MA^  und  schlägt 
mit  diesen  Strecken  am  F^  und  /^^ 
Kreisbogen,  so  erhält  man  vier  Punkte 
der  £Uip8e.  Da  M  beliebig  ist,  erhält 
man  auf  diese  Weise  eine  beliebige  An- 
zahl von  Punkten  der  Kurve,  die  man 
dnrch  einen  stetigen  Zug  verbindet. 

Jede  Ellipse  mit  den  Halbachsen 
Fig.  908.  0>^t  läBt  sich  umgekehrt  stereomet- 

risch  als  Cy linderschnitt  betrachten, 
d.  h.  als  ebenen  Schnitt  eines  Rotationscvlindors.  Dieser  hat  a  als  Radius  der 
Grundfläche  und  er  inuli  durch  eine  Kbene  geschnitten  werden,  deren  Neigungs- 
winkel tu  zur  Cylinderaclise  so  bestimmt  ist,  dali 


sinet»  - 


ist 

Der  Kreis  ist  der  besondere  Fall  des  Cylinderschnitts,  wenn  a>  90  ^  also 
b^a^r  ist   Der  Kreis  ist  also  eine  Ellipse  mit  gleichen  Halbachsen.  Die 

Brennpunkte  fallen  im  Mittelpunkte  zu- 
sammen. 

6.  Ein  Kegelschnitt  ist  ein  ebener 
Schnitt  eines  Kegels.  Eine  Ebene  kann 
durch  einen  Kegel  im  allgemeinen  auf 

drj'i  Arten  gelegt  werden,  so  daß  sich 
drei  verschiedene  Formen  von  Kegel- 
schnitten ergeben. 

1.  Die  Ebene  schneidet  alle  Seiten- 
linien des  Kegels  so,  daß  eine  ge- 
schlossene Kurve  entsteht: 

2.  die  Kbene  ist  einer  Seiteulinie 
parallel:  dann  hat  die  Kurve  einen  un- 
endlich fernen  Punkt,  d.  h.  sie  ist  nicht 
geschlossen; 

'^.  die  Fbene  i^t  mit  7w  ei  Seiten- 
linien parallel,  die  man  erhall,  wenn  man 
eine  ihr  parallele  Ebene  durch  die  Spitze 
lejjt  :  dann  wird  der  eine  Teil  der  Seiten- 
linien erst  in  der  Verläniieninf;  über  die 
Spitze  hinaus,  geschnitten;  die  Kurve 
hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte,  sie 
besteht  aus  zwei  getrennten,  auf  beiden 
Hälften  des  vollstüni!lM,ii  Doppelkegels 
Heuenden  IV-ilen,  die  beide  nicht  ge- 
schlossen sind. 

Die  Unterscheidung  dieser  drei  Fälle  ergibt  sich  am  einfachsten  beim 
Rotationskegel.  Zeichnet  man  hier  den  Achsenschnitt  AfSA\  der  auf  der  Schnitt- 
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ebene  normal  ist,  sn  ist  «?eine  Gestalt  durch  den  Winkel  a,  den  die  Soltcnliiiie 
mit  der  Achüe  bildet,  bestimmt.  Die  Spur  der  Schnittebene  bildet  dann  mit  der 
Achse  den  Winkel  co,  den  Neigungswinkel  der  Schnittebene  zur  Achse.  Man  hat 
dann  den  Fall  1,  2,  3  (Fig.  309).  je  nachdän 

0»  ^  a  • 

Im  Falle  1  sieht  man,  daß  der  Kegelschnitt  geschlossen  sein  mnß.  Bei  2 
ist  die  Schnittebene  mit  der  Seitenlinie  SM  parallel,  es  werden  also  alle  Seiten- 
linien außer  dieser  geschnitten.  Im  Falle  3  ist  d'w  Kbeiic  mit  den  beiden  Seifen- 
liutea  parallel,  in  denen  eine  durch  parallel  zur  Schuittebene  gelegte  Ebene  SP 
die  Kegelfläche  schneidet.  Die  zwischen  SiV  und  SJ*  liegenden  Seitenlinien 
werden  aof  dem  ontem,  die  swischen  SP  und  Sßf  liegenden  auf  dem  obera 
Teile  der  vollständinen  Kegeltläche  geschnitten. 

In  jedem  Falle  ist  die  Spur  der  Schnittrlw-ne  auf  dem  zu  ihr  normrilen 
.\rhsenschmtt  eine  Symmetrieachse  des  Kegelschnitts;  man  nennt  sie  seine 
Hauptachse. 

Im  Falle  1  ist  die  Hanptaclise  doich  die  den  Achsenschnitt  begrensenden 

Seit('nlini<>n  in  //j,  begrenzt  (Fig.  310).  £s  lassen  sich  wieder  awei  Kugeln 
kon^triiirri  n ,  di<"  df*n  Keyel  und  die 
Schnittebene  berühren.  Die  Berüh- 
mngskreise  mit  dem  Kegel  haben  die 
Durchmesser  Afi-A\  und  Af^N^.  Die 
B«"rü!inin[:spi!nkte  und  ß'^  mit  der 
Schnittebene  liegen  auf  /^j^^j  und  zwar, 
da  die  Achsenschnitte  der  Kugel  für 
das  Dreieck  S^^A^  der  In-  und  ein 
Ankreis  sind,  so,  daß  ^  -^i^^ 

{Planirnttrie  %  \.\  Nr.  M  oder  Ä^I'\ 
—  Af/'\  ist  Daun  ist  wie  in  Nr.  ö 
beim  Cylinder  =  J/iM.  Zieht 
man  diurdi  den  beliebigen  Punkt  P 

des  Kegelschnitts  die  St  itmlinie  SP 
des  Kegels,  die  din  Rf'r\jhninL:-;kreise 
in  und  schneidet,  so  is.i  auch 
hier  wie  beim  Cylinder  P/'\  +  /Vj 
=as(^i(^\,  und  da  die  Seitenlinien  des 
von  (Irri  Hr'riihnini;>kr<'i-cn  hrrrronztfMi 
geraden  Kegelstumpfs  l  inander  gleich 

sind,  ist  PP^  -r  ^^'t  ^  ^  A^A^.    Die  geschlossene  Form  des  Kegel- 

schnitts ist  also  eine  Ellipse:  die  Hanptachse  ist  die  große  Achse  der 

Ellipse,  /'\ .  /■',  situ!  ihre  Brennpunkte.  —  Die  iweite  Form  der  Kegelschnitte 
heißt  Parabrl,  die  drittf  II\perbe!. 

Auf  eine  gemeinsame  Ei^«  uschalt  aller  drei  Kegelschnitte  fuhrt  die  folgende 
Betrachtung.  £s  sei  AI/  (Fig.  311)  die  Hauptachse  eines  Kegebchnitts  und  F 
der  Berührangspnnkt  der  Kugel,  die  zugleich  den  Kegel  und  die  Ebene  des 
Kegelschnitts  berührt.  Verlängert  man  den  nnrchmesser  ALV  des  Berührungs- 
kreises und  die  Hauptachse  bis  zum  Schnittpunkt  ( so  '^fht  durch  C  die  Srhnitt- 
hnie  der  Ebene  des  Beruhrungskreises  und  des  Kegelschnitt»;  diese  ist  auf  dem 
in  der  Bildebene  liegenden  Achsenschnitt  und  auf  AfAT  und  AI/  normaL  Zieht 
man  durch  den  beliebig<  ri  I*>inkt  des  Kegelschnitts  die  Parallele  zu  rW.  die 
diese  Si  hnittlinie  in  ^  schneidet  und  dun  h  S  die  Parallele,  die  AfA'  in  T 
schneidet,  so  ist  durch  P/i  und  ST,  die  parallel  sind,  eine  Ebene  bestimmt, 
die  mit  der  Ebene  des  Berührungskreises  außer  JS  und  T  noch  den  Punkt  Q 
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gemeinsam  hat,  in  dem  die  durch  P  gehende  Seitenlinie  SP  den  Berührungskreis 
schneidet.    Daher  liegen  die  Punkte        Q,  T  auf  einer  Geraden  und  es  ist 

APQ/i    A  SQT,  woraus  folgt : 


PR 


SQ 
ST 


Verbindet  man  P  mit  p\ 
BO  sind  PF  und  PQ  Kvgel- 

tangenten,  also  ist  PF  ~  PQ\ 
fprner  ist  SQ  =  SN^  als  Seiten- 
linie eines  Rotationskcgcls.  Es 
ist  also  statt  der  obigen  Pro- 
portion auch: 

PR     ST  ' 

Nun  ist  /'  ein  fester  Pimkt 
auf  der  Hauptachse  und  PR 
ist  der  Abstand  des  Punktes 
von  ciiitT  festen  CJeraden  in 
der  Ebene  des  Kegelschnitts, 
die  aui  der  Hauptachse  nor- 
mal isL  Ebenso  sind  SN  und 
ST  für  denselben  Kegelschnitt  konstant  und  daher  auch  der  Wert  des  Ver- 
hältnisses 

PF 


Fl«.  Sil. 


PR 


Jeder  Punkt  eines  Kegelschnitts  hat  also  die  Eigenschaft,  daß  seine 
Entfernungen  von  einem  festen  Punkt  und  einer  festen  Geraden  ein 
konstantes  Verhältnis  haben.  Die  feste  Gerade  ist  eine  Leitlinie  des 
Kegelschnitts;  der  ffste  Punkt  ein  Brennpunkt 

Das  konstante  Verhältnis  e  heißt  die  Charakteristik  des  Kegelschnitts: 
ihr  Wert  bestimmt  seine  Form.  Ist  a  der  Winkel,  den  die  Seitenlinie  des  Kegels 
mit  der  Achse  bildet,  and  a>  der  Neigungswinkel  der  Schnittebene  inr  Kegelachse, 
so  bildet  auch  ST  mit  der  Kegelachse  den  Winkel  ai.  Mao  sieht  nnn,  dafl 
je  nachdem 

ist.  Im  ersten  Falle  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  im  «weiten  eine  Parabel, 
im  dritten  eine  Hyperbel.  Im  ersten  und  dritten  Falle  es  zwei  den  Kegel 
und  die  Schniftebene  berührrndf  Kntreln:  die  Ellipse  und  Hyperbel  haben  zwei 
Brennpunkte  und  zwei  Leitlinien;  im  zweiten,  besoodem  Falle  gibt  es  nur  eine 
solche  Kugel:  die  Parabel  hat  nur  einen  Brennpunkt  und  eine  LeitUnie,  von 
denen  jeder  Parabelpunkt  gleich  weit  entfernt  ist  Der  Kreis  entsteht  als  Kegel- 
schnitt als'  besonderer  Fall  der  Ellipse,  wenn  «>  00  ^  ist:  die  Brennpunkte  fallen 
in  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  zusammen  und  es  wird,  da  T  unendlich  fem 
liegt,  £  ^  0 . 

Da  SN  und  .^7*  Hypotenusen  von  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken  mit  der- 
selben Kathete  sind*  so  hat  man  noch 

COStt) 


cosa 
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Ffinfter  Abichiiitt 

Die  Oberfläche  und  das  Volumen  der  Körper. 

§  21.    Oberllache  der  Folyi:dor,  ties  Cylinders  und  Kegels. 

1,  Die  Brrrrhnnntr  des  Inhalts  der  Ohrrfläche  eines  Polycdprs  erfordert 
keine  besoadem  stereometrischen  Sätze,  denn  sie  kann  durch  Additioa  der  nach 
den  betreffendea  Sätieik  der  Planimetrie  berechneten  Inhalte  der  einaelnen  Be- 
grenmngsflächen  geachehen. 

Die  Oberfläche  einea  rechtfrinkligen  Paiallelepipeda  mit  den  anatoßenden 
Kanten      b,  c  ist 

O  '  2{^ab  -\-  ac  -\'  bc)  . 

Die  Ohrrllät  h(>  eines  »•aeitigen  regelmäßigen  Prismas  mit  der  Grundkante  a 

und  der  Seiten  kante  ö  ist 

180" 

O=inä*cot  \-nab  . 

*  H 

Die  Oberfläche  eines  Tetraeders  ist  gleich  der  Summe  der  Inhalte  von  vier 
Dreiecken.    Sind  also  die  sechs  Kanten  einea  aolchen  Köipers  gt^gehen,  und 

bezeichnen  a,      c  die  Gmndkanten,       b\  c'  die  Settenkanten,  so  daß  di(>  zu  (/ 

t^rhörii;!'  mit  der  zu  a  gehörigen  ki-inrn  Punkt  srerneinsam  hat,  und  ebenso  die 
Kanten  b'  und  r,  c'  einander  gegenüberliegen,  so  erhält  man  für  a  =  14, 
/,  -  15,  <-      13,  (/—  :i7,  b"^  40,  r'=-  44  den  Inhalt  der  Grundfläche 

ß  ===  \7{f  —  a)  (s  —  b)  (s  -^)  =  84 

und  ebenso  die  der  Seitenflächen  gleich  105  y?,  264,  240,.  also  die  gesuchte 

Oberfläche  irlrirh  .''^s  j  '^(t'.M. 

I5?t  \oii  einer  regelmäßigen  «-seiii^ni  l'yramide  mit  der  (Iriindkante  a,  der 
Neigungswinkel  if,  den  die  Seitenfläche  mit  der  Grundfläche  bildet,  gegeben,  so 
wird  die  Projektion  einer  Seitenfläche  auf  die  Grundfläche  berechnet,  indem  man 
(Irii  Inhalt  der  Seitenfläche  mit  cos«/'  multipliziert  (§  G  Nr.  3);  die  Summe  der 
l'roji'ktionen  jjibt  aber  die  Grundflärhe  6^,  nlso  wird  die  Summe  der  Seiten- 
flächen erhalten,  wenn  man  G  durch  cosy;  dividiert.  Mithin  hat  man  die 
Oberfläche 

G  180» 

O^G-i----t    G=^Vfia^cot       .  . 
coByr  *  m 

Die  Oberfläche  0  eines  regelmäßigen  Polyedeia  mit  der  Kante  a  wird  be- 
rechnet, indem  man  den  Inhalt  F  einer  Begrenznngsfläche  mit  der  Anzahl  der 
Flächen  multipliziert  Ist  ein  solches  Polyeder  von  regelmäßigen  Dreiecken  be- 
grenzt, so  ist 

mithin  erhält  man  für  das  Tetraeder: 

für  das  Oktaeder 
und  beim  Ikosaeder: 

Die  Oberfläche  des  Würfels  ist 

0  =  ^a^  , 
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Der  Inhalt  eines  regelmäüigeu  Fünlecks  mit  der  Seite  a  ist  {Fiantmetrie 
%  33  Nr.  4)   

25  +  10]  5  , 
also  ist  die  Oberfläche  des  regelmäfiigea  Dodekaeders: 

(7  =  3a^j  25  +  10  [5  . 

9«  Die  Überfläche  eines  Cvlinders  besteht  aus  dem  Mantel  und  den  beiden 
EndMchen*  Denkt  man  sich  auf  dem  Mantel  unendlich  viele  Seitenlinien  ge* 
zogen,  so  wird  er  in  unendlich  viel  unendlich  kleine  Ftächenelenaente  zerlegt, 

die  man  als-  Parallolo^rnmnie  ansehen  kann.  Schneidet  man  den  Mantel  längs 
ein«"r  St  itrnliiii»'  auf,  so  kann  man  diese  FlHrhctii  lrmculc  nrhenfinander  in  eine 
tbene  gelegt  denken.    Der  Mantel  ist  also  in  eine  Ebene  abwickelbar. 

Die  Abwicklttngsfigur  ist  begrenzt  von  zwei  parallelen  Geraden,  die  gleich 
der  Seit<Milinie  des  Mantels  sind,  und  zwei  parallelen  Kurven,  deren  Länge  gleich 
drm  l'nif,in<j  drs  Crundkreises  des  Cvliiidcr';  sind,  drron  snnsticjr  F.iernsrhaften 
aber  mit  den  iliUsmittpln  der  Flpmi-marniathrmatik  nicht  b«"trachtr  t  werden  können. 
£s  ist  daher  auch  nicht  inuglich,  den  Inhalt  des  Mantels  elementar  zu  berechnen. 
Nur  in  dem  besondem  Falle  des  geraden  Cylinders  werden  die  Fl&chenelemente 
Rechtecke,  die  aneinander  gelegt,  wieder  ein  Recbteck  bilden,  dessen  Grund- 
linie der  rektifizierte  Umfang  des  Grundkreises  und  dessen  Höhe  die  Seitenlinie 
oder  die  Höhe  des  Cyhnders  ist.  Bezeichnet  also  r  den  Radius  der  Grundfläche 
und  k  die  Höhe,  so  ist  der  Mantel  des  geraden  Cylinders: 

M=2nrh  , 

die  Oberfläche  also 

0^2nrh-\-2nr*  . 

Beispiele:  ' 

1.  Ist  der  Mantel  eines  geraden  Cylinders  zu  berechnen,  dessen  Höhe 
h     15,4,  und  dessen  Grundflächenradius  r  «  22,6  ist,  so  hat  man 

2  .  22,6  .  15.4  ♦  n 

auszurechnen.  Wählt  man  für  ^  behuls  einer  bloß  ungefähren  Berechnung  dea 
Nftberui^iswert  3 1 ,  so  erhält  man 

^=  -   — "  —  «  2  .  22,6  .  2,2  .  22  =  2187,68  . 

Re(-hn<>t   nian   mit   fünfstelligen   Logarithmen  und  setzt  dementsprechend 

71  —  3. 141  Öl»,  so  erhält  man 

M^^  2:it  h  =  2lS().so 

log  2/-  ^  l70Ö  511 
log/i  1,1b  752 
logn     0,49  715 

\o^M=  B,33  9dl 

Man  ersieht  hieraus,  dali  das  erste  Resultat  um  mehr  ab  1  fehlerhaft  war. 
Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  fOr  r  und  h  gegebenen  Werte  absolut  genau 
seien;  in  der  Praxis  wird  jedoch  anzunehmen  sein,  da0  die  bis  auf  Zehntel 

etwa  eines  Ccnfimeters  angegebenen  Zahlen  bis  zur  Hälfte  eines  solchen  Zehntels 
feiderhafi  sein  können:  in  diesem  Falle  i^-f  das  Produkt  "1  rx  i  h  um  fast  12  un- 
sicher, so  daü  die  Recimung  mit  genauerem  Werte  von  ,t  nutzlos  ist,  und  man 
als  Resultat  in  runder  Zahl  2190  anzunehmen  hat. 
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2.  Ks  sei  der  Mantel  eines  Cylinders  zu  Ix  rechnen,  der  einem  t:t  t;ebenen 
Würfrl  mit  der  Kante  a  umschrieben  ist.   Der  Durchmesser  der  Grundfläche  des 

Cylinders  ist  gleich  d*T  Diatrnnalp  fines  Quadrats,  dessen  Seite  tf  ist,  aJs0  4iy2» 
und  die  Höhe  des  Cylinders  a.    Deutnach  erhält  mau 

M  =  7i(i\  'l  •  a  —  nu'  J  2  • 
Die  Oberfläche  dieses  Cyliodets  ist 

<?  =  «tf«/2 +  2«.  i(tfy5j)*«»w-i»(V2  +  l)  ■ 

3.  Die  Gleichungen  für  M  und  0  können  als  Beziehongen  swischen  diesen 
Werten  und  denen  von  r  und  4  rar  Berechnung  irgend  einer  dieser  Größen 

dienen,  wenn  die  andern  gegeben  sind. 

l'in  z.  B.  die  Dimensionen  eines  Rechtecks  zu  hpstimmrn,  mit  dem  man 
den  Mantel  eines  geraden  Cylinders  bekleiden  kann,  der  mit  einem  regelmäliigeu 
quadratischen  Prisnta  gleiche  Oberfläche  und  gleiche  Höbe  ha^  wenn  die  Grund- 
kante des  Prismas  a  und  die  Seitenkante  ^  gegeben  sind,  hat  man 

also  ist 

woraus 

r'-f^r  =  — ■  , 


W    ■  •     4  2 


folgt,  yciu  dm  heidpn  Wertr-n  für  /'  ist  der  eine  negativ  und  drihrr  bei  der 
Anwendung  der  quadratischen  Gleichung  auf  die  vorliegende  eingekleidete  Auf- 
gabe nicht  sn  gebrauchen.  Die  gesuchten  Seiten  des  Rechtecks  sind  also  d  und 


2  71  /•  ^  1  4         !-  2    />)  -•-  .-T-'  />■  -  Ttb  . 

3.  Auch  jeder  Teil  des  Mantels  eines  geraden  Cylinders,  der  von  zwei 
Seitenlinien  eingeschlossen  ist,  lälit  sich  durch  Abwickeln  in  eine  ICbene  berechnen. 
£r  ist  gleich  einem  Rechteck,  dessen  Seiten  die  Seitenlinie  des  Cylinders,  die 
gleich  seiner  Höh(*  ist,  und  der  Arischen  den  Seitenlinien  liegende  Bogen  des 
Grundkreises  sind. 

ist  2.  B.  die  Oberdache  eines  durch  einen  Achsen- 
schnitt  von  einem  geraden  Cylinder  abgeschnittenen  Halb- 
c>'linders  zu  berechnen,  so  hat  man 

Soll  die  krumme  Fläche  eines  Ausschnitts  eines 
geraden  Cylinders  berechnet  werden,  der  zwischen  zwei 
Achsenschnitten  liegt,  die  den  Neigungswinkel  a  bilden, 
so  hat  man 


ISO» 


Wird  ein  gerader  Cvlinder  durch  eine  dtn  Gruitd- 
fläche   nicht  parallele,  jedoch  diese   nicht  schufitit-nde 
Ebene  geschnitten,  so  kann  man  durch  die  Endpunkte  Pig.8t& 
der  längsten  and    der   kürzesten    Seitenlinie    eines  ab- 

U""«'"hnittrrnMi  'I'-mIs  der  (jruiulfliu  iir  paralli-lr  l'hcnrn  legen  fl'i!:.  '.W'ls.  Diese 
i.bcnen  schlieüen  dann  einen  Cvhnder  ein,  dessen  durch  die  Schnittebeue  ent- 
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stehende  Teile  miteinander  zur  Drrknnc:  pt  bracht  werden  können.  Hieraus  folgt, 
daü  der  Schnitt  den  Mantel  dieses  Zylinders  halbiert,  und  man  erhält  somit  für 
den  Mantel  des  Bcbief  abgeschnittenen  geraden  Cylindentumpfs,  wenn  a  und  ^ 
die  längste  und  kflneste  Seitenlinie  sind, 

^^^^  .  •  h 

M=^  2nr  , 

m 

d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  gleich  dem  Mantel  eines  vollständigen  geraden 

Cvlinders  mit  derselben  Grundflächet  dessen  Höbe  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  atis  der  läneJ'fPn  und  <!er  kürzesten  Seitenlinie  ist. 

4.  Die  ( )bert1,i(  he  eines  Kegels  besteht  aus  dem  Mantel  und  der  Grund- 
fläche. Denkt  man  sich  die  unendlich  vielen  Seitenlinien  des  Mantels  gezogeo, 
SO  wird  dieser  In  unendlich  viel  unendlich  kleine  Flächenelemente  serlegt«  die 
als  Dreiecke  anzusehen  sind.  Schneidet  man  den  Mantel  längs  einer  Seitenlinie 
auf,  so  kann  man  diese  unendlich  kleinen  Dreiecke,  deren  Grundlinien  unendlich 
kleine  Bogcnelemente  des  Grundkreises  sind,  in  eine  Ebene  nebeneinander  ge- 
legt denken.  Der  Kegelmantel  ist  also,  wie  in  Nr.  2  beim  CyUndermantel 
gezeigt  wnrde»  abwickelbar.  Die  Abwicidangsfigur  des  Kegelmantels  ist  begrenzt 
von  zwei  gleichlangen  Geraden,  die  von  einem  Punkt  ausgehen  und  die  beide 
gleich  der  Seitenlinie  sind,  an  der  man  den  Mantel  aufgeschnitten  hn(.  nnd  einer 
Kurve.  Da  man  die  Eigenschatten  dieser  Kurve  eleraentiir  nicht  betrachten 
kann,  so  ist  es  im  allgemeinen  nicht  möglich,  den  Flächeninhalt  des  Kegel- 
mantels zu  bestimmen.  Nur  in  dem  besondem  Falle  des  geraden  Kemels  werden 
die  Tinendlicli  klein<'n  Dreiecke  sämtlit'h  uleiehsehenkü^,  d:t  d'-r  gerade  Kegel 
lauter  Ldeii  lie  Seitenlinien  hat.  Die  den  Mantel  begrenzende  Kurve  wird  daher 
ein  Kreisbügen,  dessen  Raduis  diese  Seitenlinie  ist  und  der  gleich  der  Peripherie 
des  Gnmdkreises  ist  und  der  Mantel  wird  ein  Kreissektor.  Nach  JVawimetrie 
%  35  Nr.  2  wird  ein  Kreissektor  berechnet  wie  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie 
der  Botfon  und  dessen  Höhe  der  Radius  ist.  Hat  nun  der  Grundkreis  des 
Kegels  den  Radius  r  und  ist  s  die  Seitenlinie,  so  bat  man  den  Lihalt  des 
Mantels  eines  geraden  Kegels 

M=  \  '  2nr  '  s  SS  nrs  ; 

seine  Oberfläche  ist  also 

0  ^  nrs     nr*  . 

Beispiele: 

1.  Ist  r««0,3H,  /ia-9,64  gegeben,  so  ist  zunächst  *  =  |^r«  -f  h*  an  be> 

rechnen.    Man  erli.ilt  r     11,(545  und  hieraus  M  =  0,33  •  9,645  •  Ji  =-  1"  rund. 

2.  F-^  -sei  (Ii,-  ()berfläche  eines  Körpers  zu  berechnen,  der  ans  einem  ge- 
raden Cylmder  und  zwei  auf  seinen  KndHächen  stehenden  geraden  Kegeln 
zusammengesetzt  is^  deren  Höhen  den  Radien  der  Endflä«^en  gleich  sind.  Ist  k 
die  Höhe,  r  der  Grundflächenradlus  des  Cylinders,  so  erhält  man 

0=  -\-2nr\r-  -f     =  2jir{h  +  r\2)  . 

3.  Den  Inhalt  des  von  zwei  Seitenlinien  eingeschlossenen  Teiles  des  Mantels 

eiip  s  geraden  Kegels  erhält  man  in  entsprechender  Weise  wie  in  dem  gleichen 
I  alle  beim  CVlinder  in  Nr.  3.  Ist  b  die  Länge  des  zugehörigen  Bogens  der 
Grundfläche,  so  iüt 
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4.  Ist  aul5er  dem  Radins  /  des  GnmdkreiBe»  der  Neignngsvinkel  a  der 
Seitenliaie  zur  GruudQächc  gegeben,  so  ist 

r 
Cosa 

mithin 

^         •  . 

 ,   0  =  nr*-{  . 

cosa  cösa 

Da  jrr-  der  Inhalt  des  Grundkreises  und  dieser  als  Projektion  des  Mantels 
anzusehen  ist,  so  ist  diese  Formel  analog  der  in  Nr.  1  für  die  regelmäiJigc 
Pyramide  gefnndenen. 

ö.  Hat  der  Kreissektor,  der  als  Abwicklungsfigur  des  Mantels  eines  ^rcraden 
Kegels  ( ntsteht,  d<  n  c 'entriwiakei  <o,  so  ist,  da  zu  ihm  im  Kreise  vom  Radius  s 
der  Bogen  2jir  gehört: 

=  360».         =360«.-  =360».  Cosa  . 

Ist  also  a  s=  60«t  d.  h.  der  Acbsenschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  so  ist 
der  Mantel  ein  Halbkreis.  Ist  a  ^  60*,  so  ist  der  Mantel  kleiner  oder  größer 
als  ein  Halbkreis. 

(■).  Von  einem  geraden  Kep*»!  sei  der  Mantel  Af  und  der  Inhalt  F  des 
Achsenschnitts  gegeben.  Zur  Bestimmung  der  Unbekannten  r  und  A  hat  man 
dann  die  Gleichnngen: 

r  ^  /   -f  //2  =  —  ,  rh^J', 


aus  denen  sich 


h  = 


F 
r 


ergibt.   Ferner  erhält  man  noch  die  Seitenlinie 

M 


*  nr 

nnd  für  ihren  Neigungswinkel  sur  Grandflache: 

h  nF 
sina  sas  -  =  . 

7.  In  eine  Kogel  vom  Radios  r  ist  ein  gerader  Kegel  von  der  Höhe  h 

eingeschrieben;  wie  groU  ist  der  Mantel  des  Kegels?  In  dem  gemeinsamen 
Achsenschnitt  von  Kugel  und  Kegi^l  ist  der  Radius  q  der  Grundfläche  des  Kegels 
eine  Ordinate  zur  Abscisse  also 


nnd  die  Seitenlinie  des  Kegels 
also 


Ist  der  Mantel  M  dieses  Kegels  gegeben  und  der  Winkel  a  gesucht,  den 
die  Seitenlinie  mit  der  Grundfläche  bildet,  so  hat  man 

js2rBina,     g  »  fcoso  —  2r  sina  cosa  , 

mithin 

M  =  4  ;i  r- sin-a  cosa  ; 
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es  ist  daher  cosa  eine  reelle  Wiuxel  der  kubischen  Gleichung: 

Af 


C(M*a  —  COBO  + 


8.  Kin  gerader  Kecel,  dessen  Grundflärhcnradius  r  ist,  hat  die  Uberfläche  0^ 
wie  groß  ist  der  Radius  q  der  eingeschriebenen  Kugel? 
Ana  der  Gleidmag 

ergibt  sich  die  Seitenlinie 

0 


s  — 


71  r 


und  aus  ähnlichen  Dreiecken  die  Proportion: 

g     _  _  _ 


5.  Der  Mantel  eines  geraden  Kegclsturapfs  entsteht  in   der  Abwicklung, 

wenn  man  von  dem  Mantel  des  er* 
ijäazten  Kegels  den  des  Ergänzunj;s- 
ki'L;«'1s  weifnimmt.  Da  beide  kon- 
zentrische Kreissektoren  %  on  gleichem 
Centriwinkcl  sind,  so  ist  die  Ab- 
wicklangsfigoT  des  Mantels  ein  Ring« 
Sektor  (Fif;.  Hl 3),  dessen  begrenzende 
Boppn  die  Umfange  der  Endflächen 
und  dessen  Breite  die  Seitenlinie 
des  Kegelstumpfs  Ist  Der  Inhalt 
eines  Ringsektors  ist  gldch  dem 
eines  Trapezes,  dessen  parallele  Sei- 
ten die  rektifizierten  begrenzenden 
Bogen  und  dessen  Höhe  die  Breite 
des  Ringes  ist. 

Haben  also  die  Endflächen  die 
T\  KÜen  r,  >     und  ist  s  die  Seiten* 
linie,  so  ist  der  Mantel  des  geraden  Kegelsturapis 

M ^  ?  .  #     «(ri  +  r,)* 

und  seine  Uberfläche 

n{r^-{-  r,)/  -f  nr*'\-  nrl  . 

Beispiele: 

1.  Es  sei  die  Höhe  eines  geraden  Kegelstumpfs  zu  berechnen,  dessen 
Mantel  M  —  252  ist,  wenn  auAerdem  die  Peripherien  der  beiden  Endflächen 
/i  =  25,      s  17  gegeben  sind.    Da  /|  —  2nr^f      »  Sat^,  so  ist 


also    M  > 


A  +A 


2jW 


2     '  2  A+A 

Mittels  eines  Acfasenschnitts  des  Kegelstnmpfs  erhält  man  femer 
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Für  das  Zalileabeiq»iel  hat  man 

2  .  252     252     ,  ^ 
'  42-^21  =  '-  ' 


8 

*       *  2« 


>l=l/u4  —  ^i  «  11,932  . 

»  f  31* 


2.  Von  einem  geraden  Kegelstumpf,  der  den  Mantel  Af  hat,  ist  die  DitTerenz 
/-^  —  r j  SS  und  der  Neigungswinkel  a  der  Seitenlinie  zur  Grundfläche  gegeben; 
wie  gToB  sind  die  Radiea  und  der  Eadll&chen?  Ans  dem  Achsenschaitt 
findet  man 

Cosa 

mithin  ist 

Ji(r,  4-  r*)  ,      »"i  +  's  =  — i  » 

cosa 

folglich  ergeben  sich 

=  * 

3.  Um  eine  Kugel  vom  Radius  r  ist  ein  gerader  Kegelsiumpl  bescUriebeu, 
dessen  Seitenlinie  mit  der  Gmndfiftche  den  Winkel  a  bildet;  wie  grofi  ist  seine 
Oberfläche?   Wenn  ein  Kegelstampf  eine  Inkngel  hat,  so  ist  (§  20  Nr.  4) 

j  =  ri  +  r,  , 

also 

Nnn  ist 

•2r 

r,  +     -  .  -  ,     r^r^=r*  : 
*  stna 

mithin  ist 


\8ra*rt  / 


4.  Ans  dem  Umfang  2  u  des  Achsenschnitts  eines  geraden  KegelsLumpfs 
und  der  Höhe  A  ist  die  Überfläche  zu  berechnen.  Da  ri  +  a'^  +  *  —  »  gegeben 
ist,  so  hat  man 

ri+r,  =  «  — (ri -f  rj)f  =     — **  ; 

also  auch 

f-i  -r  2  r,     ^  —  2      -t-  ^  , 

da  aber  {r^  —  r,)*  ■=     —  oder 

is(,  so  erhält  man  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  und  Division 

™"  ^*  r»  +  r«=  |(»»  — Ä')  — «f  +  i*  . 

Nuu  ergibt  sich  die  Oberfläcljo 

0^71  f(/-,  +     ^  +  /■?         -  ^71     —  /r)  . 

.').  Wenn  ein  rechtwiukligrs  Tr,i|M  /.  mit  dem  spitzen  Winkel  a  und  dem 
Inhalt  /■  um  die  normale  nichtparallele  Seite  rotiert,  so  beschreibt  es  einen 
geraden  Kegelslumpf;  die  parallelen  Seiten  sind  die  Radien       und       der  End- 
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Üächen,  die  schiefe  nichlparallcie  Seite  ist  die  Seitenhnie  s,  die  normale  diu 
H5be  4.    Aus  der  Formel  für  den  Inhalt  des  Trapezes  ergibt  sich 

2/ 

und  außerdem  ist 

s  =  - —  , 
sma 

mithin  ist  der  Mantel 

F 
sina 

Die  Formeln  für  die  Mäntel  des  geraden  Cylinders  und  dt  s  -jeraden  Kegels 
sind  besondere  Fälle  von  der  für  dm  Mantel  des  £;<»r.TdeTi  Ki  i^i  lstmnpfs.  Setzt 
man  in  dieser  r,  =  0,  so  erhält  man  den  Mantel  des  geraden  Kegels;  wird 
Tj  —  r,,  so  wird  zugleich  s  —  A  und  man  erhält  den  Mantel  des  geraden 
Cylinders.  In  der  Tat  haben  alle  drei  Flächen  gemeinsam,  daß  sie  entstehen 
durch  Rotation  einer  Strecke  um  eine  Achse,  die  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegt 
und  deren  I*lndpiiiikte  auf  dersellx'!!  Sciio  lirr  Achse  liegi  fi  Hiben  die  End- 
punkte der  Strecke  von  der  Achse  die  Abstände  und  r^,  t.u  gilt  für  die  ent- 
stehende Fläche  allgemein  die  Formel 

wobei  i  (/-,  -f-  /-j)  der  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Strecke  von  der  Kotations- 
achsc  ist. 


§  22.    Volumen  der  Polyeder,  des  Cylinders  und  Kegels. 

1,  Die  Gröüe  des  Raumes,  den  ein  Körper  einnimmt,  hciüt  sein  Volumen. 
Die  Bestimmung  des  Volumens  der  KArper  ist  die  Aufgabe  der  Volumetrie. 
Das  Volumen  eines  Kdrpers  messen,  heißt  das  \'f-rhältnis  dieses  Volumens  aur 
Volumeneinh«^it  hfstimmfn.  Als  \'<)ltim»'iieinheit  dient  df-r  Würfel,  dessen 
Kante  die  Längeneinheit,  dessen  Seitentiuche  also  die  Flächenemheil  ist.  Da 
die  konventiofielle  Längeneinheit  der  Meter  (tn)  ist,  so  nennt  man  die  Volumen- 
einheit  Kubikmeter  (r^,  m'). 

Da  der  Würfel  ein  besonderer  Fall  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  ist,  so 
hat  III. in  ziinärh'^t  (iif  Aufgabe  zu  lösrn.  das  \'erhaltnis  der  \'n1iimir!n  /'  und  /' 
\on  zwei  rechtwinkligen  Parallelepipeden  zu  bestimmen.  Smd  die  anstolienden 
Kanten  der  beiden  Körper  ay,  l>^,  und  a. ,  h^,  gemessen,  d.  h.  kennt  man 
die  Zahl  der  Längeneinheit  i  n,  'lie  sie  enthalten,  so  muU  es  eine  Länge  k  geben, 
die,  wenn  man  *:te  mir  htnrfirhnid  klriti  nimm?,  bfi  fpdcr  \  prlanirtf'Ti  Genauigkeit 
in  allen  sechs  Kanten  ohn»-  Rest  enthalten  ist  (Sgl.  Planimetrie  J;  21  Nr.  4  und 
§24  Nr.  1).  Denkt  man  sich  diese  Länge  auf  den  anstoßenden  Kanten  jedes 
der  beiden  Parallelepipedc  aufgetragen,  so  wird 

(/,      w;,  /  ,    by  -  «j  /.  ,    r,  --  j>,  ^  ;    ii.,      w.,  /.  ,    /'..      //^  /  ,  p,  ). 

s*'in,  wfihfi  '''i  .  ;?j ,  \  m.,,  ii , .  f> .  natürliche  Zahlen  sind.  Legt  man  durch  jeden 
Teilpunkt  der  Kanten  Ebenen  parallel  zu  den  auf  den  Kanten  beukrechtcn  Ebeneu 
der  Parallelepipede,  so  werden  die  beiden  Körper  in  kongruente  Wfirfel  von  der 
Kante  X  zerlegt,  und  zwar  der  Körper  1  in  fttit*\P\>  der  Körper  2  in  i»fn^f*\ 
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mithin  igt  das  Verhältnis  der  beiden  Volumina 

'1  ^  "*i  «lA 
Ft     tu*  «» A 

oder 

d.  h.  die  Volumina  zweier  rechtwinkliger  Paralleleptpede  verhalten 
sich  wie  die  Pr'xhikte  auB  den  Zahlen  der  Längeneinheiten  der  drei 
aDStoUenden  Kanten. 

Nimmt  man  nun  als  das  zweite  Parallelepiped  die  Volumencinheit,  d.  h.  ein 
ParaUelepiped»  dessen  drei  anstoBende  Kanten  1  sind  und  welches  das  Volumen  1 
hat,  und  hat  das  erste  mit  den  anstoßenden  Kanten  a,  c  das  Volumen  80 
ist  nach  diesem  Satze: 

/'         ahc         a     b  c 
1  1       1  *  1  '  1  ' 

d.h.  die  Zahl  der  ^*o!  u  ni  e  n  «>  i  n  h  ei  t  en  eines  rfi'htwinkligen  Parallel- 
«'pipeds  ist  sileicli  dem  Produkt  atf*  d<  r  Zahl  der  LUncfeneinheiten 
der  drei  anstoüenden  Kanten.  Da  man  die  letzte  Gleichung  einlach 
schreiben  kann: 

1)  V^ah€  , 

so  spricht  man  den  Satz  in  der  abgekürzten  türm  aus: 

Das  Volumen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  ist  gleich  dem 
Produkt  der  drei  anstoßenden  Kanten. 

Von  einem  Würfel  mit  der  Kante  a  erhält  man  hiernach  das  Volumen 

und  umgekehrt,  wenn  das  Volumen  V  eines  Würfels  gegeben  ist,  seine  Kante 

- 

«— . 

Hieraus  erklärt  sich  die  Benennung  Kubus  für  die  dritte  Potenz  und 
Kubikwurzel  für  die  dritte  Wurzel;  ebenso  die  Bezeichnung        für  cfim. 

Da  al>  der  Inhalt  der  nrnndllärhr  (7  des  rechtwinkliLicn  I*arallide|»ii)<'(is 
und  c  als  die  Höhe  //  angesehen  werden  kaim,  so  kann  man  1)  auch  in  der 
Form  schreiben: 

!♦)  V^Gk  , 

d.  h.  das  Volumen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  ist  gleich  dem 
Produkt  aus  Grundfläche  und  Höhe. 

Beispiele: 

1.  Wieviel  Kubikmeter  Sauerstoti"  enthält  die  Luft  eines  rechtwinkligen 
Zimmers,  das  '.).:U  m  lani:,  5,^2  //;  breit  und  4,73  m  hoch  ist,  wenn  in  100  Teilen 
Luft  21  Teile  Sanerstort  enthalten  sind? 

Man  erhält  y,3i  •  ö,82  •  4,7 :J  •  0,21  —  51  ///'',  mit  einer  Unsicherheit  von 
weniger  als     m\  wenn  die  Messungen  der  Seiten  bis  auf  0,005  m  genau  waren* 

2.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Parallelerpiped  anfertigen,  so  daß  sein  Volumen 
20>>U,  seine  Oberfläche  fMMj,  und  der  I  nit m«^  seiner  (irundtläche  ."»S  betrage. 
Wie  lang  sind  die  Kanten  zu  machen?  Ls  seien  x  und  y  die  Grundkanieu, 
ti  die  Seitenkante. 
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Znf  Attflöauag  dieser  Aufgabe  erbilt  man  die  drei  Gleichungen: 

xy  +  x8-\-jfg'^  \  *  996  =  498  , 
J  .  58      29  . 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt: 

.rv-f  (ji -f  v)c  r=  4!)H  , 

20S0 

und  setzt  man  lu  diese  .r -)-  v  =  29  aus  der  dntten»  xy  *=   aus  der  ersten 

ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  * 

s 

deren  Auflösung 

249  +  41  208 
«  29—.  «i-10.«t-"2ä- 

gibt   Der  erBte  Wert  von  z  fährt  mittels  der  Gleichungen 

xy  =  208  ,    ^  +  y  29 

aul  Jf  —  IG ,  ^  ^-^  13 ,  wenn  man  x^f}'  vürausseizt,  der  zweite  führt  mittels 
jr/«290,  jr+^  =  29  aul  komplexe  Werte  von  x  und  and  ist  also  nicht 
brauchbar.    Somit  sind  die  gesuchten  Kanten  16,  IH  und  in. 

2.  einfachste  Verhältnis  zweier  L.'leichartiL;er  CröL*)rn  ist  die  Cleichheit. 

Zwei  Körper  heiüen  einander  gleich,  wenn  sie  gleiches  \  olumen  haben.  Denkt 
man  sich  zwei  Körper  zwischen  parallelen  Ebenen  liegend,  so  kann  man  sie  durch 
unendlich  viele  diesen  Ebenen  parallele  Ebenen  in  eine  unendlich  grofle  Zahl 
unendlich  dünner  Schichten  zerlegen.  Sind  nun  an  jeder  Stell«-  ]<•  zwei  solche 
Schichten  hf^ider  KörjxT  «'inander  gleich,  so  müssen  aitrh  die  Summen  der 
Schichten  in  beiden  Körpern  einander  gleich  sein.  Das  \  olumen  eines  solchen 
Volumenelfnneats  hängt  bei  seiner  unendlich  kleinen  Höhe  nar  von  der  Größe 
der  Querschnitte  ab,  vorausgesetzt,  daß  sich  diese  in  jedem  der  beiden  Körper 
nach  irgend  einem  Gesetze  stedg  ändert.  Daraus  erkennt  man  die  Richtigkeit 
des  Satzes  von  Cavai.ikri: 

Liegen  zwei  Körper  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  und  bringt 
jede  zu  diesen  parallele  Ebene  in  beiden  Körpern  gleiche  Querschnitte 
hervor,  so  sind  die  Körper  einander  gleich. 

Man  kuniiie  diesen  Satz  am  ti  in  der  l'laninietrie  anwenden,  um  die  Salze 
über  die  Flächengleichheit  zu  begründen.    Er  würde  sich  da  aussprechen  lasseu 

in  der  Form:  Liegen  zwei  Figuren 
zwischen  Parallelen  und  schneidet 
jede  diesen  beiden  parallele  Gerade 
die  FicTiiren  tn  trli  i<  hen  Strecken, 
so  sind  die  l-iguren  einander  gleich 
(Fig.  314).  Aus  ihm  würde  sich 
sofort  anschaulich  die  Gleichheit 
von  zwei  Pnrrtllelo.'rnnimen  oder  von 
zwei  Dreiecken  mit  gleicher  Grund- 
Fig.  Uli.  linie  und  Höhe  ergeben.  Im  Interesse 

des  Anfängers  führt  man  jedoch  in 
der  Planimetrie  seit  laKim  die  Gleichheit  auf  die  einfachere  Kongruenz  zurück, 
indem  man  zeiL't,  daÜ  sich  gleiche  Figuren  aus  kongruenten,  die  nicht  in  dern- 
selben  Siuue  augeordnet  werden,  herstellen  lassen,  in  der  Stereometrie  würde 
dieser  Weg,  schon  bei  den  Grundformen  der  Polyeder,  weitläufig  und  unbequem  sein. 
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3.  Zwei  Prismpn  oder  zwei  Cvliiifler  oder  ein  Prisma  und  i-iti  Cvlindor  von 
gleicher  Grundfläche  und  gleicher  Höhe  genügen  den  Voraussetzungen  des  Saues 
von  CAVAUeu:  sie  lassen  sich  zwischen  zwei  parallele  Ebenen  legen,  in  denen 
die  Endflächen  der  Köiper  liegen  und  da  in  jedem  Körper  alle  den  beiden 
Ebenen  parallele  Schnitte  seiner  Grundfläche  koiiornent  sind,  so  sind  sie  in 
briden  Körpern  einander  pleioh,  wenn  die  Gnuuitlächfn  einander  gleich  sind. 
Prismen  oder  Cylinder  von  gleicher  Grundiiäche  und  Höhe  sind  also 
einander  gleich.  Daher  muß  ein  Prisma  oder  ein  CjUnder  gleich  einem 
rechtwinkligen  Parallelepiped  von  gleicher  Grundfläche  and  gleicher  Höhe  sein. 
Ks  ist  daher  das  Volumen  des  Prismas  und  des  Cylinders  nach  der 
Formel  1*)  in  Nr.  1 

2)  Gh  . 

Für  den  gemeinen  Cylinder,  dessen  Grandkreis  den  Radius  r  hat,  ist 
G  —  »r*,  also 

3)  V^nr-h  . 

Beispiele: 

1.  Ein  regelmäßiges  «-seitiges  Prisma»  dessen  Kanten  samtlich  gleich  a  sind, 
hat  das  Volumen 

K=  jut»  cot   . 

n 

2.  Aus  einem  Stoffe,  der  das  spezifische  Gewicht  0,5  hat,  ist  ein  Prisma 
verfertigt,  das  20U,8  wiegt  und  4  dm  hoch  ist.  Wie  groß  ist  die  Grund- 
fläche       Es  folgt  ans  der  Gleichung 

G  •  411  •  0,5  =  200,s  ,    G  -  lo,04  cm  '-  . 

H.  Eine  Rührf»  aiis  Kiii)f>'r  hat  die  Län^c  /  -  1,2  ///,  den  äiiUrni  Durch- 
messer ä  ~  lö  cm  und  djis  (jewicht  /•=  90  kjii.  Wie  dick  ist  die  Wandung  und 
wieviel  Wasser  faßt  die  Röhre,  wenn  das  spezifische  Gewicht  x »-  9  ist?  Das 
Volumen  der  Röhre  ist  die  Diflerens  zweier  Cylinder  von  der  Hohe  /  mit  den 
Radien  \  d  und  \  d  —  jc,  wenn  x  die  Dicke  der  Wandung  ist  Es  ergibt  sich 
also  die  Gleichung: 

Wti  ätI—n{U  —  x)-  l\s  =  P 

oder 


X*  —  dx-\  j-^i) 


welche  die  brauchbare  Wurzel 


liefert   Die  andre  Wurzel  wurde  >lä  sein.   Das  Volumen  der  Höhlung  ist  dann 

P 

y=.n{y  —  xyu^}!idu  . 

Das  Zahlenbeispiel  gibt  x  =  3,55  mm,  V=  520,14  dm^,  also  faßt  die  Röhre 
520,14  k,^  Wasser. 

4.'  Ein  dreiseitiyos  Prisma  vom  Volumi'n  /'  hat  dii»  rirtindkantm  t.  />,  c\ 
es  sind  die  Volumina  des  um-  und  des  eingeschriebenen  (.Vhnders  zu  berechiifu. 

Sind  r  und  q  die  Radien  des  Um-  und  des  Inkreises  der  Grundfläche,  so 
sind  die  Volumina  der  beiden  Cylinder 
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Stereometrie. 


Nun  ist  der  Inhalt  F  der  Grundfläche  des  Prismas  aus  den  drei  Seiten  zu 
berechnen  und  man  erhält  ans 

V 

«nd  die  Radien 

abc  F 

mithin  ergeben  sich 

a'-bU*..        ^  AF 
loA'  {a b -r  c)- 

5.  In  eine  Kugel  vom  Radius  r  ist  ein  gerader  Cylinder  beschrieben,  der 
den  Mantel  M  hat;  wie  grofi  ist  »ein  Volamen  Ki*    Man  erhält  zu 

worin  g  der  Radius  des  Grundkreises  des  Cylinders  ist,  aus  dem  gemeinsamen 
Achsenscbnitt  von  Kugel  und  Cylinder  die  zweite  Gleichung 


also     

M 

folglich 


und 


Es  gibt  zwei  Cylinder,  bei  denen  q  und       untereinander  vertaoscht  sind. 

6*  Das  Volumen  eines  Prismas,  dessen  Grundfläche  G  ist  und  dessen  Seiten* 
kante  s  den  Neigungswinkel  q>  mit  der  £bene  der  Grundfläche  bildet,  ist 

Ist  eine  an  der  Gnmdfläche  liegende  Ecke  bestimmt,  so  ist  ip  die  qyhärisdie 
Höhe  des  dieser  Ecke  zugeordneten  sphärischen  Dreiecks,  die  nach  §12  Nr.  2,  9) 
berechnet  \\rrd( n  kann.  Für  oin  Rhomboeder  mit  der  Kante  a  und  dem  sintzen 
Kantenwinkcl  a  erhält  man  z.  B. 


Fe»2asysinfasin»|o  . 

4.  Zwei  Pyramiden  oder  eine  Pyramide  und  ein  Kegel  oder  zwei  Kegel  von 

gleicher  Höhe  kann  man  zwischen  zwei  parallele  Ebenen  legen,  so  daß  die  Grund» 

ilärhen  in  Hie  eine,  die  Spitzen  in  die  andre  fallen,  f Iahen  zivei  solche  Körper 
die  Grundtlächen  und  G..  und  bringt  eine  dritte  zu  den  beiden  Ebenen  parallele 
Ebene  die  Schnittflächen      und  F»  hervor,  so  muS  nach  §  16  Nr.  2 

G, 

sein.  Ist  also  G^^  ~  6^j,  so  rnuU  auch  Fy  ~  /j  sein.  Nach  dem  Cw.^i.rnRi scheu 
Satze  sind  also  Pyramiden  oder  Kegel  von  gleicher  Grundfläche  und 
gleicher  Höhe  einander  gleich. 
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Zwischen  der  Ebene  der  beiden  Grundflächen  und  der  Schnittebene  liegen 
Fyramirien-  oder  Kegelstnmpfe,  die  ebenfalls  den  Voraussetzungen  des  Satzes  von 
Cavaueri  genügen.  £s  sind  also  auch  Pyramiden-  oder  Kcgelstumpfe 
von  gleichen  Endflächen  und  gleicher  Höhe  einander  gleich. 


iig.n(. 


T 

Fiv.«& 


Ein  dreiseitiges  Prisma  kann  diirrh  zwfi  cbpof  Schnitte  in  drei  gleiche 
Tetraeder  zerlegt  werden.  I<egt  man  nämlich  einen  Schnitt  durch  eine  Grund- 
kante  AB  (Fig.  :Ü  5)  mid  die  nicht  in  derselben  Seitenfläche  liegende  Ecke  F  der 
andern  Grandfläche  des  Prismas,  so  wird  ein  Tetraeder  ABCF  abgeschnitten«  das 
zur  Grundflächf  dio  Hrundfläche  ABC  des  Prisma"?  ha(,  iind  dessen  Höhe  gleich 
der  Hohe  des  Prismas  ist.  Der  übrigbleibende  Körper  ist  eine  vicrseitipr 
Pyramide,  deren  Spitze  /  und  deren  Grundfläche  die  Seitenfläche  Aß  ED  des 
Prismas  ist  Diese  Pyramide  kann  mittels  eines  durch  F  und  eine  Diagonale  DB 
ihrer  Grundfläche  gelegten  Schnittes  (Fig.  316)  in  zwei  Tetraeder  zerschnitten 
werden,  deren  Grnndn.ic  hen  D/'H,  />.//?  einander  gleich  sind,  und  die  dieselbe 
Spitze  also  auch  gleiche  Höhen  haben.  Diese  beiden  Tetraeder  sind  also 
einander  ^eich.  Das  eine  kann  aber  als  ein  Tetraeder  betrachtet  werden,  das 
die  Gmndfläche  DEF  des  Prismas  zor  Grundfläche  und  ihre  Spitse  in  Bt  also 
auch  gleiche  Hohe  mit  dem  Prisraa  hat  Dieses  Tt  (ra<-der  hat  mit  dem  zuerst 
abgesclinittenen  ABCF  gleiche  Cnindfläche  tmd  gleiche  Höhe  und  ist  ihm  also 
auch  gleich.    Somit  sind  die  drei  i  etraedcr  einander  gleich. 

Umgekehrt  kann  ein  Tetraeder  ABCß  als  der  dritte  Teil  eines  dreiseitigen 
Prismas  betrachtet  werden,  das  mit  ihm  gleiche  Grandfläche  G  und  gleiche 

Höhe  h  hat. 

Daher  ist  das  Volumen  des  i'etraeders 

4)  K=  ^Gh  . 

Da  eine  Pyramide  oder  ein  Kegel  gleich  einem  Tetraeder  von  gleicher 
Grundflache  und  Höhe  ist,  so  eilt  die  Formel  4)  auch  für  das  Voltimen  einer 
Pyramide  oder  eines  Kegels  mit  der  Grundfläche  G  und  der  Hohe  //.  Bei 
dem  gemeinen  Kegel,  dessen  Gmndkreis  den  Radios  r  hat,  ist  noch 

ö)  / '  —  \n  /  *  /'  . 

Ein  Pyramidenstumpf,  dessen  Endflächen  6^,  >  G.,  sind  und  der  d'r  TIöli''  // 
hat,  ist  tlie  Differenz  der  ergänzten  und  der  Ergänzuiigspyramide,  die  die  Höhen  h^^ 
und  //^  fiaben;  es  ist  also  sein  Volumen 

P  =  i^'i'^'i  \G*hi  . 
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Setzt  man  hierin  die  Weite  für  ^  und  ans  §  10  Nr.  3  ein,  so  ergibt 
sich  das  Volumen  des  Pfranideiistnmpfs 

6)  V^^jM:^^%^\h{G,^fG,G,^G;^  . 

Dieselbe  Formel  gilt  auch  für  das  Volmnen  des  Kef^elstumpfs,  wobei  man 
G^  —  nr^,  Gj^Tirj  tu  setze  n  hat,  wenn  r,  >  r,  die  Radien  der  Endflächen 
sind.    Damit  ergibt  sich  das  Volumen  des  Kegelslumpfs 

7)  y=^^h''J^';-  =  ^^^'{r^  +  r,r,-\-r^)  . 
Beispiele: 

1.  Das  Volumen  einer  regelmäSigen  ff-seitigen  Pyramide  mit  der  Grand- 
kante a  und  der  Seitenkante  d  ist 

y=  r^na*b  coxa  mnß  . 

wenn 

a  =  ,    coaß  -= 


isL    Dabei  ist  ß  der  Neigunf^swinkel  der  Scitenkante  zur  Grundfläche. 

2.  Kill  regelmäßiger  «-seiticr<*r  Pyramidensiumpi,  dessen  Grundkante  a^, 
dessen  Kndkante       und  dessen  H«ilie  A  ist,  hat  das  Volumen 

Jf'=  J(a,*-ftf,  öj +  <!,«)  4  cot  . 

H.  Hin  rpqelmäüiges  l'olyeder  kann  in  kongniente  repehnäßige  Pyramiden 
zerlegt  werden,  deren  Spitzen  im  Mittelpunkt  des  Polyeders  liegen  und  deren 
Ginndfl&chen  die  Seitenflädien  des  Körpers  sind;  die  Höhe  jeder  Pyramide  Ist 
der  Radius  g  der  Inkugel.  Ist  O  die  Oberfläche  des  Polyeders«  so  gibt  die 
Summe  dieser  Pyramiden  das  Volumen  des  regelmäßigen  Polyeders 

Ans  den  in  §  20  Nr.  3  fär  o  und  in  §  21  Nr.  ]  ffir  0  aus  der  Kante  tr 
berechneten  Werten  erhält  man  für  das  regelmäßige 

Tetraeder:     K— /o<r'|2  , 
Hexaeder:      F'=  «i*  , 

Oktardrr:  h'f-^]-  y 

DüdekaetU  r:  V      ]./''(l'>  +  7  |  5 j  , 
Ikosaeder:     V  =  {^ja^{)ii ^)  • 

Für   d(  II   Würfel  ist   «las  Krsultat  ohne   weiteres  bekannt.     Das  reguläre 
■[■(•frardor  hat  dio  Gnindilärh«'  l</'-]3  und  die  Höhe  o\  '  ■    Has  rcunlän-  nkta- 
(  tier  besteht  aus  zwei  regelmäßigen  quadratischen  Pyramiden,  deren  Grundfläche 
und  deren  Höhe  isL 

4.  Sind  von  einem  Tetraeder  drei  anstoßende  Kanten  b,  c  und  die 
Winkel  ab^  be,  ea,  die  sie  miteinander  bilden,  gegeben  und  betrachtet  man  die 
Fläche  der  Kanten  a,  b  als  Grundfläche,  so  ist 

G=\abmiabt   h^^entkip  , 

wenn  ^  mit  der  Grundfläche  den  Neigungswinkel  97  bildet    Dieser  ist  aber  die 
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sph.irische  Höhe  dos  der  Ecke  mit  den  Seiten  a  bCf  ca  zageordnetea  ^häiiscbea 
l>reiecks,  also  ist  nach  §  12  Nr.  2  Formel  9) 

2 

sinop  —        ,  '  S  y 

sin  (/  /' 

demnach  ergibt  sich  das  Volumen  des  Tetraeders 

V^\Gh^\abc  ^  S  . 

Aus  der  Analogie  dieser  Formel  mit  der  für  den  Inhalt  eines  Dreiecks  er- 
klärt sich  die  Bezeich  nun  p  F.ck  cnsiniis  für  die  Größe  S. 

5.  Ist  um  eine  Kugel  vom  Radius  r  ein  gerader  Kegel  beschrieben, 
dessen  Seitenlinie  mit  'der  Grundfläche  den  Winkel  a  bildrt,  so  ist»  wenn  der 
Grundkteis  den  Radius  q  hat,  die  Höhe  des  Kegels  q  tana»  also  das  Volumen 
des  Kegels: 

V ^      q^  xniXia  > 

dabri  ist 

q  =  r  cot-|a  . 

Wenn  man  diesen  Wert  in  V  einsetzt,  so  kann  man  umiormi-u: 

2  cos*  \a  /   1  \ 

*^=4ÄHcotUa.         -    -  i.Tr«cotna         4-1  • 
*  *         Cosa  *    \C08a  / 

Nnn  ist  die  Oberfläche  des  Kegels 

Ö  =  .-ip— ^— 4-»o«  =  jir^cotHaj— !— +  Ij  ; 
Cosa  *   Vcosa  ^ 

mithin  hat  man  die  Beziehung 

6.  Von  einem  geraden  Kegelstompf  ist  die  Höbe  die  Seitenlinie  s  und 
der  Mantel  M  gegeben;  wie  groß  ist  das  Volumen  Vi   Man  hat 

da  nnh 

r\  +  r,  r,  +  r\  -  f  (r,  +  r,f  +  i  (r,  —  r,)« 

ist,  so  ergibt  sich 

+  "-*•)  • 

7.  Ans  einer  Pyramide  mit  der  Grundfläche  G  und  der  Höhe  //  soll  durch 
zwi'i  der  Grundfläche  parallele  Ebenen  ein  Pyramidenstumpf  von  der  Höhe  k 
und  dem  Volumen  V  heransgesrliniUen  werden.  Sind  die  Endflächen  des 
Stumpfes  >  und  ist  der  Absland  der  kleinern  von  der  Spitze  der 
großem  also  jr  -|-  i(,  so  hat  man 

und 

Durch  Einsetzen  erhält  man  för  x  die  qoadratiache  Gleichong 
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welche  die  brancbbafe  Wunet 


liefert   Die  andre  negative  Wunel  würde  die  Bedeutung  habdn,  dai  man  auch 

die  Pyramide  in  der  Erweiterung  über  die  Spitze  hinaus  schneiden  könnte. 

8.  Schneidet  man   einon   Kegelstumpf,  dessen  Endflächen  die  Radien 
und      haben  und  dessen  Höhe  h  ist,  durch  eine  zu  den  Endflächen  parallele 
£bene  in  einem  Kreiie  vom  Radius  ^  so  da6  die  Hdhe  in  die  beiden  Ab- 
schnitte jcj  und      geteilt  wird»  so  haben  die  beiden  Teile  des  Stumpfes  die 
Volumina 


1 


Nun  gelten  die  Plroportionen: 


SO  daß  man  erhält 

Das  Verfailtnia  beider  Teile  ist 

K,         -  g' 

Der  Kegelsturnpl  wird  also  halbiert,  wenn 


—      ^      —  r^i  ,    i}  =  }  !  + 

ist.  Die  End»  rmiiitzen  v,  und  a\.  des  Schnittes  von  den  Endflächen  ergeben  sich 
tlaiin  aus  den  obigen  Proportionen. 

9.  Es  sei  das  Volumen  V  eines  Kegels  zu  berechnen  aus  dem  Radius  r 

des  Grundkreises,  der  Achse  a  und  dem  Winkel  y  an  der  Spitze  des  Haupt- 
achsenschnittcs.  Der  Il.iuptarhsrnsrhnitt  t^nthält  die  kleinste  Seitenlinie  j-j  .  die 
größte  und  die  Höhe  h  des  Kegels;  drückt  oian  seinen  Inhalt  doppelt  aus» 
80  hat  man 

y  rh 

und  nach  dem  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatz  ist 

4     =     -f  jj  —  2  j,    cosy  ~  $1  ~\-  sl  —  4  r  h  coiy  . 

Nun  ist  aber  nach  §  18  Nr.  8 

+     =  2tf»+ 2r»  ; 
so  dafi  aus  der  vorigen  Gleichung 

Ä  =  -  -tany 

und  das  Volumen 

K=  f  jrr«>*      l^r{<i^-  —  ''-)  tan 7 

erhalten  wird,  i  ur  a  —  r  wird  der  Ausdruck  iür  V  unbcätimml,  weil  dann 
y  =  90®,  tau)'  ■=  00  ist.  In  der  Tat  ist  in  diesem  Falle  der  Hanptachsenschnitt 
nicht  bestimmt:  es  muß  noch  ein  andres  Bestimmungsstfick  gegeben  sein.  Für 
<r  <  r  wird  y  >  90",  tany  also  negativ. 


üigiiizeo  by  ^oo<^l< 


I  22  Volvmcn  dtr  Ftüftätt,  des  Cyiinders  und  ]Cegds<  5d9 


10.  Es  ist  der  Kotationskeget  zu  bestimmen,  dessen  Mautcl  M  und  dessen 
Volwnen  r  gegeben  kL  Lrt  der  Radios  der  Gnmdfliche,  y  die  Höhe  so 
ergeben  die  beiden  Gleichungen 

durch  Elimination  von  y  die  kubische  Gleichung  für  x^: 

 -jf*  +  — -  =  0  . 

Ist  9»  der  Neigungswinkel  der  Seitenlinie  sur  Grundfläche,  so  ist 


M 


■  M  f    jc'  =  —  Cosa? 
cos^  n 

und  man  erhält  die  kubische  Gleichung  für  cos^: 

,   ^^^^^  A 
cos"<0  —  cos«  -f-  -,      =  0  . 

5.  Die  Grundformen  der  Polyeder  sind  besondere  falle  des  Prismatoids 
(§  14  Nr.  4).  Die  bisher  entwickelten  Formeln  der  Volumetrie  der  Polyeder 
mfissen  also  in  der  Formel  für  das  Volumen  dieser  allgemeinen  Polyedeiform» 
die  in  folgender  Weise  erhalten  werden  kann,  als  besondere  Fälle  enthalten  sein. 

Man  lege  durch  das  Prisniatoid  mit  den  Endflckhen  ABCD  und  El-dlf 
(Fig.  317)  eine  von  beiden  Kndfläclieu  gleich  weit  abstehende  parallele  Ebene 
und  nehme  in  dem  entstehenden 
Mittelschnitt  IKLMN  einen  be- 
liebigen  Punkt  P  an,  der  mit  jedem 
Eckpunkt  des  Körpers  durch  eine 
Gerade  verbunden  wird.  Diese  Ge- 
raden können  als  die  Kanten  einer 
Anzahl  von  Pjaamiden  betrachtet  wer- 
den, deren  ßemeinschaflliche  Spitze  P 
ist  und  in  die  das  q^anze  Pritmafoid 
geteilt  wird.  Zwei  von  diesen  Pyra- 
miden haben  die  halbe  Höhe  des 
Prismatoids  zur  Höhe  und  je  eine 
der  Endflächen  zur  Grundfläche.  Be- 
zeichnen wir  die  Flächeninhalte  der 
Endflächen  mit  (7|  und  G^^  die 
Höhe  des  Prismatoids  durch  so 
ist  die  Summe  der  Inhalte  der 
beiden  Pyramiden  gleich  -  \  h 

-\-  \G.^'  \h=  \h{G^-\-  G^).  Die 
übrigen  Pyramiden  haben  die  Seiten- 
flächen des  Prismatoids  zu  Grund- 
flächen, und  können  vierseitig  oder 
dreiseitig  sein.  Man  braucht  jedoch 
nur  dreiseitige  Pyramiden  in  Betracht 

an  ziehen,  da  jede  vierseitige  durch  einen  ebenen  Schnitt,  der  durch  die 

Spitze  P  und  eine  Diagonale  der  Grundfläcln"  s^eht,  in  zwei  Tetraeder  zerlegt 
werden  kann.  Ist  nun  FPF  die  Grundfläche  eines  Tetrm'ders,  so  wird  diese 
durch  die  Ebene  des  Mitielschnitts  in  zwei  P\Tamiden  geteilt,  die  mit  dem 
Tetraeder  dieselbe  Höhe  haben.  Daher  verhält  sich  die  kleinere  dreiseitige 
Pyramide  P{BKL)  zur  ganzen  P{BEF)  wie  die  Grundfläche  BKL  zur  Grund- 


Fig.  317. 
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fläche  BEF>  Da  nun  der  Mittebchvitt  die  Kanten  BE^  BF  in  K  and  L  halbiert, 
so  ist  BEF  viermal  so  groß  als  BKL  und  folg^  auch  das  Tetraeder  F{BEF) 
viermal  so  groB  als  das  Tetraeder  P{BKL).  Die  Pyramide  P{BKL)  kann 
nun  auch  als  eine  solche  betrachtet  werden,  deren  Gnmdfläche  PKL  und 
deren  Spitze  B,  deren  ilöhc  also  gleich  \h  ist.  Demnach  ist  der  Inhalt  dieser 
Pyramide  gleich  \PKL  *  \hf  und  derjenige  der  Pyramide  P  (BEF)  also  gleidi 
\FX£)  •  A.  Da  sich  diese  Entwickluntr  aul  jede  der  Pyramiden  anwenden  läßt, 
so  folgt.  daC  dir  Summr  ihrrr  Volumina  Lzlcich  '',{PA'L  PLM  rMX^...)h 
ist.  Die  in  der  Klammer  enthaltene  Summe  ist  gleicli  ilcra  Itilialt  des  Mittel- 
schnitts J/,  also  ist  jene  Pyramidensumme  gleich  \Mh.  Addiert  man  hierzu  die 
vorher  berechnete  Summe  der  beiden  ersten  Pyramiden,  so  erhält  man  das  Vo- 
lumen des  Prismatoids 


oder 


8) 


Für  das  Prisma  mit  der  Grundfläche  G\AG^-=  M=         Gt  also  Gäi 

bei  der  Pyramide  mit  der  Grundfläche  G  ist  6",  C,  J/=  \G,  G^  -  0,  also 
y=:^Gh\  iür  den  Pyramidenstumpf  mit  den  Endflächen  G^  und  G^  ist  nach 

§  IG  Nr.  H 

^M^^i^G^  +  SG^),  ii/-i((;i  +  2Vc;r<^,  +  <?,)  , 

also  ,  . 

\k{G^      ]G,G.^  +  G^)  . 

Da  di<'selben  \'o!nnipnfonnrIn  auch  für  die  den 
Polyedern  entsprechenden  runden  Körjier:  Cylinder,  Kepel, 
Kegelstumpf,  gelten,  so  sind  auch  diese  Körper  in  volu- 
metrischer  Beuehung  als  besondere  Formen  des  Prisma« 
toids  anzusehen. 

Beispiele: 

1.  Kin  dreiseitiges  Prisma  sei  durch  eine  der  Grund- 
fläche nicht  parallele  F.bejif  durchschnitten.  Man  soll 
das  Volumen  des  schiefgeschuitteoen  Prismas  be- 
rechnen. 

Da  die  Kante  DA  der  Fläche  BCFE  (Fig.  318) 
parallel  ist,  so  kann  man  den  Köqjer  als  ein  Prismatoid 
betrachten,  dessen  eine  Endfläche  BCFE,  und  dessen 
andre  Grundfläche  auf  die  Kante  DA  reduziert  ist.  Der 
Mittelschnitt  hat  dann  zwei  parallele  Seiten  KGt  IM,  ist  also  ein  Trapes.  Es 
sei  nun  A'PQ  ein  Normalschnitt  des  Prismas  und  PX  p  seine  Gmndiinief  so 
ist  seine  Höhe  h  zugleich  die  des  Prismatoids.  Bezeichnen  nun  ht  £  der 
Reihe  nach  die  paralleleu  Kanten  ADt  Bßf  CFf  so  erhält  man 


also 


3 
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Setzt  maa  uun  den  Flächeninhalt  des  Normalschnitts  NPQ 

so  erhält  man 

g  +  ^  +  f 
'^^        H  ^  ' 

d.  h.  das  schieigeschniitent'  dreiseiuy«'  i'ti^ma  ist  gleich  einem  Prisma,  dessen 
Gnmdfläche  ein  Normalschnitt,  nnd  dessen  Höhe  gleich  dem  aritbmetiBcheii  Mittel 
der  drei  parallelen  Kanten  ist 

Man  kann  dii^sr-Ti  Satz,  benutzen,  um  auch  die  Vnlumliia  schiefgeschnittener 
Prismen  von  mehr  als  drei  Sr-itcn  zu  berechnen,  indem  man  diese  Körper  durch 
Schnitte  in  dreiseitige  Prismen  zerlegt. 

2.  Den  Inhalt  eines  Kastens  (Pontons)  zu  berechnen,  dessen  Grundflächen 
Rechtecke  mit  den  Längen  rx, ,  <*j  und  den  Breiten  A, ,  b.,  sind  und  dessen  zu 
«lieseii  Flfu iu  n  senkrechte  Tiefe  ^  ist  «i  =  1,145  J»,      *=  0,875  »*,      =  1,536  M, 

^  0,9 1<»  in,  h  ^  0,2:^4  m. 
•V«    L)aä  Priämatoid  ist  iu  diesem  Falle  ein  Obelisk.    Der  Mittelschnitt  ist  ein 
Rechteck  mit  den  Seiten  \{ay  +      und  \{b^  -f  ^s)«  es  ist  also 

(7,  =  <T,     ,    G.,  =  lu  Ik^  ,    J/  —  i      -1-  '««X^i  +  h)  ' 

mithin 

=  i A  K  ^,  +  tf,    +  (4f,  +         +  ^,)J  =  0,2801  . 

Wenn  =  ist,  so  reduziert  sich  die  eine  Endll&che  an!  die  Kante  o,; 
es  entsteht  ein  dachförmiger  Körper*  dessen  Volumen,  wenn  man  b  für  schreibt, 

sich  auch  nach  Beispiel  1  als  das  eines  schiefgeschnittenen  Prismas  ergeben  würde. 


Fi9.8lS. 


3.  Zwei  sich  kreuzende  Kauten  Alf  =^  CD  ~  des  Tetraeders  AßCD 
(Fig.  31!))  bestimmen  zwei  parallele  Ebenen.  Das  Tetraeder  läBt  sich  daher 
als  ein  Prismatoid  ansehen,  von  dem  die  beiden  Endflächen  auf  die  Kanten  AB 

tinrl  CD  ri'duziert  sind.  Der  Mitti-lschnitt ,  drssiTi  Fbrne  zu  den  beiden  parnl- 
leleu  Kbenen  dief^er  K.iiiifii  parall«'!  i>^t,  wird  ein  l'arallt'Iouramm,  dessen  ;ui- 
stoUende  Seiten  J</j  und  den  Winkel  e  einschlieiieu,  der  gleich  dem  Winkel 
ist,  den  die  beiden  sich  kreuzenden  Kanten  miteinander  bilden.    Man  hat  also 

=  0  ,    C,  =  0  ,    Af=  \  <7j     sine  : 

ist  dann  noch  der  kürzeste  Abstand  p  der  beiden  sich  kreiueuden  Kanten  tfj 
nnd      gegeben,  so  erhält  man  das  Volumen  des  Tetraeders 
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Beim  legelmäßigen  Tetraeder  kretusen  sich  die  Kanten  rechtwinkltgi  a1«o  ist 
sin  f  ^  1 ;  p  ist  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden  sich  kreusenden 
Kanten,  demnach 

wenn  =  ^  —  a  gesetzt  wird.  Also  erhält  man  das  Volumen  des  regelmäßigen 
Tetraeders  mit  der  Kante  a: 

in  Übereinstiromimg  mit  Nr*  4  Beispiel  3* 


§  23.    Volumen  und  Oberfläche  der  Kugel  und  ihrer  Teile. 

1»  Man  beschreibt  um  den  Kreisqiiadraaten  AOC(Fig.  320)  das  Quadrat  AOCD^ 
dessen  Seiten  AD  und  CD  also  den  Quadrantenbogen  berähreut  sieht  die  Dia- 
gonale OD  und  zu  AO  eine  beliebige  Senk- 
rechte, die  den  Quadrantenbogen  in  /*,  ^Öin 
CD  in  R  und  OD  in  S  schneidet.  Läüt  man 
diese  Figur  um  AO  rotieren,  so  beschreibt 
der  Kreisquadrant  eine  Halbkugel;  das  Qua- 
drat AOCD  den  um  die  Halbkugel  beschriebe- 
neu  Rotationscylinder:  das  Dreieck  OAD  einen 
RoiatioQskegel,  dessen  Gnmdäache  die  Halb- 
kugel berfihrt  und  der  seine  Spitse  im  Mittel- 
punkt der  Kugel  hat;  das  Dreieck  OCD  einen 
Hohlkörper,  dr-r  entsteht,  wenn  man  aus  dem 
Cvlinder  den  Koi;i'l  herauspcsrhnilte!!  denkt. 
QP  bescineibt  einen  Parallelkreis  der  iiaib- 
kugcl,  QR  einen  durch  den  Cylinder  parallel 
der  Grundfläche  gelegten  Schnitlkreis,  QS  einen 
Kreisschuitt  durch  den  Kessel  und  endlich  .V^  einen  Kreisring,  der  als  Schnitt 
des  Hohlkörpers  zu  betrachten  ist  Zieht  man  in  der  coticrendea  Figur  noch  OP» 
so  bat  mau 

nun  ist  aber  O/'  =  OC  =  QR  und  QO  ^  QS,  weil  OQS  ein  gleichschenklig 
recbtvirinkliges  Dreieck  ist    Man  kann  also  für  die  Begebung  schreiben 


oder 


QI^  =  QR*  —  QS^ 
TtQF*  =^7iQR^  —  rr  QS^ 


Es  ist  nun  :j  QP^  der  Inhalt  des  Parallelkreises  der  Halbkugel,  n  QA'-'  der 
des  Sdmittkreiscs  des  C^linders,  nQS-  der  des  Schuittkreises  des  Kegels,  also 
n  QU*  —  TT  QS^  der  Kreisring,  der  als  Schnitt  durch  den  Hohlkörper  ansnsehen  ist. 
Mithin  ist  der  SchnitdEreis«  den  eine  beliebige,  za  den  Endflächen  des  Cyltnders 

parallele  Ebene  in  der  Halbkugel  hervorbrinpf,  ^leit  h  dem  Kreisring,  in  dem  der 
Hohlkörper  durch  diese  Eb«'ne  geschnitten  wird.  Die  llalbkntr''l  tind  der  Hohl- 
körper sind  also  einander  gleich,  weil  sie  den  Voraussetzungen  des  Cavaukki scheu 
Satzes  genügen.    Damit  ist  der  ARCHiMEDische  Satz  bewiesen: 

Eine  Halbkugel  ist  gleich  dem  ihr  umschriebenen  Cylinder  ver- 
mindert um  den  Kegel  von  derselben  Grundfläche  und  Höhe. 
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Ist  der  Radios  der  Halbkugel  r,  so  ist  demnach  ihr  Volumen 

mithin  daa  Volumen  der  Kugel: 

1)  r=  liJir^  . 

Ist  der  Durchmesser  der  Kugel  2r=^ä,  so  ift  auch 

2)  V^^nd*  . 

Das  Volwnen  der  Kugel  kann  man  sich  in  unendlich  vu-lo  kegelförmige 

\'oliinittu'lcment(»  xfrlegt  denkfn,  von  denen  jedes  ein  Flachenelement  der 
Kugeloberrtäche  als  Gnindfläche  hat  und  deren  Spitzen  im  Mittelpunkt  der  Kugel 
liegen.  Die  Höhe  jedes  solchen  konischen  Volumenelcments  ist  der  Radius  der 
Kugel.  Ist  /  ein  Flächenelement  der  Kugelfläche,  so  ist  das  Vohunenelement  \fr. 
Addiert  man  alle  diese  V^olnmenelemente  die  dieselbe  Höhe  r  haben,  so  ^ibt 
die  Summe  aller  Flfu  Ii«  uelemente  die  Oberfläche  O  der  Kogel;  mithin  muß  sich 
das  Volumen  der  Kugel  ausdrücken  lassen  in  der  Form 

d.  h.  die  Kugel  ist  gleich  einem  Kegel  (oder  einer  Pyramid«  ),  dessen  Grund- 
fläche die  in  einer  Kbene  ausgebreitete  (komplaoiertc)  Kugcloberfläche  und 
dessen  Hohe  der  Kugelradios  ist  Da  man  nach  1)  V  kennt,  so  ergibt  sich  die 
Oberfläche  der  Kugel 

3)  Ö*^4»r«  . 

Sie  ist  also  das  Vierfoche  des  Inhalts  eines  gröflten  Kreises  oder  gleich 
dem  Mantel  d(>s  umschriebenen  Cylindeis. 

Beispiele: 

1.  Kiue  Büchscnkugel  habe  den  Durchmesser  0|4  cm.  Wie  groÜ  ist  ihr  Ge- 
wicht Pt  wenn  das  spezifische  Gewicht  des  Bleies  11,33  ist? 

Man  erhält  „   „   

2.  Um  die  VVandstärke  einer  hohlen  eisernen  Kii'^cl  zw  bestimmen,  wurde 
sie  in  Wasser  geworfen  und  mau  iaud,  dali  sie  gerade  zur  llailte  einsank.  Der 
äufiere  Durchmesser  der  Kugel  war  2  dem',  das  spezifische  Gewicht  des  Eisens  7,4. 
Wie  proU  ergibt  sich  hieraus  die  Wandstärke  der  Kugel,  wenn  das  Gewicht  der 

eingeschlossenen  Luit  nicht  berücksichf ii;t  wird? 

Ist  die  Wand  der  Halbkugel  xihin  dick,  so  ist  ihr  Volumen 

also  iur  /•  1 

r=  |jr(3«  — 3*»  +  *»)  , 

und  mithin  ihr  Gewicht  7,4  •  Vkg»  Dieses  Gewicht  ist  gleich  dem  einer  Halb- 
kugel aus  Wasser,  deren  Radius  r  ^1  ist,  mithin  gleich  Aß-  Hieraus  folgt 
die  Gleichung 

7,4  .  2  .  (Sx  —  3*«  +  .v^)  =  1  , 

oder  besser: 

7,4.2(1— (1 =  1  , 

woraus 
also 

1  —  a  =  L        =  0,97695  ,    jc  =  1  —  0,07«1>5  =  0,02305  äim  , 
oder  ungefähr  2,3  Millimeter  folgt. 
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3.  Eine  Kugel,  dereo  Volumen  V  gegeben  ist,  aoU  in  einen  geraden  Kegel 

vcnvandclt  werden,  dessen  Grundfläche  gleich  einem  größten  Kreise  der  Kugel 

ist«    Wie  lantr  wird  die  Seitenlinie  dieses  Kegels? 

Ist  r  der  Radius  der  Kugel,  s  die  Seitenlinie  des  Kegels,  so  ist 

also 

\.  Wif  vf^rhrilt  si(  h  die  Obi  rflärhc  O  einer  Kugel  zum  Mantel  .1/  des  um- 
schriebenen Kegelstumpfs,  dessen  Si'ii.-nlinie  den  Winkel  n  mit  der  (Jrundfiächf 
oildet?    Ist  Q  der  Radius  der  Ku^^t  l,  i  die  Seitenlinie  des  Stumpfes,  so  ist 

Nun  ist  aber 

9  »  Ixnna  •    0=5s»*'sin*o  , 

demnach  ist 

O  —  J/sin^a  . 

Für  a  =  90^  wird  O  —  M%  der  Kegelstumpf  geht  in  den  umschriebenen 

Lylinder  über. 

5.  In  eine  Kugel  vom  Radius  r  ist  ein  gerader  C}'Under  einzuschreibeo, 
dessen  Oberfläche  in  der  der  Kugel  ein  gegebenes  Verhältnis  1  :  X  hat  Der 
Radius  q  des  Grundkreises  und  die  Höhe  h  des  Cylinders  lassen  sich  ausdrücken 
durch  die  ßrcitc  r/  des  Parallelkreises  der  Kugel,  der  die  Grundfläche  des 
Cylinders  ist;  man  hat 

Q      r  cosq;  ,    h  --^  2rsin^^  . 

Es  soll  dann 

2jTrcos^  •  2rsin^  -f  2n/-cos-y  =  ^  •  4;Tr* 

sein.    Man  hat  daher,  wenn  man        einführt,  die  goniometrische  Gleichung: 

2  —  1 

cos 29?-f-  2  8in  297  =  — ^  - 

zu  lösen.  Für  A  ~  2,  wenn  also  die  Cyltnderoberfläche  die  Hälfte  der  Kugel* 
Oberfläche  sein  soll,  ergibt  sich  einfacher 

tan  2  9?  -  —1 ,    tp^  76«  43'  .S"  . 

2.  Durch  die  Rotation  des  Halbsegroents  AQP  (Fig.  320  S.  602)  entsteht 
fin  Teil  des  Kugelvolumens,  den  man  Kugelsegment  nennt.    QP  ^  Q  ist  der 

Radius  seines  Grnndkreises,  JQ  -  h  die  Höhe.  Da«?  Volumen  de'?  Segments 
ist  gleich  dem  durch  die  I^beue  seuies  Grundkreises  abgeschnittenen  i'eües  des 
Hohlkörpers,  der  durch  Rotation  des  Dreiecks  SRD  entsteht  Dieser  Teil  des 

Hohlkörpers  ist  gleich  dem  Volumen   eines  CVlindeis,  dessen   Grundkreis  den 

Radius  /  liat   und   dessen  Höhe  //  ist,   \ ermindert   um    einen   K  •Istumijf 
gleicher  llolie,  dessen  Grundtidcheu  (!ie  Radien  r  und  Q^S  —  QO     r  —  //  haben. 
Mithin  ist  das  Volumen  des  Seguu  nis 

r     TT  r-h  —  \  71  h  fr«  -i  r^r  —  h)  h  \r  —  ^)-'J  , 

welche  Tormel  sich  vereinfachen  läUt  zu 

4)  r=  i3r>>»(3r  — >l)  . 
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§  23  Voliunen  nnd  Oberfläche  der  Kugel  und  ihrer  Teile.  |jo5 

I' ür  r  =  k  geht  das  Segment  in  die  Halbkugel  öber;  in  der  Tat  gibt  die 

Fonnel 

Durch  eine  Ebeno,  die  nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehti  wird  das  Kugel- 
volumen in  mrei  Segmente  seriegt,  von  denen  das  eine  kleiner,  das  andre  gröAer 
als  die  Halbkugel  ist.  Die  Höhe  des  kleinem  ist  kleiner,  die  des  großem  größer 

als  der  Radius. 

Die  Formel  4)  pilt  nach  ihrer  Ilcrieitung  ztln.i^h?^t  nur  für  h  'f  r .  DaÜ  sie 
aber  auch  für  //  >  /•  gilt ,  zeigt  sich  durch  folgende  Betrachtung.  Fuhrt  man 
statt  h  die  Entfemtmg  OQ  « t  der  Ebene  des  Gmndkieisea  vom  Mittelpunkt 
ein,  setzt  also  k^r  —  ^,  so  wird 

Für  das  größere  Segment  würde  nun  h  —  r  -\-  e  zu  setzen,  d.  h.  ^  mit  — e 
SU  vertattschen  sein;  man  wflrde  dadurch  erhalten 

Da  mm  wirklich  F-f-  V  =  \nr\  d.  h.  das  V  olumen  der  Kugel  gibt,  so  ist  damit 
bewiesen,  daß  die  Formel  4)  auch  für  A  >  r  anzuwenden  Ist 

Führt  man  in  die  Formel  4)  statt  des  Kttgelradius  r  den  Radios  q  des 
Grundkreises  des  Segments  ein,  so  hat  man 

+ A< 

SU  setzen;  damit  erhalt  man  das  Volumen  des  Segments 

In  Fig.  320  S.  GU2  rotiert  der  Kreissektor  AOP  um  einen  ihn  begrenzenden 
Radius  AO  und  beschreibt  einen  Kagelsektor,  der  als  Summe  eines  Kugel» 

soj;ments  und  eines  Kegels  erscheint,  dessen  Gmudkreis  der  d«  N  Srn^ments,  dessen 
Spitze  der  Kneolmittelpunkt  und  dessen  Höhe  QO^r  —  h  isU  Die  Summe  der 
beiden  Volumina  ist  also 

y  =  i  .-r  —  h)  \  \  .-T    (r  —  //)  . 

Setzt  man  hierin  den  Wert  für  p^,  so  ergibt  sich  die  einfache  Fonnel  lür  das 
Volumen  des  Kugelsektors: 

Auch  diese  Formel  gilt,  wie  man  sich  leicht  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der 
Segmentforntel  überzeugen  kann,  für  >  r.  Für  A  =^2r  erhält  man  das  Volumen 
der  Kugel  ^Jif'^' 

Ist  der  Centriwinkel  AOP  ^  n  des  rotierenden  Kreissektors  gegeben,  so 
hat  man 

h  =  2rsinHa 

einsusetxen,  wodurch  man  für  das  Volumen  des  Kugelsektors  die  weitere  Fonnel 

7)  K=4.Tr«8inHa 

erhält    Diese  gibt  den  Kngelsektor  als  Bruchteil  des  Kugelvoluracus. 

Schneidet  man  eine  Kugel  durch  zwei  parallele  Ebenen,  so  ist  der  zwischen 
ihnen  liegende  Teil  des  Kugelvolnmens  eine  Kugelsc hiebt   Die  Parallelkreise 

der  Kugel  sind  ihre  Endflächen  und  der  Abstand  der  beiden  parallelen  FhrMien 
ihre  Höhe.  Ihr  Vohtmen  kann  Itereehni  t  \vi»rfIcTi  als  Differenz  zweier  kiigel- 
segraente,  die  die    Kiuitiaciien  der  Schiclii   als  (jnimiilaclien  haben.    Sind  also 
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>  j>j  die  Radien  der  Endflächen  und  A  die  Höhe  der  Schicht,  und  haben 
diese  Kngebegmente  die  Höhen  Mi  und  ^,  so  ist  das  Volumen  der  Schicht 
nach  Foxmel  4) 

iÄ4;<S r  -  A.)  -      4,«(3r  -  ^)  «  ^  »I3r -  A,«)  —  (Af     A,')]  . 

Ans  der  Klammer  kann  man  —  A,  »  A  als  Faktor  anshebeo,  so  daß  man 
erholt 

*'-^»A13r(A,  +  A,)  — (A?  +  A,Ai  +  A,*)l  . 

Nun  ist 

e,' ^ (2 /- —  yi.) .  ei-^A'^^-^>)  . 

woraus  man  findet: 

2rA.-e?  +  A?,    2rA,  =  ft»  +  AJ  , 

also: 

ar(A,  H-      ^  lißl  +     +  A/  +  Ai)  . 
Setzt  man  diesen  Ausdmck  in  y  ein,  so  veiwandelt  sich  die  Formel  in: 

da  A*  —  2AiAf  -f      ^  ^''^  ist»  so  cr|»ibt  sich  das  Volumen  der  Kugclschicht: 

g)        y^inAi^e^  +  ^Qii-A')  , 

Die  Formel  pilt  allgemein  für  jede  Lage  der  Endfl.ichen.  In  ihr  sind  die 
Formeln  für  dir  Volumina  der  Kugel  und  des  Segments  als  be??nnderp  Fälle 
enthalten.  Für  /i  =  2  r,  =  0,  =  0  ergibt  sich  das  Volumen  der  Kugel; 
für      ^0  erhält  man  die  Fonnel  5)  fär  das  Segment. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  Formi-I  für  das  Volomen  der  Ku^jelschicht 
sich  aus  Formel  8)  in  §  22  für  das  Prismatoid  ergibt  Hat  der  Mittelschnitt 
der  Kugelscbicht  den  Radius  q^,  so  ist 

^  -       +  i^)[2r  -  iiA,  4-  A^J  «  r (A,  +  A,)  -  i(A.  +  A,)'  . 

Nun  erhält  man  aus 

-\-e^  =  2r  (//,  +  //,)  _  (//,'  +  . 
r{A,-\A,)-liQ;  +  (,;  —  A!  —  Al)  : 

also  ist 

Oi  =  i(2 -h  2 e.«  +  A?  -  2 A.A,  +  A,*)  -  1(2^?  +  2e;  +  ^  . 
In  der  Formel  für  das  Prismatoid  hätte  man  nnn 

G,^7i  Q* ,    G.^JT     ,    M  =  \  .1(2  ol  -r-  2  o;  -f  fr) 

zu  setzpn  und  würde  dadurch  in  der  Tat  die  Fotiih  I  "^i  i'rhaltrn.  Dieses  merk- 
würdige Resultat  findet  seine  Erklärung  dann,  dali  der  Volumenforrael  des 
I'rismatüids  allgemeinere  Kürperformen  folgen,  deren  Hetraclitung  nicht  in  das 
Gebiet  der  elementaren  Stereometrie  fallen  (vgl.  Hf.in;!E,  Genetische  Stereometrie, 
bearb.  von  Lickf:,  Leipzig  Tk»  iinkk  issOi, 

3.  Di  r  Teil  der  Kugoloberflärhe,  der  d  -u  Ku<,'elscktor  und  das  Kugelsegment 
begrenzt,  lier  also  erhalten  wird,  wenn  man  die  Kugel  durch  eine  Ebene  schneidet, 
heißt  Kugelkappe;  der  Teil  der  Kugeloberfläche,  der  die  Kugelschicht  begrenzt, 
der  zwisihen  zwei  parallelen,  die  Kugel  schneidenden  Ebenen  liegt,  Kugelzone. 

Den  KiiL'cIsektor  kann  man  in  derselben  Weise  wie  in  Nr.  1  die  Kiiv'  l 
als  eine  Summe  aus  unendlich  \ieleti  konischen  Voiunn'nelemenien  znfsammi'n- 
j,'eüetzl  denken.  Diese  Betrachtung  führt  auf  den  entsprechend<'n  Satz,  dali  der 
Kugelsektor  gleich  einem  Kegel  sein  muß,  dessen  Gnmdfläche  die  in  einer 
Ebene  ausgebreitete  Kugelkappe  und  dessen  Höhe  der  Radius  der  Kugel  ist 
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Ist  also     der  Inhalt  der  Kiigelluq>pei  so  muß  nach  Formel  6) 

sein.   Demnach  ist  der  Inhalt  der  Kngelkappe: 

9)  F^^nrk  . 

Die  Höbe  h  des  Segments  ist  auch  die  Höhe  der  Kugelkappe.  Ihr  Inhalt 
ist  gleich  dem  Mantel  eines  geraden  Cylinders  von  gleicher  Höhe»  dessen  Gttmd- 
ftäche  ein  größter  Kugelkreis  ist  Der  Inhalt  der  Kngelkappe  ist  der  Höhe  pro- 
portional. Kappen  lifrsolhrn  Kugel  sind  also  clf^ioh,  wenn  sie  gleich«'  Höhe 
haben.  Verdoppelt  man  dir  Ilöhr^  einer  Kupelkapjje,  so  wird  ihr  Inhalt  ver- 
doppelt. Die  größere  Kappt?  bcstt  ht  aber  aus  der  kicinera  und  einer  Kiigel- 
zone  von  gleicher  Höhe.  Mithin  gilt  die  Formel  9)  auch  für  den  Inhalt  der 
Kngelzone. 

Für  h     2r  erhält  man  die  Oberfläche  der  Kugel:  4ffr'. 
4,  Beispiele  zu  Nr.  2  und  H. 

1.  Eine  hölzerne  Kugel  vom  Durchmesser  ä  sinkt  im  Wasser  so  weit  ein, 
daO  der  hervorragende  Teil  die  Höhe  A  hat    Man  soll  das  spesifiscbe  Gewicht  f 

der  Holzart  berechnen.  Da«  Gewicht  der  Kugel  muß  gleich  dem  des  verdrängten 
Wassfrs  «icin:  das  \Va<;<<ervolumea  ist  das  eines  Kugelsegments  von  der  Höhe  ä  —  A, 

Man  hat  also  die  Gleichung 

woraus  sich 

ergibt.    Ragt  z.  B.  ^  des  Kugeldurchmessers  her>or,  so  ist  j  =>0,8U6. 

2.  Es  ist  der  Sektor  einer  Ki^el  su  bestimmen,  bei  dem  Segment  und 
Kegel,  aus  denen  er  besteht,  einander  gleich  sind.    Irt  r  der  Radius  und  a  der 

Centriwinkol  dr-s  rotierenden  Sektors,  so  ist  /  sina  der  Radius  d>'s  Grundkrfises 
von  Srument  und  Kegel  und  rcosa  die  Höhe  des  Kegels.  Da  nun  der  Kegel 
die  Hallte  des  Kugclsektors  .sein  soll,  so  nmli 

^;xHsia-'a  •  rcosa  =    •  ^nr'sin^^a 

sein.  Führt  man  sin'-a  =  1 — cos-a  und  2sinijo«l  —  cosa  ein,  so  cerfältt 
die  goniometrische  Gleichung  in  die  beiden: 

1  —  cosa  =  0  , 
die  das  selbstveiständliche  Resultat  a  —  0  liefert  und 

C03*a  4-  C09O  —  1  —  ü  , 

die 

cosa-4()/r>  — l).     a=  Dl»  49' 36" 

ergibt.   Die  andre  Wuizel  ist  nicht  branchbar,  weil  ihr  absoluter  Wert  >  1  isL 
Ist  A  die  Höhe  des  Segments^  so  ist 

r  —  A        A      ,  .  X 
co8a=     ^    ,       ^=*K^— y»)  » 

wonach  die  Konstrtiktion  leicht  ausführbar  ist. 

3.  Läßt  man  zwei  sich  schneidende  Kreise  mit  <!eii  K  idim  r, ,  und  der 
Centrale  r  nni  die  Ceiitrale  rotiereii.  -.-o  beschrei!>t  die  beiden  Krei-.»  n  ';emei:i- 
same  Fl.äche  einen  iinsenförmiijen  K«,)rper,  der  als  Sunime  zweier  Kugelsegmente 
zu  betrachten  ist.    Der  gemeinsame  Grundkreis  ist  die  Fläche,  die  durch  Rotation 
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der  gemeinsamen  Sehne  der  beiden  Kreise  bcschriebea  wird.  Haben  diese  beiden 
Segmente  die  Höhen      und  il^t  bo  ist  das  Volumen  der  Linse 

K=  i «  A?  (3  r,  —  Ai)  +  i « (3  r,  —     =      [3  r.  Mf  +  3  r,  A «  ^  (A»  +  . 

Nun  ist 

i*,  -f  //j     </  =  r,  +     —  , 

wobei  J  als  Dicke  d<-i  Luise  bezeichnet  werden  kann;  mithin 

Af  +     =  (A,  4-  V  —  3 >i,>>,(^i  +  A,)  =  d^—  'iähyht  , 

Drückt  man  den  Radius  des  Grondkreises  der  beiden  Segmente  doppelt 
ans»  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Af  —  Ä,»  =  2r,    —  2  r,  A,  , 

die  mau  schreiben  kann 
so  daß  sich 

ergeben.  Multipliziert  man  aber  die  Gleichung  mit  A|  — A^,  so  erhält  man  links: 

~  h\  //j  —  Ä,  hl  -f  /<;         ~-  1  r/ //,  />j  , 

während  aus  der  rechten  Seite 

2ryA\  —  2r,AtA,  —  2r,ii,A,  +  2r,A*  =  2r,i4;  -j-  2r,A/  —  2(r,  -f  /"tj^*!*» 

wird.    Aus  dieser  Umformung  erhält  man 

3r,*,»  +  3r,*/  =  Ii/*  — 3</*,Ji,  +  3rA,A,  . 

Führt  man  diesen  Ausdruck  und  den  für  ^'  +  A^  in  die  \  ohunen(ormcl  ein, 
so  ergibt  diese 

Hiernach  ist  ein  numerisches  Beispiel  am  bequemsten  zu  berechnen,  wenn 

man  vorher  /<,  und  //,  li>'Ntimmt  hat.  Bemrrkrnswert  ist,  da[3  der  rrsie  Summand 
^TuP  den  Inhalt  der  Ktitri*!  \  om  Durchiiii  ss>'r  ä  gibt.  Setzt  rnan  die  Werte  von 
Ai  und  A.,  ein,  sü  kann  man  der  i'ormel,  je  nachdem  man  c  oder  ä  als  geneben 
annehmen  wOl,  die  beiden  Formen  geben: 


4.  VN  ird  aus  einer  Kugelschicht  der  Kegelslumpf  herausgeschnitten,  der  mit 
ihr  dieselben  EndBächen  hat,  so  ist  das  Volumen  des  übrig  bleibenden  ring- 
förmigen Körpers 

\  rr  (3     •-}  3  o?  +  Ä«)  -    rr  //  ( n.'  r  L'.  1'.  i  £>/ )  -  * «.  -  ß,)'  +  A» j  -    TT  Ä 

wenn  j  die  Seitenimie  des  Kegel.slmnpfs  ist.  Wird  s  --  //,  so  sind  die  End- 
flächen einander  gleich,  der  Kegelstumpf  wird  zum  Cylinder  und  das  Volumen 
des  Ringes  ist 

d.  h.  gleich  der  Kui,'cl  vom  Durchnu-sser  /;.  Iti  iÜimi  Kugeln  haben  also  diese 
Ringe,  wenn  sie  gleiche  Höhe  haben,  gleiches  V  olumen. 
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r».  Aua  einer  Kugel  vom  Radios  r  soll  eine  Kngelschicht,  welche  die  Höhe  h 

niid  das  Volumen  hat,  herausgeschnictoii  werden.  Hat  dio  dem  Mittelpunkt 
nächstliegende  Endfläche  von  ihm  den  Abstand  «,  so  ist  in  der  Gleichnng 

cu  setzen,  wodurch  man  fär  x  die  quadratische  Gleicbunj;: 

erhält.  Man  hat  die  positive  oder  neg[ative  VVureel  zu  nehmen,  die  deo  kleinsten 
absoluten  Wert  hat    Soll  h  =  \r  und  V-^W*  \nr*  sein,  so  ist 

-f  \rx  =  0  , 

d.  h.  X  »  0  zu  nehmen»    Eine  Begrenzungsflädie  ist  also  ein  größter  Kreis. 

G.  In  einem  Halbkreis  werden  zwei  Radien  gesogen,  die  mit  dem  be- 
grenzenden Durchmesser  die  Winkel  a  >  ^  bilden.  Läßt  man  den  Halbkreis  um 
<len  Durchmesser  rotim^n,  beschreibt  der  zwischen  den  beiden  Radien  liegende 
Bogen  eine  Kuj{elzonf,  «Uron  Höh«' 

h      r  cOAfi  —  /•  Cosa  ^  2  /  sin  i     -j  (i)  J»"'  i     —  /^)  » 
deren  Inhalt  daher 

23irh  ^  4-T/-*sin4(a-i-^)sini{«— /3) 

ist    Für  ß  ^  *)  erhält  man  eine  Kappe  vom  Inhalt: 

/■=  4«/*sin' Jo  . 

7.  Welcher  Kreissektor  mufi  um  den  einen  ihn  begrenzenden  Radius  rotieren, 
um  einen  Kugelsektor  zu  beschreiben,  dessen  Oberfläche  gleich  einem  größten 
Kugel  kreise  ist?-* 

Bezeii  hti(  r  man  mit  r  den  Radius  und  mit  a  den  Centriwinkei  des  Kreis- 
sektors, so  m'iii 

*   4»/**8in*lo Är*sina  =  »r* 

oder 

5  sin-a  1  2  siuu  —  H  —  0 
sein.    Diese  Gleichung  hat  die  Wurzel 

«ina-§.     a  =  36» 52' 11"  ; 

die  andre  sina  =  —  1  ist  nicht  zu  i^ebrauchen.  Die  Höhe  d«'s  Kejjels,  der 
eiti'-n  Restandteil  des  Kugelsektors  bildrt.  ist  Jr,  womit  <\rr  Kn-iss-fktor  hMcht 
zu  konstruieren  ist.  Da  siu-ia^^  ,\,  ist,  so  ist  die  begrenzende  Kappe  des 
Sektors  der  Kugelfläche  und  der  von  der  Kappe  begrenzte  Sektor  des 
Kugelvolumens. 

S.  In  eine  Kugel  vom  Radius  /'  ist  ein  gerader  Cvlinder  einzuschreiben, 
dessen  Mantel  yleich  der  von  seiner  Grund(1;irlir  ihgeschnittenen  Knppc  ist. 
Hat  die  Grunridache  des  e'ylindcrs  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  den  Abstand  .vr, 
so  mufi 

4*^(1 -^;r«)=- (1  —  jc)* 

sein.  Außer  der  selbstverständlichen  Lösung  1  —  .v  t)  hat  man  die  kubische 
Gleichnng 

4.v^  r  1  V-   :  .V  -    1  _  U  , 

die  als  einzige  reelle  Wurzel  .v      •I,;{4  7'<1  gibt 

ücnutKMiLCHa  tinodbach  der  MaUiematik,  2.  Aull.,  Bd.  I.  f)ff 
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0.  Anfj'abt'n,  bei  denen  in  «'incr  gegebenen  Kugel  die  Hr»ho  eines  Segments 
oder  einer  Schicht  \nn  gegebenen  Volumen  zu  bestimmen  ist.  fuhren  niif  kiil)isi  }ie 
Gleichungen.  Z.  B.:  Wie  hoch  sieht  1  Wasser  in  einer  Kugel  von  1  Kadius? 
Ist  der  Abstand  der  Grundfläche  des  Segments  vom  Mittelpniikt  der  Kugel  x  dm^ 
$0  ist  die  Höhe  des  Segments  (1  —  jr)      und  man  erhält  die  kubische  Gleichung : 

jc« —  3* +1,04507  =0  , 

von  deren  drei  reellen  Wurzeln  nur  x  =  0,30457  brauchbar  ist.  Die  gesuchte 
Höhe  ist  also  0,6ä643  dm. 

.5.  Schneidet  man  eine  Kugel  durch  zwei  gröüte  Kreise,  deren  Ebenen  den 
Neigungswinkel  a  miteinander  bilden,  so  heißt  der  zwischen  zwei  ihrer  Hnlhkreise 
liegende  Teil  des  Kugelvolunien  ein  Kugelkeil  und  der  cuUprechende  Teil  der 
Kugelfläche  ein  sphärisches  Zweieck.  Der  Kugelkeil  und  das  sphärische 
Zweieck  sind  proportionale  Teile  des  Volumens  und  der  Oberfläche  der  Kugel, 
denn  man  kann  sie  er/etti^en,  indem  man  einen  Halbkreis  nur  um  den  Winkel  n 
rouereu  lüßu    Es  ist  daher  das  Voluinea  des  Kugelkeils: 


10) 


und  die  Fläche  des  sphärischen  Zweiecks: 
11)  /'^4..^..^«;,-^r= 


90" 


Denkt  man  si«  Ii  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  (Flg.  '.VIX)  durch  je(h>s 
seiner  Nebendreiecke  zu  einem  sph.irischen  /weicck  ertrütiirt,  so  ist  jodi  r  Wink<*l 

des  Dreiecks  der  Winkel  eines  der  Zweiecke.  Siud 
at  ßi  Y  VVinkcl  des  Dreiecks  ABCr  dessen  Inhalt  f 
zu  bestimmen  ist.  so  erhält  man  hiemach 


F  r  ^ACß  =  nt^ 


folglich 


90» 

ß 

90'> 

/ 


3    4  CBD  -^r  ACE  |  ABF^^  jt  r»  .  - 


J  zy 

00« 


Nun  ist  das  Dreieck  BDI''  das  (le<;rndreieck  zu  ACF.  mithin  füesem  symmetrisch, 
dem  Inhalte  nach  gleich;  setzt  man  also  BDI''  für  ACH  mul  i)erücksichtigt,  dali 
die  Summe  der  vier  Dreiecke  ABC^  CBD^  BDFy  ABF  gleich  der  Halbkugelfläche, 
also  gleich  2;rr^  ist,  so  erhält  man 

=  :ir-  •  — r—. —  -  . 


woraus 


F-.jrr^ 


911» 
180» 


folgt.  Der  l  bersi  hiili  der  Winkelsiinime  ft  (i  y  eines  sph.irisciien  Dreiecks 
über  isu"  ist  <ler  s])harische  Kx/cß  fi:  <  1  j  Nr.  U)  des  Dreiecks,  iiomtt 

hat  man  den  Inlialt  eines  spltariscli en  Dreiecks 


12J 


ISO" 
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Aus  dieser  Formel  folgt,  daß  sphärische  Dreiecke  derselben  Kugel,  die 

gleichen  sphärischen  Exzeß  habrn,  einander  pleich  sind  und  daß  im  allgemeinen 
der  Inhalt  eines  Sphärischen  Dreiecks  derselben  Kugel  dem  sphärischen  KxzeU 
proportional  ist. 

Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Dreiecks  Brocken-Hohehagen^Insels» 
berg,  dessen  direkt  gemessene  Winkel  den  sphärischen  Exseß  e  —  14,853"  er- 
gaben. Nimmt  man  den  Erdhalbmesser  r     6870,28  km  an,  so  erhält  man,  da 

Bei  Dreiecken  auf  der  Erdoberfläche  hat,  wie  in  dem  vorstehenden  Beispiel, 
der  sphärische  Exxeß  in  der  Regel  einen  kleinen  Wert,  da  Dreiecke,  deren 
Winkel  durch  unmittelbare  Messung  bestimmt  werden  sollen,  nur  verhältnismäßig 
klein«'  Seiten  haben  können  und  daher  von  finem  ehericn  Dreieck  wenij;  ab- 
weichen, ßfi  derartigen  Dreiecken  kann  man  nach  einem  Satze  von  Legendke 
jeden  Winkel  um  den  dritten  Teil  des  sphärischen  Ezseases  vennindem  und 
dann  das  Dreieck  als  ein  ebenes  berechnen,  dessen  Winkel  die  so  erhaltenen 
Differenzen  sind. 

Auch  der  Inhalt  der  Fläche  eines  sphärischen  Polygons  kann 
nach  der  l'^ormel 

berechnet  werden,  vveuii  man  unter  t  den  Überschuß  der  Wiukclsumme  des 
sphärischen  i>-£cks  Ober  (2  n  —  4)  also  Aber  die  Winkelsumme  eines  ebenen 
«-Ecks  versteht.  Man  erhält  diesen  Satz,  wenn  man  das  //-Kck  durch  Diagonal- 
bogen in  Dreiorke  zerlegt,  die  Flächen  dieser  einzeln  berechnet  mul  dann  nHfli»Tf. 

Ein  sphärisches  Vieleck  begrenzt  mit  den  Ebenen  der  ihm  zugeordnet(*n 
Ecke  eine  Kugelpyramide.  Ihr  Volumen  ist  derselbe  Teü  vom  Volumen,  wie 
der  Inhalt  des  begrenzenden  sphärischen  Vielecks  von  der  Oberfläche  der  Kugel: 
es  gilt  mithin  für  das  Volumen  der  Kugelpyramide  die  Formel: 


Spftineiiicbe  Budidrudterei  in  L«ipii|r. 


Dlgltlzed  by  Google 


